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Cinemática de una partícula 


OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 


• Presentar tos conceptos de posición, desplazamiento, velocidad y 
aceleración. 

• Estudiar el movimiento de una partícula a lo largo de una línea recta 
y representar gráficamente este movimiento, 

• Investigar el movimiento de una partícula que recorre una trayectoria 
cun/a usando diferentes sistemas coordenados. 

• Presentar un análisis del movimiento dependiente de dos partículas. 

• Examinar los 1 principios del movimiento relativo de dos partículas 
usando ejes en traslación. 


CAPÍTULO 

m 


12.1 Introducción 


La mecánica es una rama de la física que se ocupa del esta- 
do de reposo o movimiento de cuerpos sometidos a la acción 
de fuerzas. La mecánica de cuerpos rígidos se divide en dos 
áreas: estática y dinámica. La estática tiene que ver con el 
equilibrio de un cuerpo que permanece en reposo o que se 
mueve con velocidad constante. El tratamiento previo estuvo 
relacionado con la dinámica que se ocupa del movimiento 
acelerado de un cuerpo. Aquí el tema de la dinámica será pre- 
sentado en dos partes: la cinemática , que trata sólo con los 
aspectos geométricos del movimiento* y la cinética, la cual 
analiza las fuerzas que causan el movimiento. Para desarro- 
llar esos principios, primero será analizada la dinámica de una 
partícula, seguida por temas de dinámica del cuerpo rígido en 
dos y luego en tres dimensiones. 
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Históricamente, los principios de la dinámica se desarrollaron cuando 
fue posible efectuar mediciones exactas del tiempo. Galileo Galilei 
(1564- 1 642) fue uno de los principales pioneros en contribuir a este cam- 
po. Su trabajo consistió en experimentos usando péndulos y cuerpos en 
caída libre. Sin embargo, las contribuciones más importantes en dinámi- 
ca fueron hechas por Isaac Newton (1642 1727). quien es famoso por su 
formulación de las tres leyes del movimiento y la ley de ¡a atracción gra- 
vitatoria universal. Poco después que esas leyes fueron postuladas, Eu- 
ler. D Alembert, Lagrange y otros desarrollaron importantes procedi- 
mientos para su aplicación. 

Hay muchos problemas en ingeniería cuyas soluciones requieren apli- 
car los principios de la dinámica. Típicamente, el diseño estructural de 
cualquier vehículo, como un automóvil o un aeroplano, requiere la con- 
sideración del movimiento al que está sometido. Esto también es cierto 
para muchos dispositivos mecánicos, como motores, hombas. herramien- 
tas móviles, operadores industriales y maquinaria. Además. las predic- 
ciones de los movimientos de satélites artificiales, proyectiles y vehícu- 
los espaciales están basadas en la teoría de la dinámica. Con mayores 
avances en la tecnología, habrá una necesidad aún más grande de apren- 
der a aplicar los principios de este tema. 

Resolución de problemas. La dinámica es considerada más comple- 
ja que la estática va que tanto las fuerzas aplicadas a un cuerpo como su 
movimiento deben ser tomados en cuenta. Además, muchas aplicaciones 
requieren el uso del cálculo, en vez de sólo álgebra y trigonometría. En to- 
do caso, la manera más efectiva de aprender los principios de dinámica es 
resolviendo problemas. Para tener éxito en esto es necesario presentar e] 
trabajo de manera lógica y ordenada, como lo sugiere la siguiente secuen- 
cia de pasos: 

1. Lea el problema cuidadosamente y trate de correlacionar la sitúa- 
ción física real con la teoría estudiada. 

2. Trace todos los diagramas necesarios y tabule los datos del pro- 
blema. 

.v Establezca un sistema coordenado y aplique Jos principios pertinen- 
tes. generalmente en forma matemática. 

4. Resuelva algebraicamente las ecuaciones necesarias en tanto sea 
práctico, luego use un conjunto consistente de unidades y comple- 
te la solución en forma numérica. Reporte la respuesta con no más 
cifras significativas que las dadas por los datos. 

5. Estudie la respuesta usando juicio técnico y sentido común para de* 
terminar si parece o no razonable. 

6. Una vez que la solución haya sido completada, revise el problema. 
Trate de pensar en otras maneras de obtener la misma solución, 

Al aplicar este procedimiento general, efectúe el trabajo tan cuidado- 
samente como le sea posible. Esto a menudo estimula un pensamien- 
to claro y ordenado, y viceversa. 
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12.2 Cinemática rectilínea: Movimiento continuo 


Comenzaremos nuestro estudio de la dinámica analizando la cinemática 
de una partícula que se mueve a lo largo de una trayectoria rectilínea o 
en línea recta. Recuerde que una partícula tiene masa pero tamaño y 
forma insi gnifi cantes. Por tanto, debemos limitar la aplicación a aquellos 
objetos cuyas dimensiones no son de consecuencia en el análisis del mo- 
vimiento. En la mayoría de los problemas el interés se centra en cuerpos 
de tamaño finito, como cohetes, proyectiles o vehículos. Tales objetos se 
pueden considerar como partículas, siempre que el movimiento del cuer- 
po esté caracterizado por el movimiento de su centro de masa y que cual- 
quier rotación del cuerpo sea ignorada. 


Cinemática rectilí et La cinemática de una partícula es caracteri- 
zada al especificar, en cualquier momento, la posición, velocidad y acele- 
ración de la partícula. 

La trayectoria en línea recta de una partícula será, defini- 
da usando un solo eje coordenado s, figura 12-1 a. El origen O sobre la 
trayectoria es un punto fijo, y desde este punto el vector de posición r 
se usa para especificar la localización de la partícula P en cualquier mo- 
mento dado. Advierta que r está siempre dirigido a lo largo del eje s, y 
entonces su dirección nunca cambia. Lo que cambiará serán su magni- 
tud y su sentido o dirección de la cabeza de la flecha r. Por tanto, para 
el análisis de movimiento, es conveniente representar r mediante un es- 
calar s algebraico. el cual representa la coordenada de posición de la 
partícula, figura 12-lu. La magnitud de s (y r) es la distancia desde O 
hasta P. usualmente medida en metros (m) o pies (pies), y el sentido (o di- 
rección de la cabeza de la flecha de r) es definido mediante el signo alge- 
braico colocado sobre s. Aunque la selección es arbitraria, en este caso 
s es positiva ya que el eje coordenado es positivo hacia la derecha del 
origen. Igualmente, el sentido es negativo si la partícula está localizada 
a la izquierda de O. 

«splazo m i e n to El desplazamiento de la partícula es definido como 
el cambio en su posición. Por ejemplo, si la partícula se mueve desde P has- 
ta F . figura 12-1 ó, el desplazamiento es Ir = r' - r. Usando escalares al- 
gebraicos para representar ir. tenemos también 




Posición 


W 


a 


O 


-Ar- 


pr 


o o — * 


-As 


Desplazamiento 


<b) 


As = „v' ~ s 


R¡{. 12-1 


Aquí As es positiva ya que la posición final de la partícula está a la 
derecha de su posición inicial, es decir, s' > s. De la misma manera, si 
la posición final estuviese a la izquierda üe su posición inicial. As se- 
ría negativa. 

Como el desplazamiento de una partícula es una cantidad vectorial, debe 
ser identificado a partir de la distancia que la partícula recorre. Especí- 
ficamente. la distancia recorrida es un escalar positivo que representa la 
longitud total de trayectoria sobre la cual viaja la partícula. 


6 CAPÍTULO 12 Cinemática de una partícula 

Si la partícula se mueve a través de un desplazamiento Ar 

desde P hasta P' durante el intervalo de tiempo A/, figura 12-16, la velo- 
cidad promedio de la partícula durante este intervalo de tiempo es 

= 

V» - Af 

Si tomamos valores cada vez más pequeños de Ai. la magnitud de Ar se 
vuelve cada vez más pequeña. En consecuencia, la velocidad instantánea 
es definida como v = lím ( Ar/A/) o 

Af— o' *- >' 

di 

v — — 
di 


Representando v como un escalar algebraico, figura 12-lc, también no 
demos escribir 


(=•=*) 


Como Ai o dt es siempre positivo, el signo usado para definir el sentido 
de la velocidad es el mismo que para A.s o ds. Por ejemplo, si la partícu- 
la se está moviendo hacia la derecha , figura 12-lc, la velocidad es posi- 
tiva; mientras que si se está moviendo hacia la izquierda la velocidad es 
negativa. (Esto es enfatizado aquí mediante la flecha escrita a la izquier- 
da de la ecuación 12-1.) La magnitud de la velocidad se denomina ra P i- 
dez, v generalmente es expresada en unidades de m/s o pies/s. 

Ocasionalmente se usa el término “rapidez promedio". La rapidez pro- 
medio es siempre un escalar positivo, y se define como la distancia total 
recorrida por una partícula, s T . dividida entre el tiempo transcurrido At: 
es decir. 


v - 


ds 

dt 


( 12 - 1 ) 


Y 



VdtK-Édad 

íe) 


í t? ) — — -- 

V ^rapVprcim ^ 

Por ejemplo, la partícula mostrada en la figura 12-1 d viaja a to largo de la 
trayectoria de longitud s T en el tiempo át, por lo que su rapidez promedio 
es (^rap)prom = s T /At, pero su velocidad promedio es z? prom — —Ay/ A t. 




o 


r 


p 

<y- 


D 


Ay 


Velocidad promedio 
y rapidez promedio 
(dj 


Flg. 12-1 
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Aceleración. Si la velocidad de la partícula se conoce en los dos pun- 
tos P y P\ la aceleración promedio de la partícula durante el intervalo de 
tiempo Ar se define como 


Av 

1 

p 

r\ 

a prottl ¿ ¡ 


w 

V 

Aquí Av representa la diferencia en la velocidad durante el intervalo de 
tiempo Ar, es decir. Av = V - v. figura 12- le. 

La aceleración instantánea en el tiempo t se encuentra tomando valo- 


Aceleración 

te > 


res cada vez más pequeños de Ar y los valores correspondientes cada vez 
más pequeños de Av, de manera que a = Jim (A v/ Ai) o, usando esca- 
lares algebraicos, 





(12—2) 


O 


-a 

F P' 

-O O í 


Desaceleración 

Sustituyendo la ecuación 12-1 en este resultado, también podemos 
escribir 


(^) 


d 2 s 


Tanto la aceleración promedio como la instantánea pueden ser po- 
sitivas o negativas. En particular, cuando la partícula está reduciendo 
su rapidez, se dice que está desacelerando. En este caso, v' en la tigu- 
ra 12-1/ es menor que u, por lo que Ah = v' — v será negativa. En 
consecuencia, a será también negativa y actuará hacia la izquierda en 
el sentido opuesto a v. También advierta que cuando la velocidad es cons- 
tante. la aceleración es cero ya que Av = v - v = 0. Las unidades usa- 
das comúnmente para expresar la magnitud de la aceleración son m/s~ 
o pies/s 2 . 

Una relación diferencial que implica el desplazamiento, la velocidad 
y la aceleración a lo largo de la trayectoria puede ser obtenida eliminan- 
do la diferencial de tiempo df entre las ecuaciones 12-1 y 12-2. Observe 
que aunque podemos establecer entonces otra ecuación, ésta no será in- 
dependiente de las ecuaciones 12-1 y 12-2. Demuestre que 



ads = v dv 


(12-3) 
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Aceleración constante, a = a t . Cuando la aceleración es consian- 
le. cada una de las tres ecuaciones cinemáticas a, = dv ¡di. v = ds/dt. y 

ti r tls — v dv. pueden ser integradas para obtener fórmulas que relacio- 
nen u c . v. s y í. 


Velocidad como función del tiempo, Integre a t - dv/dt. suponien- 
do que inicialmente v - cuando i = 0. 



(±>) 


v “ fn + aj 
Aceleración constante 


(12-4) 


Posición como función del tiempo. Integre v — ds/dt = Vq + a t .i 
suponiendo que inicialmente .í = j (( cuando t - 0. 


(±>) 



(«o + u ( t) di 


s ~ + v a t + Utr 

Aceleración constante 


(12-5) 


Velocidad como función de la posición. Despeje i en la ecuación 
1 24 y sustituyalo en la ecuación 12-5, o integre v dv = a c ds . suponiendo 
que inicialmente v ~ v 0 en s = s ü . 


(±>) 



/ 


a f ds 


r 2 = + 2« r (.v - s 0 ) 

Aceleración constante 


( 12 - 6 ) 


Esía ecuación no es independiente de las ecuaciones 12-4 y 12-5 ya que 
puede obtenerse eliminando / entre esas ecuaciones. 

Las magnitudes y los signos de vq, ^ y a cr usados en las tres ecua- 
ciones anteriores son determinados a partir deJ origen elegido y de la 
dirección positiva de] eje s como se indica mediante la flecha escrita 
a la izquierda de cada ecuación, También, es Importante recordar que 
esas ecuaciones son útiles sólo a lando la aceleración es constante y cuan- 
do i - 0, s = S( h v = % LIn ejemplo común de movimiento acelerado 
constante ocurre cuando un cuerpo cae libremente hacia la Tierra, Si se 
ignora la resistencia del aire y la distancia de caída es corta, entonces ia 
aceleración del cuerpo hada ahajo cuando está cerca de la Tierra es cons- 
tante y aproximadamente igual a 9.81 m/s 2 o 32,2 pies/s 2 La prueba de 
esto está dada en e! ejemplo 13.2, 
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PUNTOS IMPORTANTES 

La dinámica se ocupa de cuerpos que tienen movimiento acelerado. 
La cinemática es el estudio de la geometría del movimiento. 

La cinética es el estudio de las fuerzas que causan el movimiento. 
La cinemática rectilínea se refiere al movimiento en línea recta. 
La rapidez se refiere a la magnitud de la velocidad. 

La rapidez promedio es la distancia total recorrida dividida entre el 
tiempo total empleado para ello. Esto es diferente de la velocidad 
promedio, la cual es el desplazamiento dividido entre el tiempo. 

La aceleración, a = dv/dt, es negativa cuando la partícula está 
desacelerando. 

Una partícula puede tener aceleración y aún tener velocidad cero. 
La relación a ds = v dv se deriva de a = dv/dt y v = ds/dt. al 
eliminar dt. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Las ecuaciones de la cinemática rectilínea deben aplicarse usando 
el siguiente procedimiento. 

Sistema coordenado 

Establezca una coordenada r de posición a lo largo de la trayec- 
toria y especifique su origen fijo y dirección positiva. 

Como el movimiento es a lo largo de una línea recta, la posición, 
la velocidad y la aceleración de la partícula pueden ser repre- 
sentadas como escalares algebraicos. Para el trabajo analítico, el 
sentido de s, v y a es determinado entonces a partir de sus signes 
algebraicos. 

El sentido positivo de cada escalar puede ser indicado mediante 
una flecha mostrada al lado de cada ecuación cinemática que es 
aplicada. 

Ecuaciones cinemáticas 

Si se conoce una relación entre dos cualesquiera de ias cuatro va- 
riables a. v. s y t. entonces puede obtenerse una tercera variable 
usando una de las ecuaciones cinemáticas, a = dv/dt. v — ds/dt o 
a ds - v d% lo que relaciona a las tres variables.* 

Siempre que sea efectuada una integración, es importante que se 
conozcan la posición y la velocidad en un instante dado para eva- 
luar la constante de integración si se usa una integral indefinida, 
o los límites de integración si se usa una integral definida. 
Recuerde que las ecuaciones 12-4. 12-5 V 12-6 tienen un uso limi- 
tado. Nunca las aplique a menos que esté absolutamente seguro 
de que la aceleración es constante. 

'Algunas fórmulas estándar de diferenciación c integración se proporcionan en el 
apéndice A. 



Durante el tiempo que este cohete experi- 
menta movimiento rectilíneo, su altura co- 
mo función del tiempo puede medirse y ser 
expresada por s = sf f ), Entonces es posible 
encontrar su velocidad usando v = ds/dt, y 
su aceleración puede ser determinada a par- 
tir de ¿j — dv/dt. 
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EJEMPLO 12.Í 


E! automóvil mostrado en la figura 12-2 se mueve en una línea recta 
de manera tal que para un tiempo corto su velocidad es definida por 
1 ~ 2í ) pies/s, donde í está en segundos. Determine su posi- 

ción y su aceleración cuando i = 3 s. Cuando t = 0, s = 0. 


O 


' *"v * 


Solución 


Fí{?, 12-2 



La coordenada de posición se extiende desde 
el origen fijo O del automóvil, es positiva hacia la derecha. 

Como v — /(f). la posición del automóvil puede ser deter- 
minada a partir de v - ds/dt, ya que esta ecuación relaciona a «,s y 
/.Tomando en cuenta que 5 = 0 cuando / = 0. tenemos* 


(±0 


dS y 

« - Pi* + 2 1) 

[ ds ~ f (3 1 1 + 2 1) di 
J o Jo 


= P + i 2 


S = t 3 + Í 2 


Cuando i = 3 s, 


v — (3)^ 4- (3) 2 = 36 pies 


Conocida v — f (t), la aceleración se determina a par- 
tir de a — dv ¡di, ya que esta ecuación relaciona a a, v y t. 


Cuando í = 3 s, 


dv d , , , 

- 2 '> 

= 6f + 2 


nes 


a - 6(3) + 2 = 20pies/s 2 — » 

Las fói muías para calcular la aceleración constante no pueden usar- 
se para resolver este problema. ¿Por qué? 

:l Se puede obtener el mismo resultado evaluando una constante de integración C en 
vez de usar límites definidos en la integral. Por ejemplo, al integrar ds = (3r + 2 i) 
dt resulta * = r' ~ r - C. Usando la condición de que en t - », a = 0. entonces 


C = 0. 



Sección 12.2 Cinemática rectilínea: Movimiento continuo 11 


EJEMPLO 12.2 


Un proyectil pequeño es disparado verticalmente hacia abajo a tra- 
vés de un fluido con una velocidad inicial de 60 m/s. Debido a la re- 
sistencia del fluido el proyectil experimenta una desaceleración igual 
a a = (-0.4V 3 ) m/s 2 , donde « está en m/s* Determine la velocidad y 
la posición del proyectil 4 s después de ser disparado. 


Solución 

Como el movimiento es bada abajo, la coor- 
denada de posición es positiva hacia abajo, con origen localizado en 
O, figura 12-3. 


Aquí a = fiv), por lo que debemos determinar la veloci- 
dad como función del tiempo usando a = dv/dt, ya que esta ecuación 
reladona a v. a y i. (¿Por qué no usar v = Vq + ajT) Separando las 
variables e integrando, con = 60 m/s cuando r = 0, obtenemos 


(+ 1 ) 


a « ~ = -0.4p 3 

di 

r r* 

Jsoto/a -0.4ir J 0 

1 / 1 \ 1 I» _ 

HwUzjti 2 !» ' 

1 


0.8 Lu 2 


1 


1 


- f 




(60) ! 

+ 0.8f] * '} 


m/s 


Tomamos la raíz positiva, ya que el proyectil se mueve hacia abajo. 
Cuando r = 4 s. 

v - 0.559 m/s | 

Conocida i> = /(/). podemos obtener la posición del pro- 
yectil a partir de u = dsjdi, ya que esta ecuación relaciona a s, v y f. 
Usando la condición inicial s = 0. cuando t = 0, tenemos 


(+t) 


ds 

v - — = 

dt 

a* - f 


,(60} 2 

1 

(60) 2 


+ 0 . 8 / 
+ Ü.8r 


■- 1/2 

1-1/2 


di 


s = ~ | + 0.» 


D.8L(60) 2 


1/21 1 


= — ([— l — + 0.8/ j 1/2 - — | m 

0.4 lL(60) 2 J 60 J 


Cuando í = 4s. 


s — 4,43 m 


* Advierta que para que sea dimensión almente hoinogéiieíi, la constante 0.4 tiene uní 
dades de s/W. 



ñp » 2-3 
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EJEMPLO 12.3 


Durante una prueba un cohete va viajando hacia arriba a 75 m/s. V 
cuando está a 40 m de i suelo su motor falla. Determine la altura má- 
xima s B que alcanza el cohete y su rapidez justo ames de locar el sue- 
lo. Mientras está en movimiento el cohete es sometido a una acelera- 
ción constante hacia abajo de 9.81 m/s 2 debido a la gravedad. Ignore 
el efecto de la resistencia del aire. 

Solución 

El origen O para la coordenada de posición s 
se toma al nivel dd suelo, positiva hacia arriba, figura 12-4. 

Como el cohete va viajando hacia arriba. v A = + 
/5 m /s cuando t - (). En su altura máxima s - s s . la velocidad v¡¡ — 0. 
Para todo el movimiento, la aceleración es a t = -9.81 m/s 2 (negativa 
pues actúa en sentido opuesto a la velocidad positiva o al desplaza- 
miento positivo). Como «, es constante , la posición del cohete puede 
ser relacionada con su velocidad en Jos dos puntos A y B sobre la tra- 
yectoria usando la ecuación 12-6, es decir. 

( + t ) 1 'b = v 2 a + 2a e (s„ - s A ) 

0 = (75 m/s) 2 + 2(— 9,81 m/s 2 )(í fl - 40 m) 
s B = 327 m 

Para obtener la velocidad del cohete justo antes de que 
toque el suelo, podemos apücar la ecuación 12-6 entre los punios B 
y C, figura 12-4, 

( + T ) Vc - *4 + 2a ( .(s c - - s B ) 

== 0 + 2(— 9.81 m/s 2 )(0 - 327 m) 
v c = -80.1 m/s - 80.1 m/s [ .... , 

Seleccionamos la raíz negativa ya que el cohete se está moviendo ha- 
cia abajo. 

Similarmente, la ecuación 12-6 también puede aplicarse entre los 
puntos AyC, esto es. 

C+ t) v l = *-’5i + 2tf r (s c - S/} ) 

= (75 m/s) 3 + 2(-9.81 m/s 2 )(0 - 40 m) 
v c = -80.1 m/s = SO. I m/s [ 

Nota: Debe observarse que el cohete está sometido a una desa- 
celeración desde A hasta B de 9.81 m/s 2 . y luego desde B hasta C 
es aceleiado con este valor. Además, aunque el cohete alcanza mo- 
mentáneamente el reposo en B (v B = 0), ¡la aceleración en B es de 
9.81 m/s* hacia abajo! 


L 'h ~ ^ 



H¡j. 12-4 
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EJEMPLO 12.5 


.í = -4*0 m 


N i j 
1 O 


- 6J25 m 




f-Qü 


f = s 


r (m/s) 


(0. 0) V~ 


i 


= 3^ -fif 


(2s. 0) 


m 


(1 s, *-3 mft) 
ib) 

Hfi* I2MS 


■Ms) 


Una partícula se mueve a lo largo de una trayectoria horizontal con 
velocidad de v = (3r — 6 /) m/s, donde r es el tiempo en segundos. Si 
imcialmenle la partícula se ubica en el origen O. determine la distan- 
cia viajada en 3.5 s; también calcule la velocidad promedio y la rapi- 
dez promedio durante este intervalo de tiempo. 

Solución 

Supondremos aquí que el movimiento es 
positivo hacia la derecha y que es medido desde el origen O, figura 
I 2 - 6 «. 

Ya que v ~ /(/), la posición como una función 
del tiempo puede encontrarse integrando v = ásfát con / = 0 . s = 0 . 

(^*) <ls - v dt 

= (3r 2 - 6 í) dt 

í ds = 3 ft*dt ~ 6 f t dt 
■h Ja 7o 

s = (r y ~ 3r z ) m ( 1 ) 

Para determinar la distancia viajada en 3.5 s, es necesario investi- 
gar la trayectoria del movimiento. La gráfica de la función velocidad, 
figura 12-6 fe, revela que para 0 < t < 2 s. la velocidad es negativa , lo 
cual significa que la partícula está viajando hacia la izquierda , y para 
í > 2 s la velocidad es positiva, y por tamo la partícula está viajando 
hacia la derecha. Además, v = 0 en i = 2 s. La posición de la partícu- 
la cuando t = 0, t = 2 s y t — 3.5 s puede ser determinada con la ecua- 
ción 1 . Obtenemos 

= 0 -i| í =2 5 = -4.0 m s\ ims¡í fc 6.125 m 

La trayectoria se muestra en la figura 12-6ít. Por consiguiente, la dis- 
tancia viajada en 3.5 s es 


*r - 4.0 + 4.0 + 6.125 = 14.125 m = 14,1 m 
El desplazamiento desde / = 0 hasta t = 3.5 s es 
^ I (=3.5 s - s|,=o = 6.12 - 0 = 6.12 m 
y la velocidad promedio es 

A J 6.12 


Re: 




r pTom 


M 3.5 - 0 


= 1.75 m/s- 


Res o. 


La rapidez promedio se define en términos de la distancia viajada s T . 
Este escalar positivo es 


\ l 'rap) 


rapiprum 


Ai 


14.125 
3.5 - 0 


4.04 m/s 


Resp 
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PROBLEMAS 

Un ciclista parte del reposo y después de viajar a 
lo largo de una trayectoria recta una distancia de 20 m 
alcanza una rapidez de 30 km/h. Determine su acelera- 
ción sí ésta es consumte, Calcule también cuánta le toma 
alcanzar la rapidez de 30 km/h. 

12-:. Un automóvil parte del reposo y alcanza una ra- 
pidez de 80 pies/s después de viajar 500 pies a lo largo 
de un camino recto, Determine su aceleración constante 
v el tiempo de viaje. 

2P 

i Una pelota de béisbol es lanzada hacia abajo des- 
de una torre de 50 pies con una rapidez uncial de 18 
pies/s. Determine la rapidez con que la pelota toca el sue- 
lo y el tiempo de viaje. 

Una partícula viaja a lo largo de una linea recta 
de modo que en 2 s se mueve desde una posición inicial 
s A - +0,5 m a una posición v# = - 1.5 m. Luego, en oíros 
4 s* la partícula se mueve de s fí a s c = + 2.5 m* Determi- 
ne la velocidad promedió y la rapidez promedio de la par- 
tícula durante el intervalo de tiempo de ó & 

x>t 

- Viajando con rapidez inicial de 70 km/h* un auto- 
móvil acelera a 6000 km /h" a lo largo de un camino rec- 
ta ¿Cuánto tardará en alcanzar una rapidez de 120 km/h? 
I Qué distancia recorre d automóvil durante este tiempo? 

I2-í«, Un tren de carga viaja a v = 60(1 - e^t) pies/s, 
donde i es el tiempo transcurrido en segundos. Determi- 
ne la distancia recorrida en tres segundos y la aceleración 
en este tiempo. 


i -K. ¿Desde aproximadamente qué piso de un edi- 
ficio dehe dejarse caer un automóvil a partir de su posi- 
ción de reposo de manera que llegue al suelo con una 
rapidez de 80.7 pies/s (55 nii/h)? Cada piso es 12 pies 
más alto que el inferior. [Noia :Tfel vez le interese recor- 
dar esto cuando viaje a 55 rni/h,) 

12 Un automóvil va a ser levantado mediante un 
elevador al cuarto piso de un estacionamiento que es- 
tá a 48 pies sobre el nivel de la calle. Si el elevador 
puede acelerar a 0-6 pies/s 2 , desaceieiar a 0.3 pies/s". 
y alcanzar una rapidez máxima de 8 pifes /s, determíne 
el tiempo más cono en que puede efectuarse el levan- 
tamiento, partiendo del reposo y lerminando también 
en reposo* 


Una partícula viaja en línea recta de modo que 
por un cono tiempo de 2 s ^ t ^ 6 s su movimiento es 
descrito por v = (4/a) pies/s, donde a está en pies/s 1 . Sí 
v - 6 pies/s cuando / -= 2 s, delermine la aceleración de 
la partícula cuando f = 3 s. 


La aceleración de una partícula al moverse a lo 
largo de una línea recta está dada por a = (2/ 1) m/s 2 , 

donde t está en segundos. Si s - 1 m y V = 2 m/s cuando 
/ = 0, determíne la velocidad y la posición de la partícu- 
la cuando t - 6 s. Determine también la distancia total 
que la partícula viaja, durante este periodo. 

1 : 12 Cuando un tren está viajando a lo largo de una 
vía recta a 2 m s. comienza a acelerar a a = (60 v ~ 4 ) m /s 2 : 
donde v está en m/s* Determíne su velocidad v y su po- 
sición 3 s después de iniciar la aceleración* 



Wí 


Proh. ¡2-(i 


3 1-7. La posición de una partícula a lo largo de una lí- 
nea recta está dada por s — (r* - + Í5t) pies, donde 

i está en segundos. Determine su máxima aceleración y 
su máxima velocidad durante el intervalo de tiempo 0 £ 
r ^ 1Ü s. 





Proh, 12-12 


12-13, La posición de una partícula a lo largo de una 
línea recta está dada por x — (1.5p - 13*5r + 22.50 pies, 
donde i está en segundos. Determine la posición de la 
partícula cuando / = 6 s y la distancia total que viaja du- 
rante d intervalo de 6 s. Sugerencia : Gr afique la trayec- 
toria para determinar la distancia total recorrida. 
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. La posición de una panícula sobre una Linea rec- 
ia eílá dada por s — (r 9^ + 1 5/ ) pies, donde t está en 


segundos. Determine la posición de la panícula cuando 
/ = ó s y la distancia total que viaja durante el intervalo 
de b * Sugerencia: Grañque la trayectoria para determi- 
nar la dista rteia total recorrida. 


! 2 - 15. Una partícula viaja hacia la derecha a Jo largo de 
una línea recta con velocidad v = [5/(4 + s)\ m/s, don- 
de s está en metros. Determine su posición cuando i - 6 
s si s — 5 m cuando t = 0. 


ti Una partícula viaja hacia la derecha a lo largo 
de una linea recta con velocidad v — [5/(4 -h ^ )] m/% 
donde $ está en metros. Determine su desaceleración 
cuando s = 2 m. 


1M7, Dos partículas Ay B parten del reposo en el ori- 
gen a = 0 y se mueven a lo largo de una línea recia de 
tal manera que a A = ( 6 1 - 3) pies /s 2 y a fi = ¡\2r - R) 
pies/sL donde t está en segundos; Determine la distancia 
entre ellas cuando r — 4 s y la distancia total que cada 
una ha viajado en t — 4 & 

* Un automóvil parte del reposo y se mueve a lo 
largo de una línea recta con una ¡ícele radón de a = 
(3a -') m/s-. donde $ está en metros. Determíne la ace- 

leración del automóvil cuando i ^ 4 s, 

' Una piedra A es dejada caer desde el reposo por 

un pozo, y l s después otra piedra B es dejada caer tam- 
bién puniendo del reposo. Determine la distancia entre 
las piedras un segundo después. 

2 2-20, Una piedra A es dejada caer desde el reposo 
por un pozo, y í s después es dejada caer desde el repo- 
so otra piedra fi. Determine el intervalo de tiempo entre 
el instante en que A toca el agua v en el que lo hace B . 
¿Con qué rapidez locan el agua las piedras? 


Una partícula viaja en línea recta con movimien- 
to acelerado tal que a ==■ —ks t donde $ es Ja distancia des- 
de el punto de inicio y k es una constante de proporcio- 
nalidad que debe ser determinada. En s = 2 pies la 
velocidad es de 4 pies/s. y en a = 3.5 píes la velocidad es 
de 10 pies/s. ¿Cuál es el valor de s cuando í; - 0? 

( 2-22. La aceleración de un cohete viajando hada arri- 
ba está dada por a = (6 4- Q.ÜZs) m/s 2 , donde s está en 
metros. Determine la velocidad del cohete cuando s - 2 
km y d tiempo necesario para alcanzar esta altura. Tni- 
cialmente, v = 0 y s = 0 cuando r — IX 



Privb. 1 2-22 


'* La aceleración de un cohete viajando hacia arri- 
ba está dada por & = (6 + ú£$2s) m/s z t donde 5 está en 
metros. Determine el tiempo necesario para que el cohe- 
te alcance una ahora de s = 100 m. Inícialmenre. v. = 0 y 
a = 0 cuando / = ü. 



Friáis. 12-19/2(1 


Froh. \2-J3 
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En f = 0 una bala A es disparada verticalmen- 
te con velocidad inicial de 450 m/s, Cuando t — 3 s* otra 
bala B es disparada hacia arriba con velocidad inicial de 
600 m/s. Determine el tiempo f. después de que A es dis- 
parada, en que Y¿ bala B pasa a la bala .4. ¿A qué altura 
ocurre esto? 

O EUJ 

Lina partícula se mueve a lo largo de una línea 
recta con aceleración a = 5/(3 ? + s~ ■"■) m/s-, donde s 
esta en metros. Determine la velocidad de la partícula 
cuando s = 2 tn si parte del reposo cuando i = lm. Use 
la regla de Simpson para evaluar la integral 

Una bola A es liberada del reposo a una altura 
de 40 pies al mismo tiempo que una segunda bola B es 
lanzada hacia arriba desde 5 pies con respecto al suelo. 
Si las bolas pasan una frente a la otra a una altura de 2Ü 
pies, determine la rapidez con que la bola B fue lanzada 
hada arriba. 



Prob. 


Un proyectil inicial mente en el origen.se mue- 
ve verücalmeme hacia abajo a lo largo de una trayec- 
toria en línea recta por un medio fluido tal que su ve- 
locidad es definida por u ~ 3(8e f l í) 1 2 m/s, donde / 
está en segundos. Gr afique la posición s del proyectil 
durante los primeros 2 segundos. Use el método de 
Runse-Kutta para evaluar s con valores increméntales 
de h — 0.25 s. 


Probiemas 17 

La aceleración de una panícula a lo largo de 
una línea recta es definida por a = (2/ - 9) m/s z , donde 
resta en segundos. En t = Ü,s = 1 m y v = 10 m/s. Cuan- 
do i = S s* determine (a) la posición de la panícula, 
(b) la distancia total viajada, y í.c) la velocidad. 

Jb / 

Una partícula se mueve a lo largo de una linea 
recta y cuando está en el origen tiene velocidad de 4 m/s. 
Si esta partícula empieza a desacelerar a razón de 
a - (-\.5v U2 ) m/s 2 . donde v está en m/s, determine la 
distancia que viaja antes de detenerse. 

Una partícula se mueve a lo largo de una línea 
recta con aceleración a — 5/(3^ 3 + x 5 ' 2 } m/s 2 . donde $ 
está en metros. Determine la velocidad de la partícula 
cuando s = 2 m sí parte del reposo cuando s - 1 m. Use 
la regla de Simpson para evaluar la integral. 

Determine el tiempo requerido para que un 
automóvil viaje i km a lo largo de un camino si parte 
del reposo, alcanza una rapidez máxima en algún pun- 
to intermedio, y luego se detiene al final del camino. El 
automóvil puede acelerar a 1.5 m/sr y desaceierar a 
2 m/s 2 . 

Cuando dos automóviles A y B están uno jun- 
to al otro, viajan en la misma dirección con rapidez v Á y 
Vfr respectivamente. Sí B mantiene su rapidez constante, 
mientras que A empieza a desacelerar a ú Al determine la 
distancia d entre los automóviles en el instante en que A 
se detiene. 


A B 



Prol>~ 12-32 
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Si lus efectos de la resistencia atmosférica son 
tomados en cuenta, un cuerpo cayendo libremente tie- 
ne una aceleración definida por la ecuación a “ 9.81 [ 1 - 
1 0 4 )] m/s% donde v está en m/s y la dirección positiva 
es hacia abajo* Si eJ cuerpo es soltado del reposo desde 
una gran altura, determine fa) la velocidad cuando / = 5 
s, y (b) la velocidad terminal o máxima alcauzahle (cuan- 
do / — * co). 

12-3 , Cuando un cuerpo es lanzado a una gran altitud 
por encima de la superficie de la Tierra, la variación de 
la aceleración de Ja gravedad con respecto a la altitud 
)' debe tomarse en cuenta. Ignorando la resistencia 
del aire, esta aceleración es determinada por la fórmula 
u ~ - £r)l R 2 /(R + yfl donde g y es la aceleración gra- 
vitaron a constante al nivel del mar, R es el radio de la 
Tierra, y la dirección positiva se mide hacia arriba. Si 
g\} — 9*81 mfgr-y R = 6356 km, determine la velocidad 
inicial mínima (velocidad de escape) con la que d pro- 
yectil debe ser disparado vertkaímente desde la super- 
ficie de la Tierra de manera que no caíga de regreso a 
ésta* Sugerencia: Se requiere que v - 0 cuando y oo. 


Tomando en cuenta la variación de la aceleración 
gravita t oria tí con respecto a la altitud y (vea el Prob. 1 2- 
34), obtenga una ecuación que relacione la velocidad de 
uua partícula en caída libre con su almud. Suponga que 
la partícula es liberada del reposo a una altitud y Q con 
respecto a la superficie de la Tierra. ¿Con qué velocidad 
llega la partícula a la superficie de la Tierra si es libera- 
da del reposo a una altitud = 500 km? Use los datos 
numéricos del problema 12-34. 

¡ Cuando una partícula cae a través del aíre, su 
aceleración inicial a - g disminuye hasta que es cero, y 
de ahí en adelante cae con una velocidad iy terminal o 
constante. Si ésta variación de la aceleración puede ser 
expresada como a — (g/ir $0*/ ~ t?). determine el tiem- 
po necesario para que la velocidad se vuelva u < v } *. Ini- 
cialmente la partícula cae del reposo. 


12.3 Cinemática rectilínea: Movimiento errático 

Cuando el movimiento de una partícula es errático durante cierto 
periodo, puede ser difícil obtener una función matemática continua pa- 
ra describir su posición, velocidad o aceleración* En tal caso, es mejor 
describirlo gráficamente usando una serie de curvas que pueden ser 
generadas experimentalmente a partir de la salida de una computado- 
ra. Si la gráfica resultante describe la relación entre dos cualesquiera 
de las variables ü , s t /, puede establecerse una gráfica que describa 
la relación entre las otras variables usando las ecuaciones cinemáticas 
a — dvftít¡ v — ds/dt , a ds ~ v dv. Son varias las situaciones que ocu- 
rren a menudo. 
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Dada la gráfica s-t, construir la gráfica v-t. Si la posición de una 
partícula puede ser determinada expérimentatmente durante un periodo de 
tiempo r. puede construirse la gráfica s—t para la partícula, figura 12-7a. 
Para determinar la velocidad de la partícula como función del tiempo, es- 
to es, la gráfica v-t. debemos usar o = ds/di ya que esta ecuación relacio- 
na a v,s y r. Por tanto, la velocidad en cualquier instante es determinada 
midiendo la pendiente de la gráfica s-t. es decir. 


= v 


ds 

di 

pendiente de la 
gráfica s—t — velocidad 

Por ejemplo, la medición de las pendientes u G , tfi, v 2 , v 3 en los puntos in- 
termedios (Ü. 0), (fi. A')). (f 2 , s 2 ). (h. s 3 ) sobre la gráfica s-t. figura 12-7n. 
da los puntos correspondientes sobre la gráfica v—t mostrada en la fi- 
gura 12-7b. 

También puede ser posible establecer matemáticamente la gráfica y—/, 
siempre que los segmentos de la gráfica s—t puedan ser expresados en 
forma de ecuaciones s - j\t). Las ecuaciones correspondientes que des- 
criben los segmentos de la gráfica v-t son entonces determinadas por 
diferenciación con respecto al tiempo, ya que v = ds/dr. 

Dada la gráfica v-t, construir la gráfica a-t. Cuando se conoce 
la gráfica v-t de la partícula, como en la figura 12-Sa, la aceleración 
como función del tiempo, esto es. la gráfica «i-r. puede ser determina- 
da usando a = dvjdt. (¿Por qué?) Por consiguiente, la aceleración en 
cualquier instante es determinada midiendo la pendiente de la gráfica 
v-t, es decir. 


= a 


dv 
~dt 

pendiente de la 
gráfica v-t = aceleración 


Por ejemplo, la medición de las pendientes fí n . «i, a 2 , 83 en los puntos 
intermedios (0. v n ), (fi, tfi), (f 2 , v 2 ). (í* *>3) sobre la gráfica v~t, figura 
12-8íi. da los puntos correspondientes sobre la gráfica a-t mostrada en 
la figura 12-8f>. 

Cualquier segmento de la gráfica a -t puede ser determinado también 
matemáticamente, siempre que las ecuaciones de los correspondientes 
segmentos de la gráfica v—t sean conocidas, v — g(r)* Esto se hace to- 
mando simplemente la derivada con respecto al tiempo de v — g(t). ya 
que a = dv jdt. 

Como la diferenciación reduce un polinomio de grado n a uno de gra- 
do n - 1, entonces, si la gráfica s-t es parabólica (curva de segundo 
grado), la gráfica v— t será una línea inclinada (curva de primer grado), 
y la gráfica a-t será una constante o una línea horizontal (curva de 
grado cero). 






Fie. 12-H 
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E M P L O «.6 


Una bicicleta se mueve a lo largo de un camino recto en forma tal 
que su posición es descrita por la gráfica mostrada en la figura 12-9 a. 
Construya las gráficas v-t y a - 1 para Os/s 30 s. 


* (pies) 



<• (pies/s) 



ib) 


o (pics/s 3 ) 



10 30 

(c) 

Fig. fZ-'l 


-i ís) 


Solución 

Como v = rfs/rfí, la gráfica v-t puede ser determi- 
nada diferenciando las ecuaciones que definen la gráfica s-t, figura 
12-9n. Tenemos 


0 < t < 10 s; 


s = t- 


10 s < t < 30 s: 5 — 20/ — 100 


ds 

v - — = 2i 

dt 

ds 

v = — = 20 

dt 


Los resultados están graficados en la figura 12-9A. También pode- 
mos obtener valores específicos de v midiendo la pendiente de la grá- 
fica s-t en un instante dado. Por ejemplo, en / = 20 s, la pendiente de 
la gráfica s-t es determinada desde la línea recta de 10 s hasta 30 s 
es decir. 


r = 20 s; 


v = 


p _ 500 - 100 
M ~ 30 - 10 


= 20 pies/s 


Como a = dv/dt , la gráfica a-t puede ser determina- 
da diferenciando las ecuaciones que definen las líneas de la gráfica 
v—t. Esto da 


0 < t < JO s: 


10 < f 30 s; 


v = 2t 


v = 20 


dv 

a = — = 2 
dt 

dv 

a = — = 0 

dt 


Los resultados están graficados en la figura 12-9c. Demuestre que 

fl = 2 pies/s 2 cuando / = 5 s midiendo la pendiente de la gráfica 
v-t. 
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Dada la gráfica a-t, construir la gráfica v-t. Si la gráfica a-t está 
dada, figura 12- 10a. la gráfica v-t puede ser construida usando a = dv/dt, 
escrita en forma integrada como 


At> 


"/* 


dt 


cambio en 
velocidad 


área bajo la 
gráfica a-t 


Por consiguiente, para construir la gráfica v-t, comenzamos por de- 
terminar la velocidad inicial de la partícula v ü y luego sumamos a ésta 
pequeños incrementos de área (Ai>) determinados a partir de la gráfica 
a-t. De esta manera, pumos sucesivos. i>i = íty + Áv, etc., para la gráfi- 
ca v—t son determinados» figura 12-106. Advierta que es necesaria una 
adición algebraica de los incrementos de área, ya que áreas por arriba 
del eje r corresponden a un incremento en tí (área “positiva”), mientras 
que aquellas localizadas por abajo del eje indican una disminución en i' 
(área “negativa"). 

Si segmentos de la gráfica a-t pueden ser descritos mediante una 
serie de ecuaciones, entonces cada una de esas ecuaciones puede ser 
integrada para dar ecuaciones que describan los segmentos correspon- 
dientes de la gráfica v—t. Por tanto, si la gráfica a-t es lineal (una cur- 
va de primer grado), la integración dará una gráfica i’-f parabólica (una 
curva de segundo grado), etcétera. 


a 





Fij** 12-Itl 


Dada la gráfica v-t, construir la gráfica s-t. Cuando la gráfica 
v -t está dada, figura 12-11 a, es posible determinar la gráfica s-f usan- 
do n - ds/dl. escrita en forma integrada 



desplazamiento — área bajo 

la gráfica v—t 


Igual que líneas arriba, comenzamos por determinar la posición ini- 
cial de la partícula s 0 y sumamos (algebraicamente) a ésta pequeños 
incrementos de área Aj determinados a partir de la gráfica v—t, figu- 
ra 12-116. 

Si es posible describir segmentos de la gráfica v—t medíante una se- 
rie de ecuaciones, entonces cada una de esas ecuaciones puede ser inte- 
grada para dar ecuaciones que describan segmentos correspondientes de 
la gráfica s—t. 



Flg. 12-11 
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EJEMPLO T2.7 


ü ('m/tr) 



r( m/s) 


s ím) 


(a) 



f Cs> 



f(s) 


El automóvil de pruebas mostrado en la figura 12- 12 a parte del re- 
poso y viaja a lo largo de una pista recta acelerando con razón cons- 
tante durante 10 s y luego desacelerando a razón constante. Trace las 
gráficas v-t y s-t y determine el tiempo f requerido para detener el 
automóvil. ¿Cuánto ha viajado el automóvil? 

Solución 

Como dv = a dt. la gráfica v-t es determinada inte- 
grando los segmen tos de línea recta de la gráfica a-t. Usando la con- 
dición inicial v = 0 cuando t = 0, tenemos 


0 


/ < 10 s; a = 10; f dv = f 

Jo Jo 


\0dr, v — 10 / 


Hf». t2-n 


Cuando / - 10 &, v - 10(10) — 100 m/s. Usando esto como la condi- 
ción inicial para el siguiente periodo, tenemos 

10 s < r s a = -2: f dv = í -2 dt, v - -2t + 120 

JlOÜ J 10 

Cuando t = f requerimos v = 0. Esto da. figura 12-125, 

r' = 60 s Re.sp. 

Es posible encontrar una solución más directa para ó observando que 
el área bajo la gráfica a-t es igual al cambia en la velocidad del au- 
tomóvil. Requerimos Av = 0 = A, + A 2 , figura 12-12a. Entonces 

0 = 10 m/s 2 {10s) + (—2 m/s 3 )((' — 10 s; = 0 
/' = 60 s 

Como ds = v di. integrando las ecuaciones de la grá- 
fica v-t obtenemos las ecuaciones correspondientes de la gráfica s-t. 
Usando las condiciones iniciales s = 0 cuando t = 0, tenemos 

0 - 1 = 1° s : v = 10/; f ds = f 10/ dt, s = 5r 2 

Jo Jo 

Cuando t — 10 s, $ = 5(10)- = 500 m. Usando esta condición inicial, 

lOs < / < 60s: v = -2t + 120; [ ds = [ {-2 i + ¡20) dt 

J 500 ,/io 

■V - 500 = -r + 120/ - [— (10) 2 -t- 120(10)] 
í - -f 2 + 120/ - 600 
Cuando t f = 60 s, la posición es 

s = -C 60 ) 2 + 120(60) - 600 - 3000 m 

La gráfica s—t se muestra en la figura 12-12c. Advierta que es posi- 
ble encontrar una solución directa para s cuando f = 60 s.ya que el área 
triangular bajo la gráfica v-t daría el desplazamiento As = s — 0 des- 
de f = 0 hasta /' = 60 s. Por consiguiente. 


As = 1(60) (100) = 3000 m 


Ri?sp> 
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Dada ta gráfica a-s, construir la gráfica v-s. En algunos casos 
puede construirse una gráfica a—s paia la partícula, de manera que puntos 
sobre la gráfica v-s puedan ser determinados usando v dv = a ds. Inte- 
grando esta ecuación entre los límites v - v<¡ en s — y v — Uj en í — í-j. 
tenemos 


~ ®o) = Í ads 

■/Jü 


área bajo 
la gráfica a-s 


Así, el pequeño segmento inicial de área bajo la gráfica a-s, j^a ds, 
que se muestra en otro tono en la figura 12-13#. es igual a la mitad de 

la diferencia de los cuadrados de la rapidez, i(U] - vi). Por tanto, si el 
área está determinada y el valor inicia! de r n en s Q “ 0 es conocido, en- 
tonces Vi = (2 f*'a ds 4 - figura 12-13fr. Puntos sucesivos sobre la 

gráfica v-s pueden ser construidos de esta manera comenzando con 
la velocidad inicial % 

Otra manera de construir la gráfica v-s es determinar primero las 
ecuaciones que definen los segmentos de la gráfica a-s . Luego, usando 
v dv = a ds. las ecuaciones correspondientes que definen los segmentos 
de la gráfica v-s pueden obtenerse directamente por integración. 


Dada la gráfica v— ,v, construir te grájuü a—s. Si la gráfica v s es co- 
nocida. la aceleración a en cualquier posición 5 puede ser determinada 
usando a ds = ti dv. escrita como 



aceleración - velocidad multiplicada 
por la pendiente 
de la gráfica v-s 


Así, en cualquier punto (í, u) en la figura 12-1 4rz, la pendiente dv /ds de 
la gráfica v-s es medida. Entonces, como v y dvfds son conocidas, el 
valor de a puede ser calculado, figura 12- 14b, 

También podemos determinar analíticamente los segmentos que 
describen la gTáfica as, siempre que las ecuaciones de los segmen- 
tos correspondientes de la gráfica v—s sean conocidos. Como antes, 
esto requiere integración usando a ds ~ v dv. 



V 



a 
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EJEMPLO 12,8 



200 400 


ü í pies/5 2 ) 

a = 0.04-t * 2 


ta 


a = 0 


200 400 

<b) 

Fig. 1J-1S 


s (pies) 


~s (pies) 


La gráfica que describe e] movimiento de una motocicleta se 
muestra en la figura 12-1 5a. Construya la gráfica a-s del movimien- 
to y determine el tiempo necesario para que la motocicleta alcance 
la posición ,v = 400 pies. 

Solución 

Como las ecuaciones para segmentos de la gráfica 
< - < están dadas, la gráfica a—s puede ser determinada usando a 

ds = v dv. 

0 ^ 5 < 200 pies; v ~ 0.2 s + 10 

dv , d 

a = v T s = (0,2f + 10) ^ (0 - 2i ' + 10 J = 0 04s + 2 

200 pies < s 4(X) pies; v — 50; 

Los resultados están graficados en la figura 12-15fc. 

£1 tiempo se puede obtener usando la gráfica v-syv= ds {di, 
porque esta ecuación relaciona ay.ry /. Para el primer segmento de 
movimiento, s — 0 en t = U, por lo que 


0 s S < 200 pies; v - 0.2s + 10; 


ds 


i* f- 

Jo Jo 0.2 


j ds 
dt = — = 

v 0.2s + 10 

ds 


).2s + 10 
t = 5 ln(0.2s + 10) - 5 !n 10 

En s = 200 pies, t = 5 ln[0.2(200) + 10J - 5 In 10 = 8.05 s. Por tan- 
to. para el segundo segmento de movimiento. 


200 pies < í < 400 pies; v - 50; 


f *- 

Jm J200 50 


,-8.0 5 = --4 


dt = — - — 
v ~ 50 


í = S + 4 .05 


Por tanto, en s = 400 pies, 

400 


t = + 4.05 = 12.0 s 


Ri-sp, 
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PROBLEMAS 

Un avión parte del reposo» viaja 5000 pies por 
una pista y, después de acelerar uniformemente, des- 
pega con una rapidez de 162 mi/h. Luego asciende 
en línea recta con aceleración uniforme dé 3 pies/s- 
hasla que alcanza -una rapidez constante de 220 mi/h. 
Trace las gráficas s—t, v-t y a—t que describen el mo- 
vimiento* 

El elevador parte del reposo en la planta baja del 
edificio. Puede acelerar a 5 pies/s 2 y luego desacelerar a 
2 p¡es/sK Determine el tiempo más corto que le toma 
alcanzar un piso ubicado a 40 pies de la plama baja. El 
elevador parte dd TCposo y luego se detiene. Trace las 
gráficas a-t, v-t, y s—t para el movimiento. 


p - (I 1 

CT ipa 4'/pí'^ 


Pmb. I2-3H 


Un tren de carga parte dd reposo y viaja con 
aceleración constante de 0,5 pies/s z . Después de un 
tiempo t\ el tren mantiene una rapidez constante de 
modo que cuando r = 160 s ha viajado 2000 pies* De- 
termine el tiempo f y trace 3a gráfica V-t para el mo- 
vimiento. 

Si la posición de una partícula es definida por 
s = [2 sen ( 7 r /5)t + 4] m* donde í está en segundos, cons- 
truya las gráficas í-f, v-t y a -i para 0Sf< 10 & 


La gráfica v—t para una partícula que se mueve 
a través de un campo eléctrico de una placa a otra tiene 
la forma mostrada en la figura. La aceleración y la desa- 
celeración que ocurren solí constantes y ambas tienen una 
magnitud de 4 m/s z . Si las placas están separadas 200 mm 
determine la velocidad máxima ?? W]AV y el tiempo /' nece- 
sarios para que la partícula viaje de una placa a la otra* 
También trace la gráfica s—l Cuando r = r7 2 la partícu- 
la está en = 100 mnv 

- La gráfica i*— f para una partícula que se mueve 
a Ira ves de un campo eléctrico de una placa a otra tiene 
la forma mostrada en la figura, donde C = 0*2 s y íWt = 
10 m/s. Trace las gráficas y a—t para la partícula. 
Cuando t = t ¡2 la partícula está en s = 0.5 m* 



Se da la gráfica a-s para los primeros 300 m de 
recorrido de un jeep que viaja a Lo largo de un camino 
recto. Construya la gráfica v-s. En s — 0, v = 0* 


a (m/s 3 ) 



Froli, 1 2—43 
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Una motocicleta parte del reposo en s = 0 y via- 
ja a lo largo de un camino recio eon la rapidez mostrada 
por la gráfica v-t. Determine ia aceleración y la posición 
de la motocicleta cuando t = & s y í = Í2 s. 


■' ■ : Un carro de carreras parte del reposo, viaja a 
lo largo de un camino recto y por 10 s tiene la acele- 
ración mostrada. Construya la gráfica v~t que descri- 
be el movimiento y encuentre la distancia recorrida 
en 10 s. 





Prnli. (2-14 


Prnlt, 1 2-4fi 


- ‘ lin avión aterriza sobre la pista recta, viajando 

originalmente a 1 10 pies/s cuando s - 0. Si está sometido 
a las desaceleraciones mostradas, determine el tiempo t' 
necesario para detenerlo y construya la gráfica s-t para 
el movimiento. 


Se mués Ira la gráfica t ! t para e] movimiento de 
un tren que va de la estación A a la B. Trace la gráfica 
<t-í y determine la rapidez promedio del tren y la distan- 
cia entre las estaciones. 



t pies/s) 



Prvb. 12-45 


Prole 12-47 
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i ; í> La velocidad de un automóvil está graficada ca- 
rao se muestra. Determine la distancia total que recorre 
hasta que se detiene [t = 80 s). Construya la gráfica a-t. 


i 



Pruli. 1 2-4K 


La gráfica v-t para el movimiento de un auto- 
móvil que viaja a \o largo de un camino recto sé muestra 
en la figura. Trace la gráfica a—t y determine la acelera- 
ción máxima durante el intervalo de tiempo de 30 s* El 
automóvil parte del reposo en s = 0. 

La gráfica v—t para el movimiento de un auto- 
móvil que viaja a lo largo de un camino recio se muestra 
en la figura. Trace la gráfica s—t y determine la rapidez 
promedio y la distancia recorrida en el intervalo de tiem- 
po de 30 s. El automóvil parte del reposo en s = 0* 



Fr<*K 12—49/50 


Problemas * 27 

, Un automóvil viaja a lo largo de una camino rec- 
to con la rapidez mostrada por la gráfica v~L Determi- 
ne la distancia total que recorre hasta que se detiene 
cuando r — 48 s. Trace también las gráficas s—t y a—t. 


v (ra/s) 



Pmfo. 12-51 


Un hombre que viaja hacia arriba en un eleva- 
dor de carga deja caer accidentalmente un paquete fue- 
ra del elevador cuando éste está a 100 pies dd sudo, SÍ 
el elevador mantiene una rapidez constante hacia arriba 
de 4 pies/s, determine su altura con respecto al suelo en 
el instante en que el paquete loca el suelo* Trace Ja cur- 
va v-t para el paquete durante el tiempo en que está en 
movimiento. Suponga que el paquete fue soltado con la 
misma rapidez que el elevador lleva hacia arriba. 

Dos automóviles parten del reposo uno al lado 
del otro y viajan a lo largo de un camino recto, El auto- 
móvil A acelera a 4 m/r por 10 s y luego mantiene una 
rapidez constante. El automóvil B acelera a 5 m/s : has- 
ta alcanzar una rapidez constante de 25 m/s y luego man- 
tiene esta rapidez. Construya las gráficas a-L v-t y s—t 
para cada automóvil hasta i = 15 s. ¿Cuál es la distancia 
entre los dos automóviles cuando f = 15 s? 
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!2-M. Un cohete de dos etapas es disparado vertical- 
mente desde el reposo en j — (1 con la aceleración mos- 
trada. Después de 3fl s. la primera etapa A se agota y se 
enciende la segunda etapa B. Trace las gráficas v—t y s— t 
que describen el movimiento de la seeunda etapa nara 0 
sjsfiOs. 



I'rnb. 12-54 


Se da la gráfica a s para un bote que viaja a lo 
largo de una trayectoria recta. Si el bote parte de v = () 
cuando v - 0. determine su rapidez cuando está en s = 75 
v 125 pies, respectivamente. Use la regla de Simpson con 
n ~ 100 para evaluar v en x = 125 pies. 


a (pics/s 2 ) 



El avión a chorro parte del reposo en s = 0 y es 
Sometido a la aceleración mostrada. Determine su rapidez 
cuando ha viajado 200 pies. ¿Qué tiempo requiere este 
avión para viajar 200 pies? 





( Se muestra la gráfica v—t de un automóvil- que 
viaja a lo largo de un camino. Trace las gráficas s-f y a-r 
para el movimiento. 


v (m/sj 





Pmb. 12-57 
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1 * " : Un motociclista localizado en 4 va viajando a 60 
pies/s cuando quiere pasar el camión T que se desplaza 
con rapidez constante de 60 pies/s. Para hacerlo, el mo- 
tociclista acelera a 6 pies/s z hasta que alcanza una rapi- 
dez máxima de 85 pies/s. Si se mantiene esta rapidez, dc- 
termine el tiempo necesario para que el motociclista 
alcance un punto localizado a IDO pies por enfrente dd 
camión. Trace las gráficas y s—t para la motocicleta 
durante este tiempo. 


&mh ~ 60 pies/s {v m i 2 - pjes/s 



pies 


Prub» U-$$ 


/ ~~'~>¿jLC£-c ce , 

Se muestra la gráfica v-s de un go-cart que via- 
ja sobre un camino recto. Determine su aceleración en 
s — 50 my5= 1*50 m. Trace la gráfica as. 


La gráfica ?)- v para el automóvil está dada pa- 
ra los primeros >00 píes de su movimiento. Construya la 
gráfica as para 0 s s ^ 500 pies, ¿Que tiempo tarda 
en viajar la distancia de 500 pies? El automóvil parte 
de s - 0 cuando t ~ 0. 



' Ih-fih. 12 -hSíi 


La gráfica a — j para un tren que viaja a lo largo 
de una vía recia está dada para los primeros 4ÜG m de su 
movimiento. Trace la gráfica v-s r v = 0 en s = U. 



a 



Fruí». 12-50 


Pufo. 12-61 
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La gráfica v— s es la de un avión que viaja so- 
bre una pista de despegue recta. Determine la acele- 
ración del avión en ¿ = 100 m y s = i5ü m. Trace la 
¡ráfica a—s. 


L Eí carro de pruebas parte del reposo y está 
sometido a una aceleración constante a c = 15 pies/s 2 
para 0 ^ t < lOs. Se aplican los frenos, lo que causa una 
desaceleración a la razón mostrada hasta que el carro 
se detiene. Determine la rapidez máxima deí carro y el 
tiempo r en que se detiene. 



Pmlu 12-62 


Partiendo del reposo en s = 0, un bote viaja en 
línea recta con una aceleración como se muestra eu la ‘ 
gráfica as. Determine la rapidez de) bote cuando s = 40 
90 y 200 píes. 


a (pies/s*) 



Froto. 12-64 


La gráfica a —s para un automóvil de carreras que 
viaja a lo largo de una pista recta ha sido determinada 
expe rimen tal mente. Si el automóvil parte de] reposo en 
s = & determine su rapidez cuando $ = 50, 150 y 200 pies, 
respectivamente. 




Prob, 12-62 


Prob, 12-65 
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12.4 Movimiento curvilíneo general 

El movimiento curvilínea ocurre cuando la partícula se mueve a lo lar- 
go de una trayectoria curva. Como esta trayectoria a menudo es descri- 
ta en tres dimensiones, usaremos análisis vectorial para formular la posi- 
ción, la velocidad y la aceleración de la partícula.* En esta sección se 
analizan los aspectos generales del movimiento curvilíneo, y en secciones 
subsecuentes se presentarán tres tipos de sistemas coordenados usados 
a menudo para analizar este movimiento. 

Pos ició r Considere una partícula localizada en el punto P sobre una 
curva espacial definida por la función trayectoria s. figura 12-16a. La po- 
sición de la partícula, medida desde un punto fijo O. será designada me- 
diante el vector de posición r = r(r).Este vector es una función del tiempo 
ya que. en general, tanto su magnitud como su dirección cambian cuando 
la partícula se mueve por la curva. 

Despía zam Suponga que durante un pequeño intervalo de tiem- 

po At la partícula se mueve una distancia As- por la curva hasta una nue- 
va posición P‘. definida mediante r' = r + Ar. figura 12-166. El 
desplazamiento Ar representa el fcambio en la posición de la partícula y es 
determinado por resta vectorial, es decir. Ar = r' — r. 

Velocidad Durante el tiempo Ar. la velocidad promedio de la partícu- 
la es definida como ■» 

.. = Ar 

v prom . , 


La velocidad instantánea es determinada a partir de esta ecuación ha- 
ciendo Ar — * 0, y en consecuencia la dirección de Ar se acerca a la tan- 
gente a la curva en el punto P. Por consiguiente, v = Km (Ar/A r) o 

^ Af— *0 


rfr 



(12-7) 


Como dr será tangente a la curva en P, la dirección de v es también tan- 
gente a la curva . figura 12-16c. La magnitud de v, que es denominada 
rapidez , se puede obtener al advertir que la magnitud del desplazamien- 
to Ar es la longitud del segmento de línea recta desde P hasta F. figura 
12-166. Observando que esta longitud, Ar, tiende a la longitud del arco 

As cuando Ar — > 0, tenemos v = lím (Ar/Aí) - lím (As/Ar), o 

ii— o ' . Ar— o ^ ' ’ 



( 12 - 8 ) 


Así. la rapidez se puede obtener diferenciando la función trayectoria s 
con respecto al tiempo. 

*Eq el apéndice C de este libro se proporciona un resumen de algunos de los impor- 
tantes conceptos del análisis vectorial 




Desplazamiento 

m 



F¡¡¿. 12-16 
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t 



(e) 




Si !a partícula tiene velocidad v en el tiempo / y veloci- 
dad v' = v + Av en f + At, figura 12-L6* entonces su aceleración pro- 
medio durante el intervalo de tiempo At es 


_ Ay 
Vom ~ A/ 

donde Av t '■ Para estudiar esta razón de cambio con respecto 
al tiempo, los dos vectores de velocidad mostrados en la figura 12-16(/ 
están graficados en la figura 12-16e de manera que sus colas se loca- 
lizan en el punto fijo O' y sus cabezas tocan puntos sobre la curva. La 
cuiva se denomina hodógrafa. y cuando se construye, describe e! lugar 
geométrico de ¡os puntos para la cabeza de flecha del vector veloci 
dad de la misma manera que ia trayectoria s describe el lugar geométrico 
de los puntos para las cabezas de flecha del vector de posición fisu- 
ra 12-1 6a. ' e 

Para obtener la aceleración instantánea, hacemos At — * 0 en la ecua- 
ción anterior. En ei límite Av tenderá a la tangente a la hodógrafa v en- 
tonces a = lím (Av/Af), o ' J 


o lv 

a 5= — - 

dt 


(12-9} 


Sustituyendo la ecuación 12-7 en este resultado, también podemos es- 
cribir 


d 1 r 


Por definición de la derivada, a actúa tangente a la hodógrafa , figura 
12-16/, y por tanto, en gen eral, a no es tangente a la trayectoria del mo- 
vimiento. figura 12-16g. Para aclarar este punto observe que At?, y en 
consecuencia a. debe tomar en cuenta tanto el cambio en magnitud co- 
mo la dirección de la velocidad v cuando la partícula se mueve desde P 
hasta P , figura 12-1 6d. Un cambio de magnitud incrementa (o disminu- 
ye} la longitud de v. y esto en sí mismo permitiría a a permanecer tan- 
gente a la trayectoria. Sin embargo, para que la partícula siga la trayec- 
toria. el cambio direccional siempre ''gira - ' al vector velocidad hacia el 
interior o lado cóncavo de la trayectoria, y por tanto a no puede per- 
manecer tangente a la trayectoria. En resumen, v es siempre tangente a 
la trayectoria y a es siempre tangente a la hodógrafa. 


lifj. 12-16 
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12.5 Movimiento curvilíneo: Componentes rectangulares 


Hav ocasiones en que e! movimiento de una partícula se describe me- 
jor a lo largo de una trayectoria que esté representada usando un mar- 
co de referencia fijo a\ v. 

Si en un instante dado la partícula P está en un punto (x*y t 
z) sobre la trayectoria curva s, figura 12-17 g, su ubicación es definida en- 
tonces por el vector de posición 




r — .ri + yj 4- ¿k 


(12-10) 


Debido al movimiento de la partícula y a la forma de la trayectoria, to- 
das las componentes jc, y\ z de r son generalmente funciones del tiem- 
po; esto es, x = x(f), y — y{t)< z — z(r), es decir, r - r(r). 

De acuerdo con el análisis presentado en el apéndice C, la magnitud 
de r es siempre positiva y está definida por la ecuación C— 3 como 

r = \/V + y 2 + r 


La dirección de r es especificada mediante las componentes del vector 
unitario u r = r/r. 


Velocidad La primera derivada con respecto al tiempo de r propor- 
ciona la velocidad v de la partícula. 

Por tanto. 


v 


d r 

di 


~ T, ixi) + Í [yí) + J, w 


Al plantear esta derivada es necesario tomar en cuenta los cambios um - 
to en magnitud como en dirección de cada una de las componentes del 
vector. Por consiguiente, la derivada de la componente i de v es 



(a) 


r 



Velocidad 


d . . . dx . di 
— (ja) = —i + -v— 
dt di di 


I-ig. 12-17 


El segundo término del lado derecho es cero, puesto que el marco de 
referencia x. y , z está fijo, y por tanto la dirección (y la magnitud) de i 
no cambia con el tiempo. La diferenciación de tas componentes j y k 
puede efectuarse de manera similar, lo que da el resultado final. 


v = — = itji + wj + m,k (12-11) 


donde 


v s ~x v y = y v z = z 

i 


( 12 - 12 ) 
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La notación “punto" x. y, ¿ representa las primeras derivadas de 
las ecuaciones paramétricas .x = x(f), v - v(f), z = z(t% respectiva- 
mente. 

La velocidad tiene una magnitud definida como el valor positivo de 


V = \/vl + nj + vi 


z 



a = «i,i + o y ¡ + n.k 


v 


Aceleración 


y una dirección que es especificada por las componentes del vector uní- 
tario u, = v/v. Esta dirección es siempre tangente a la trayectoria, como 
se muestra en la figura 12-176. 

Aceleración, La aceleración de la partícula se obtiene tomando la pri- 
mera derivada con respecto al tiempo de la ecuación 12-1 1 (o la segunda 
derivada con respecto al tiempo de la ecuación 12-10). Usando puntos 
para representar las derivadas de las componentes, tenemos 


dv 

“ " Tt = + + fl k 


H2-13) 


fe) 


Fia. 12-17 


donde 



(12-14) 


Aquj, a XJ üy, a z representan* respectivamente* las primeras derivadas con 
respecto al tiempo de las funciones v s = v x {t). v y = u v .( r ) ; = v.{t), o 

las segundas derivadas con respecto al tiempo de las funciones x — jefri 
v = y(tl z = z(t). * U ’ 

La aceleración tiene una magnitud definida por el valor positivo de 

a = Ya. + oif. + a 2 . 


y UDa dirección especificada por las componentes del vector unitario 
u„ = a ¡a. Como a representa la razón de cambio con respecto al tiem- 
po de la velocidad, en general a no será tangente a la trayectoria figu- 
ra 12- 17c. 
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PUNTOS IMPORTANTES 

El movimiento curvilíneo puede causar cambios tanto en la mag- 
nitud como en la dirección de los vectores posición, velocidad y 
aceleración. 

El vector velocidad siempre está dirigido tangencialmente a la tra- 
yectoria. 

En general, el vector aceleración no es tangente a la trayectoria, 
sino más bien, es tangente a la hodógrafa. 

Si el movimien to es descrito usando coordenadas rectangulares, 
entonces las componentes a lo largo de cada uno de los ejes no 
cambian en dirección, sólo cambiarán su magnitud y sentido (sig- 
no algebraico). 

Considerando los movimientos componentes, la dirección del mo- 
vimiento de la partícula es automáticamente tomada en cuenta. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Sistema coordenado 

Un sistema coordenado rectangular puede usarse para resolver 
problemas en los cuales el movimiento sería convenientemente 
expresado en términos de sus componentes x, y. z. 

Cantidades cinemáticas 

Como el movimiento rectilíneo ocurre a lo largo de cada eje coor- 
denado, el movimiento de cada componente se calcula usando 
v — ds ¡di y a - dv/dt ; o, para los casos en que el movimiento no 
es expresado como una función det tiempo, puede usarse la ecua- 
ción a ds - v d v. 

Una vez que las componentes v, v* :de v y a han sido determina- 
das, las magnitudes de esos vectores se encuentran aplicando el 
teorema de Pitágoras, ecuación C-3,y sus direcciones mediante las 
componentes de sus vectores unitarios, ecuaciones C-4y C-5. 



Cuando el avión despega, su trayectoria 
de movimiento puede ser establecida si se 
conocen su posición horizontal x = j[r) y 
su posición vertical, O altitud, y = y ( f ): am- 
bas pueden hallarse con equipo de nave- 
gación. AJ grafícar ios resultados de esas 
ecuaciones puede mostrarse la trayecto- 
ria: y tomando las derivadas con respecto 
al tiempo. La velocidad y la aceleración dd 
avión pueden ser determinadas en cual- 
quier instante, 
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EJEMPLO 12.9 




(C) 

Hg/12-0E 


En cualquier instante, la posición horizontal del globo meteorolóaico 
mostrado en la figura 12-18« es definida por x = (8f) pies, donde t 
está en segundos. Si la ecuación de la trayectoria es v — x 2 /10, de- 
termine (a) la distancia del globo a la estación ubicada en 4 cuando 
r - 2 s, (6) la magnitud y la dirección de la velocidad cuando t = 2 s, 
y (< ) la magnitud y la dirección de ia aceleración cuando / = 2 s. 

Solución 

Cuando f = 2 s, x = 8(2) pies - 16. y entonces 
v = (16) 2 /10 = 25.6 pies 

La distancia desde A hasta B, en línea recta, es por tanto 
r = V0f>) 2 + (25.6) 2 - 30.2 pies 

Usando las ecuaciones 12-12 y aplicando la regla de la 
cadena del cálculo diferencial, las componentes de la velocidad cuan- 
do /= 2 s son 

- d 

% = x = —(8/) = 8 pies/s — *■ 

ü .v - y = ¿(^/10) = 2xx/W = 2(16)(8)/'10 = 25.6 pies/s f 

Por consiguiente, cuando í = 2 s, la magnitud de la velocidad es 

® ~ \A 8 ) 2 ■+■ (25.6)" = 26.8 pies/s 
La dirección es tangente a la trayectoria, figura 12-18A, donde 

9, = tan-i „ tw-'2|* = 72.6° 

Las componentes de la aceleración son determinadas 
con las ecuaciones 12-14 y con la aplicación de la regla de la cadena 
adviniendo que A : = d~(8t)/dt 2 = 0. Tenemos 

«r = - 0 

d 

“y = v y = ^{2jcx/10) = 2(x)x/10 + 2.v(x)/10 
= 2(8)VlO + 2(16)(0)/10 - 12.8 pies/s 2 f 

Entonces. 

a - V(0) 2 + (12.8) 2 « 1 2.8 pies/s 2 
La dirección de a, como se muestra en la figura 12-18c.es 

12 8 

e a = tarT 1 — p = 90' Reifi 

Nota-. También es posible- obtener v y y a } expresando primero 
y ~ /(O = (8í) /10 — 6.4r. y tomando luego derivadas sucesivas con 
respecto al tiempo. 
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El movimiento de una caja B que recorre la banda transportadora en 
espiral mostrada en la figura 12-19 está definido mediante el vector 
de posición r - [0.5 sen (2f)i + 0,5 eos (2r)j — 0.2rk] m, donde t está 
en segundos y los argumentos del seno y el coseno están en radianes 
(n rad — 180°). Determine la ubicación de la caja cuando t = C 
y las magnitudes de su velocidad y su aceleración en este inst 



Solución 

Evaluando r cuando í = 0.75 s obtenemos 
rf/-n. 7 s 5 = {0.5 sen(1.5 rad)i + 0.5 cos( 1.5 radjj - 0.2(0.75 )k} m 


= {0.499Í + 0.0354j - 0.150k) m 


La distancia de la caja a partir del origen es 


r = Vi 0 - 4 ") 3 + (0.0354)- + (-0.150) 2 = 0.522 m 


La dirección de r se obtiene de las componentes del vector unitario. 


0.499. , 0.0354 . 0.150 

0.522 ' + 0.522 J 0.522 k 


r 


r 


= 0.955Í + 0.0678j - 0.287k 


Por tanto, los ángulos coordenados de dirección a. p, y, figura 12-19, 
son 


a = eos' 1 (0.955) = 17.2° 
p = eos" ‘(0.0678) = 86.1° 
y = eos' 1 (-0.287) - 107° 


La velocidad está definida mediante 



= {1 cos(2f)i - 1 sen(2/)j - 0.2k] m/s 

Por tamo, cuando r = 0.75 s, la magnitud de la velocidad, o la rapi 
dez, es 



= \/fl cos{1.5 rad)] 2 + |-1 sen (1-5 rad)] 2 + (-0.2) 2 


- 1.02 m/s 

La velocidad es tangente a la trayectoria como se muestra en la figu- 
ra 12-19. Sus ángulos coordenados de dirección pueden ser determi- 
nados a partir de u„ - v/y. 

La aceleración a de la caja, la cual se muestra en la fi- 
gura 12-19, no es tangente a la trayectoria. Demuestre que 


a = ^ = {-2sen{2í}í - 2cos(2í)j] m/s 2 


En f - 0.75s, a = 2 m/s 2 


I 
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12.6 Movimiento de un proyectil 

HI movimiento en vuelo Libre de un proyectil a menudo es estudiado en 
términos de sus componentes rectangulares, va que la aceleración del 
proyectil siempre actúa en la dirección vertical. Para ilustrar el análisis 
cinemático, consideremos un proyectil lanzado en el punto (x 0 ,y t1 ). como 
se muestra en la figura 12-20. La trayectoria está definida en el plano 
.v \ de manera tal que la velocidad inicial es V( ( , con componentes (v lt ) t 
v (v 0 ) r Cuando la resistencia del aire es despreciada, la única fuerza que 
actúa sobre el proyectil es su peso, el cual causa que el proyectil tenga 
una aceleración constante hacia ahajo de aproximadamente a = g — 
9.81 m/s 2 o g = 32.2 pies/sV * 



Cade* fotografía en esta secuencia se urmó 
después del mismo intervalo de tiempo. La 
boJa de la izquierda cae del reposo, mientras 
que la bola derecha recibe una velocidad ho- 
rizomul a] ser libe rádu. Advierta que arribas 
bolas están sometidas a la misma acelera - 
c\án hacía abajo puesto que permanecen a 
la misma elevación m cualquier Ínstame. 
Esta aceleración musa que la diferencia en 
elevación se incremente entre icnografías 
sucesivas. También observe que la distancia 
horizontal entre fotografías sucesivas de la 
bola derecha es consta me ya que h veloci- 
dad en la dirección horizontal permanece 
constante. 





f% 12-20 ' 


C orno a v — 0, al apitcar las ecuaciones de 
aceleración constante, 12-4. 12-5 y 12-6. obtenemos 

( )v t* Vü 4- a,t; Vx = (|^) x 

( •*> )x = x 0 + i y + ¿a,/ 2 : x = Xf¡ .+ ( W(| ) r , 

( 4 )# - «§' + 2a c (s - Ay); v x = ( i!a ) t 

Las ecuaciones primera y última indican que la componente horizontal 
tic ia velocidad siempre permanece constante durante el movimiento. 

Movimiento ver\ ral. Como el eje y positivo está dirigido hacia arri- 
ba. entonces a y = -g. Al aplicar las ecuaciones 12-4. 12~5 y 12-6 obte- 
nemos 

(+ | )v - v a + a c t ; Vy m ( Vfí ), - gt 

( + t }y = yo + tÍQt + va c r; y » y, + ( ty, ) v r - ’-gt 2 

(+ t)i :2 = 4 + 2a e (y ~ yo); vi = {Voil ~ 2 g{y - y,,) 

Recuerde que la última ecuación puede ser formulada con base en eli- 
minar el tiempo t entre las primeras dos ecuaciones, y por tanto sólo dos 
de las anteriores tres ecuaciones son independientes una de otra. 

"Cm” supone que el campo gravitauHu de la Tierra rto varia con la altitud. 
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Para resumir, problemas que implican el movimiento de un proyectil 
pueden tener cuando mucho tres incógnitas ya que sólo tres ecuaciones 
independientes pueden ser escritas; esto es, una ecuación en la dirección 
horizontal y dos en la dirección vertical. Una vez obtenidas v, y v v . la ve- 
locidad resultante ». que es siempre tangente a la trayectoria, es dcüni- 
da mediante la suma vectorial mostrada eu la figura 12-20. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Los problemas del movimiento de un proyectil en vuelo libre pue- 
den ser resueltos usando el siguiente procedimiento. 

Sistema coordenado 

Establezca los ejes coordenados fijos r. y V trace la trayectoria de 
la partícula. Entre dos puntos cualesquiera sobre la trayectoria, 
especifique los datos del problema dado y las tres incógnitas. En 
lodos los casos la aceleración de la gravedad actúa hacia abajo. Las 
velocidades inicial y final de la partícula deben ser representadas 
en lémhnos de sus componentes x y y. 

Recuerde que las componentes positiva y negativa de la posición, 
la velocidad y la aceleración actúan siempre de acuerdo con sus 
direcciones coordenadas asociadas. 

Lalaciones cinemáticas 

Dependiendo de los datos conocidos y de lo que vaya a ser deter- 
minado. debe seleccionarse cuáles tres de las siguientes cuatro ecua- 
ciones habrán de aplicarse entre los dos puntos sobre la trayecto- 
ria para obtener la solución más directa del problema. 

Movimiento horizontal 

La velocidad en la dirección horizontal o dirección x es constan- 
te, es decir. (t/ t ) = (ly,),. y 

x = x a + (tn,y 

Movimiento vertical 

En la dirección vertical, o dirección v, sólo dos de las siguientes 
tres ecuaciones pueden ser usadas para encontrar la solución. 

v y - (%)v + dd 

}' = >'.j + 0’nV + W 2 

•t’| = {vo)l + 2a c (v - vy.j 

Por ejemplo, si la velocidad final dé la partícula i\ no es requeri- 
da, entonces la primera y la tercera de esas ecuaciones (para y) no 
¿serán útiles? 
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La grava que cae del extremo de esta ban- 
da transportadora sigue una trayectoria qt**: 

puede ser predicha usando Jas ecuaciones de 

aceleración constante De esiíi mímera la 

ubicación del montón acumulado puede ser 
determinada. Las coordenadas redi líneas 
son usadas para el análisis va que ia acelera- 
ción se du Sólo en la dirección vertical. 
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EJEMPLO 12.11 


Un saco resbala por fa rampa, como se muestra en la figura 12-21. con 
velocidad horizontal de 12 m/s. Si la altura de la rampa con respecto al 
suelo es de 6 m, determine el tiempo necesario para que el saco Ueeue 
al suelo y el rango R donde los sacos empiezan a apilarse. 



íifc. 13-21 


Solución 

El origen de coordenadas está establecido al 
principio de la trayectoria, punto A, figura 12-21. La velocidad ini- 
cial de un saco nene componentes (i^)* = 12ra/s y (vA, = 0. 
Además, entre los puntos A y B la aceleración es a.. = -9.81 m/s 2 . 
Como (v B ) s = (v A ) x = 12 m/s, las tres incógnitas son (v B ) v , R y el 
tiempo de vuelo r Aa , Aquí no tenemos que determinar (v B ) r 

L* distancia vertical desde A hasta B es cono- 
cida y. por tanto, podemos obtener una solución directa para r 1R usan- 
do la ecuación 

y “ +£«&» 

-6m = 0 + 0 + j (-9.81 m/s 2 )^ 

( A b “ 1.11 s /ó , 

Este cálculo indica también que si un saco fuese liberado del reposa 
en A. le tomaría el mismo tiempo llegar al piso en C figura 12-21. 

Como í ha sido calculado, R se determina 

como sigue: (**) 

(**) * = *0 + {VoUah 

R = 0 + 12 m/s (1.11 s) 

R — 13.3 m Rpsp 
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EJEMPLO 12.12 


La máquina trituradora está diseñada para expeler virutas a Vo = 25 
pies/s como se muestra en la figura 12-22. Si el tubo está orientado 
a 30° desde la horizontal, determine a qué altura h las virutas tocan 
la pila si llegan a ésta desde una distancia de 20 pies a partir de la bo- 
ca del tubo. 



Solución 

Cuando se analiza el movimiento entre los 
puntos O y A, las tres incógnitas son representadas como la altura 
h, el tiempo de vuelo t OA , y la componente vertical de la velocidad 
(v A ) y (Advierta que (a^)* = («o)*)- Con el origen de coordenadas 
en O, figura 12-22, la velocidad inicial de una viruta tiene compo- 
nentes de 

(tío)* = (25 eos 30°) pies/s = 21.65 pies/s * 

(tV)),, = (25 sen SO”) pies/s = 12.5 pies/s | 

Además, (p^) t — (uo)* — 21.65 pies/s y o v = —32.2 pies/s 2 . Como no 
hay que determinar (u^),,, tenemos 

Movimiento horizontal 

= x o + (vo)¿oa 
20 pies = 0 + (21.65 pies/s)í 0>v 
t 0A = 0.9238 s 

Relacionando f 0 a a las elevaciones inicial y fi- 
nal de una viruta, tenemos 

( + t } >' A = }'0 + (Vo)yfaA + \a<t0A 

(h - 4 pies) = 0 + (12.5 pies/s) ( 0.9238 s) + \ (-32.2 pies/s 2 ) (0.9238 s) 2 
h = 1.81 pies 


. 41 
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La pista para este evento de carreras fue diseñada de manera que los 
conductores salten por la pendiente de 30 u , desde una altura de I m. 
Durante una carrera se observó que el conductor mostrado en la fi- 
gura 12-23fl permaneció en el aire por 1.5 s. Determine la rapidez con 
la que él viajaba hacia fuera de la pendiente, la distancia horizontal 
que recorrió antes de tocar el suelo, y la altura máxima que alcanzó. 
Desprecie el tamaño de la motocicleta y del conductor. 




X 


B 


R 


(a) 

Fi*. 12-23 


Solución 


Como se muestra en la Ggura 12-236. el origen 
de las coordenadas está establecida en A. Entre los puntos extremos de 
la trayectoria AB las tres incógnitas son la rapidez inicial v A , el ran- 
go /?, y la componente vertical de velocidad v B . 

Como el tiempo de vuelo y la distancia verti- 
cal entie los extremos de la trayectoria son conocidos, podemos de- 
terminar v A . 


+ ^ (%)> + (fjOyLlS + 

-1=0+ t>_4 sen 30 : (1.5) + 3 ( — 9-81 )( 1 .5) 2 

v a ~ 13.38 m/s = 13.4 m/s fír%n 


fie 



( ’m L "l" ( ) , f í, 4 jj 

* = 0 - 13.38 eos 30° (1.5) 


I\£Sp, 

I lira encontrar la altura h máxima consideraremos Ja trayectoria 


AL - tl 8 ura I ---36. Aquí las tres incógnitas son el tiempo de vuelo r AC 
la distancia horizontal desde ,4 hasta C, y la altura h. En la allura 
maxima (w t )_ v = 0,y como v A es conocida, podemos determinar h di- 
reciamente, sin considerar t^Cr usando la ecuación siguiente. 

(*c)y = {y 4 )y + 2n t .[(í C ) v - (j 4 )y] 

(U) 2 = (13.38 sen 30°)- + 2( 9.81) [(/? - 1) - ü| 

h = 3.28 m Ri ., p 

Demuestre que la motocicleta tocará el suelo en fí a una velocidad 
con componentes de 

{v B ) x = 11.6 m/s-». (w A ), - 8.02 m/s J 
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PROBLEMAS 

Una panícula, originalmente en reposo y simada 
en ei punto (3 pies. 2 pies, 5 pies), está sometida a una 
aceleración dea = |6rí + 12rk| pics/s 2 . Determine la po- 
sición de la panícula (.v. y, z) en r = 1 s. 

La velocidad de una partícula está dada por v = 
|lr>r¡ 4- 4rj 4 (5/ 4 2)k m/s* donde íes lá en segundos. 
SÍ la partícula está en el origen cuando í = U t determine 
la magnitud de su aceleración cuando i — 2 s. ¿Cuáles son 
las coordenadas de posición y, z de la partícula en 
este instante? 

; l'na partícula está viajando con velocidad 
de v # {3 \fie } m/s. donde t está en se- 

gundos. Determine la magnitud del desplazamiento de la 
partícula desde t = IJ hasta r — 3 s. Use la regla de Simp- 
son con n 4= 100 para evaluar las integrales. ¿Cuál es 
la magnitud de la aceleración de la partícula cuando 
t = 2s? 


La posición de una partícula está definida por 
r — |5(cos 2r)i 4 4(scn 2r)j| m. donde t está en segundos 
v los argumentos para el seno > el coseno están dados en 
radianes. Determine las magnitudes de la velocidad y de 
la aceleración de la partícula cuando i = l s. Demuestre 
que la trayectoria de la partícula es elíptica. 

El automóvil viaja de A a B. y luego de B a C. 
como se muestra en la figura. Determine la magnitud del 
desplazamiento y la distancia recorrida. 



Una partícula viaja por la curva desde A hasta B 
en 2 s. Ir de B a C le torna 4 s y luego tarda 3 s en ir de C 
a D. Determine su rapidez promedio cuando va desde A 
hasta D. 


y 



Un carro viaja 2 km hacia el este durante 5 
minutos, luego 3 km hacia el norte durante minutos, y 
después 4 km hacia ei oeste durante lü minutos. Determi- 
ne la distancia total recorrida y la magnitud del despla- 
zamiento del carro. ¿Cuál es la magnitud de la velocidad 
promedio y de la rapidez promedio? 

Un carro viajando a lo largo de las porciones Tec- 
las dd camino tiene las velocidades indicadas en k figu- 
ra cuando liega a los puntos A, B y C Si le toma 3 s ¡r de 
A a fí. y luego 5 s ir de B a C determine la aceleración 
promedio entre los puntos A y B y entre A y C. 



Prnb, 12-711 


Pr&b* 12-73 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


44 CAPÍTULO 12 Cinemática de una partícula 


Una partícula se mueve por Ja curva y = tr* en 
tal forma que su velocidad tiene una magnitud constan- 
te de f = 4 pies/5. Determíne las componentes x y y de 
la velocidad cuando la partícula está en y = 5 pies. 

¡ La trayectoria de una partícula es definida por 
y ~ y la componente de su velocidad a lo largo del 
eje y es v y — cf T donde k y c son constantes. Determine 
las componentes .v y y de la aceleración. 

Una panícula se está moviendo por la curva 
y = * " (* 2 /400). donde x y y están en pies. Si la com- 
ponente de velocidad en la dirección x es v x — 2 pies/s 
y permanece constante, determine las magnitudes de la 
velocidad y ¡a aceleración cuando .r •= 20 pies. 

La motocicleta viaja con .rapidez constante u 0 a 
lo largo de una trayectoria que. por una distancia corta , 
toma la forma de una curva seno. Determine las compo- 
nentes .v y y de su velocidad en cualquier instante sobre 
la curva. 


y 



í ■ sen (fx) 


c 




* — j 

c 

t 



Ptul». 12-77 

1 L — 



Cuando un cohete alcanza una altura de 40 m 
empiézala v ' a í ar a lo largo de la trayectoria parabólica 
(>' - 40)- = 160.1-, donde las coordenadas son medidas en 
metros. Si la componente de velocidad en la dirección ver- 
lical es constante en v y = 180 m/s, determine las magni- 
tudes de la velocidad y la aceleración del cohete cuando 
éste alcanza una altura de 80 m. 


(>•-40)?= I 60a 

/ 

/ 


r 

40 m 


Priib. 12-79 

La niña siempre lanza los juguetes según un 
ángulo de 30 desde e¡ punto A como se muestra. De- 
termine el tiempo entre los lanzamientos de manera que 
los juguetes toquen los bordes ByCde la alberca al 
mismo tiempo, ¿Con qué rapidez debe lanzarse cada ju- 
guete? 


La partícula viaja a lo largo de ía trayectoria de- 
finida por la parábola y — Q,Jfor. Si la componente de ve- 
locidad a lo largo del eje x es % = (5í) pies/s, donde i 
está en segundos, determine la distancia a la partícula des^ 
de el origen O y la magnitud de su aceleración cuando 
t — l s. Cuando t - 0, x = 0 y y — 0. 


.v 



Prnk 12-410 


La tobera de una manguera de jardín descarga 
agua a razón de 15 m/ü. Si la tobera se mantiene ai nivel 
del suelo y dirigida con ángulo Ú = 30*. desde el suelo, 
determine la altura máxima alcanzada por el agua y la 
distancia horizontal desde la tobera hasta donde el a^ua 
toca el suelo. 



Prut). 12-78 
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El globo A está ascendiendo a razón de v A = 
12 km/h, y es llevado horizontalmente por el viento a 
v w = 20 km/h. Si en el instante fc = 50 m se deja caer 
una bolsa de lastre desde el globo, determine el tiem- 
po en que éste llegará al suelo. Suponga que la bolsa 
fue dejada caer con la misma velocidad que tenía el glo- 
bo. Calcule también, ¿con qué rapidez golpea la bolsa 
el suelo? 


v A - 12 km/h 



h 




Prnto, 13-82 

Determine la máxima altura sobre la pared a la 
que el bombero puede lanzar agua desde la manguera, si 
la rapidez del agua en la tobera es v c = 48 pies/s. 

Determine el ángulo 8 más pequeño, medido 
desde la horizontal con que la manguera debe ser dirigi- 
da de manera que la corriente de agua toque el fondo de 
la pared en el punto B. La rapidez del agua en la tobera 
es Ve = 48 pies f% 



Problemas 45 

En una cinta de video se observó que un jugador 
de fútbol pateó una pelota a 126 pies durante un tiempo 
medido de 3.6 segundos. Determine la rapidez inicial de 
Va pelota y el ángulo 8 con que fue pateada. 



Durante una carrera se observa que una motoci- 
cleta salta en A a un ángulo de 60” con la horizontal. Si 
la motocicleta toca el suelo a una distancia de 20 pies, de- 
termine la rapidez aproximada con que iba viajando jus- 
to antes de dejar el suelo. Ignore el tamaño de la moto- 
cicleta en Jos cálculos. 



Frub&. Í2-#3/84 


Froto. 12-86 
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> . Se muestran las medidas de un lance registrado 

en cinta de video durante un juego de baloncesto. La 
pelota pasó por el aro cuando apenas libró las manos del 
jugador B quien trató de bloquearla. Despreciando el ta- 
maño de la pelota, determine la magnitud v A de su ve- 
locidad inicial y su altura h cuando pasa sobre el juga- 
dor B. 



I'riih. I2-X7 


El trineo va viajando a 10 m/s cuando aban- 
dona el terraplén ubicado en A. Determine e! tiempo 
de vuelo desde A hasta B y el alcance R de la trayec- 
toria. 



ti 


■ El trineo está viajando a 10 m /s cuando abando- 
na el terraplén ubicado en A. Determine la rapidez con 
que toca el suelo en B y su aceleración máxima a lo lar- 
go de la trayectoria AB. 



' - Una pelota de golf es golpeada con velocidad de 
81) pies/ s como se muestra. Determine la distancia d a la 
que llegará. 



Pnih. 12-HK 


Prut». 12-90 
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12^1. He observa que d esquiador deja i a rampa A a 
mí ángulo ^,í “ 25" con ]d horizontal, Si él loca el suelo 
cti £. determíne *u rapidez \nkhl r A y el tiempo de wt- 
to t Aa , 



12-Mé El hombre está a 60 pies de k pated y arroja 
una petóla contra ulta con rapidez - 5f! pies/s. Deter- 
mine el ¡íngiila con que ¿5 debe sobar h pelota de ma- 
nera que loque b jtared en c! punto más silo porihla 
¿Cuál es eslá altura? El rednio tiene una Altura libre de 
20 pkfi 



PROBLEMAS - 47 

l¿i pelota situada en A c& paitada con rapEdez 
p A u pica/s y a un ánsnilo Determíne el pun- 

ió (x, -y) donde tocará el suelu. Suponga que el icfrem* 

tiene la fru-ma de Una p&táhok, como se 

12*74, l.;i pelota situada en A es p^tejida en forma i ¡al 
que & A - 30". Si toca el íueio en e! pts:ilo S con coordi- 
nad na k - L5 pie* y \ - -9 pies determine k rapidez 
con que es pateada y la rapidez con que loca el *udo. 



12-95. Determine la velocidad horizontal de una 
IhfSota de lenta ubicada: en /I de manera que libre justa- 
mentt la red en el punió fr, Encuentre tnmbicn k distan- 
cia s en que la pelota tocará c! wc\v, 


v * A 



Prnth. ¡2-72 


¡Vi*. 
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Un niño situado en O lanza una pelota al aire 
con rapidez «o a un ángulo í t . Si luego lanza otra pe- 
lota con la misma rapidez a un ángulo 0, < (i,, deter- 
mine el tiempo entre los lanzamientos de manera que las 
pelotas entren en colisión en el aire en el punto ti. 



Prut!. 12-M 


El hombre situado en A quiere lanzar dos dar- 
dos al blanco localizado en B de manera que Desuen al 
mismo tiempo. Si cada dardo es lanzado con rapidez de 
10 m/s, determine los ángulos 8 C y 8 n con que deben ser 
disparados y el tiempo necesario entre cada lanzamien- 
to, Advierta que el primer dardo debe lanzarse con 
luego el segundo dardo es lanzado con tí D . 



La hola es lanzada desde la torre con veloci- 
dad de 20 pies/s como se muestra. Determine las coor- 
denadas x y y del punto en que la bola toca la pendien- 
te. Determine también la rapidez con que la bola toca 
el sudo. 


y 



v 

El jugador de béisbol A golpea la pelota con 
>'A ~ 40 pies/s y 0 A = ÓÍT desde la horizontal. Cuando 
la pelota está directamente por arriba del jugador B. él 
comienza a correr bajo ella. Determine la rapidez cons- 
tante con que B debe correr y ta distancia d necesaria 
para poder atrapar la pelota a ia misma elevación con 
que fue golpeada. 



Fruto. 12-9*1 
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12.7 Movimiento curvilíneo: Componentes normal y tangencial 


Cuando la trayectoria a lo largo de la cual se mueve una partícula es co- 
nocida. a menudo resulta conveniente describir el movimiento usando 
coordenadas n y t que actúan normal y Langeneialmenie a la trayecto- 
ría, respectivamente, y que en el instante considerado tienen su origen 
ubicado en la partícula. 

Considere la partícula P mostrada en la figura 
12-24¿t que se mueve en un plano por una curva fija.de tal manera que en 
un instante dado la partícula está en la posición y, medida desde el pun- 
lo O . Consideraremos ahora un sistema coordenado que tiene su origen 
en un puntó fijo sobre la curva, y en el instante considerado este origen coin- 
cide con la ubicación de la partícula. El eje t es tangente a la curva en P 
y positivo en la dirección de s creciente. Designaremos esta dirección po- 
sitiva con el vedar unitario u,. Puede hacerse una selección de! eje normal 
al advertir que geométricamente la cuna está construida con base en una 
serie de segmentos diferenciales de arco ds. figura 1 2-246. Cada segmen- 
to ds está formado a partir del arco de un círculo asociado con radio de cur- 
vatura p y centro de curvatura 0\ El eje normal n es perpendicular al eje 
r y está dirigido desde P hacia el centro de curvatura 0\ figura 12-24 *l 
E sta dirección positiva, que está siempre sobre el lado cóncavo de la cur- 
va, será designada mediante el vector unitario u rr El plano que contiene 
los ejes n y t es denominado plano oscukuior. y en este caso está fijo en el 
plano de movimiento/ 



Radio de curvatura 
Cbi 


Dado que la partícula se está moviendo, s es una función 
dei tiempo. Como se indicó en la sección 12.4, la velocidad v de la par- 
tícula tiene una dirección que es siempre tangente a la trayectoria, figura 
12-24c, y una magnitud que es determinada tomando la derivada con res- 
pecto al tiempo de la función trayectoria s = y(f). es decir, v = dsfdt 
( ecuación 12-8). Por tanto. 


v - m t | (12-15) 

donde 


V = s (12-16) 



Velocidad 

fe) 


i iü* 12-24 


* E1 plano escalador también puede ser definido como aquel que tiene el máximo con- 
tacto con la curva en un punta Es la posición límite dd plano que con Lacla al punto y al 
segmento de arco ds. Como se observó líneas arriba, el plano osculador coincide siempre 
con una curva plana: sin embargo, cada punto sobre una curva tridimensional Lien*? nn pla~ 
no osculador único. 
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A «Oración. La aceleración de la pa rtícula es la razón de cambio con 
respecto al liempo de la velocidad. Así, 


a = v = vu, + rtú, ( 12—17) 


Para determinar la derivada con respectó al tiempo u„ advierta que 
al moverse la partícula a lo largo del arco ds en el tiempo di, u pre- 
serva su magnitud de [a unidad: sin embargo, su dirección cambia, y se 
vuelve ti,' . Figura 12-24 d. Como se muestra en la figura 12-24?, requeri- 
mos uí = u, + f/u ; . Aquí du, se extiende entre las cabezas de flecha de u, 
y n ( . las cuales se encuentran sobre un arco infinitesimal de radio » f = | . 
Por consiguiente, du¡ tiene una magnitud dn, = (1) dtí. v su dirección está 
definida por u„. En consecuencia, du, ~ ddu ir y por tanto la derivada con 
respecto al tiempo es u, - du„. Como ds ~ p da. figura 12-24d. enton- 
ces 0 = s/p, y por tanto 





Al sustituir en la ecuación 12-17, a puede escribirse como la suma de sus 
dos componentes. 


a = a, u, + a„u,. 


( 12 - 18 ) 


donde 


7 

a, = i) 


o 


o,ds = v dv 


(12-19) 



Aceleración 

(f) 


y 



( 12 - 20 ) 


Esas dos componentes mutuamente perpendiculares se muestran en la 

ligura 12-24/. en cuyo caso la magnitud de la aceleración es el valor po- 
sitivo de 


Fifi, 12-24 


a = V*? + a; 


( 12 - 21 ) 
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Para resumir estos conceptos, considere los siguientes dos casos espe- 
ciales de movimiento. 


1. Si la partícula se mueve a lo largo de una línea recta, entonces /; — * 
cc y a partir de la ecuación 12-20. a„ = 0. Así a - a ( = y pode- 
mos concluir que la componente tangencia! de la aceleración repre- 
senta la razón de cambio con respecto al tiempo en la magnitud de 
la velocidad. 

2. Si la partícula se mueve con rapidez constante por una curva, en- 
tonces a, = ú = 0 y a = = t f/p. Por tamo. La componente nor- 

mal de la aceleración representa la razón de cambio con respecto til 
tiempo en la dirección de la velocidad. Como a„ siempre actúa hacia 
el centro de curvatura, esta componente es denominada a veces ace- 
leración centrípeta. 


Como resultado de estas interpretaciones, una partícula que se mueva 
a lo largo de la trayectoria curva que aparece en la figura 12-25 tendrá 
aceleraciones dirigidas como se muestra. 


RupiJe/ 

creciente 


/ 



Movimiento tridimensior. Si la partícula se está moviendo por una 
curva espacial, figura 12-26, entonces, en un instante dado, el eje t es es- 
pecificado de manera única: sin embargo, un número infinito de lineas 
rectas puede ser construido normalmente al eje tangente en P. Como en 
el caso de movimiento plano, seleccionaremos el eje n positivo dirigido 
desde /'hacia el centro de curvatura de la trayectoria O'. Este eje es deno- 
minado eje normal principa! a la curva en P. Con los ejes n y / así defi- 
nidos. las ecuaciones de la 12-15 a la 12-21 pueden ser usadas para 
determinar v y a. Como u, y u,, son siempre perpendiculares entre sí y se 
hallan en el plano osculador, para movimiento espacial, un tercer vector 
unitario, u*,. define un eje b mortual b que es perpendicular a u, y u„, figu- 
ra 12-26. 

Como los tres vectores unitarios están relacionadlas entre sí por el pro- 
ducto vectorial cruz, por ejemplo, u h = u, X u,., figura 12-26, es posible usar 
esta relación para establecer la dirección de uno de los ejes, si las direccio- 
nes de los otros dos ejes son conocidas. Por ejemplo, en la dirección u f no 
ocurre movimiento, y entonces si esta dirección y u, son conocidas, u„ 
puede ser determinada, donde en este caso u,¡ - u, * u r . figura 12-26. Re- 
cuerde que u,, está siempre sobre el lado cóncavo de la cuna. 



Flg. 12-26 


51 
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[.os conductores que viajan por este trébol 
de tránsito experimenta» una aceleración 
normal debido al cambio en dirección de su 
velocidad. Una componente tangencial de ia 
aceleración ocurre cuando la rapidez de los 
automóviles es aumentada o disminuida. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Sistema coordenado 

Si la trayectoria de la partícula es conocido, podemos establecer un 
conjunto de coordenadas n, t que tenga un origen fijo que coinci- 
da con la partícula en el instante considerado. 

H1 eje tangente positivo actúa en la dirección del movimiento y 
el eje normal positivo está dirigido hacia el centro de curvatura 
de la trayectoria. 

Los ejes n y t son particularmente ventajosos para estudiar la ve- 
locidad y la aceleración de la partícula, porque las componentes 
í y n de a son expresadas por las ecuaciones 12-19 y 12-20. res- 
pectivamente. 

I elocidad 

La velocidad de la partícula es siempre tangente a la trayectoria. 
La magnitud de la velocidad se encuentra a partir de la derivada 
con respecto al tiempo de la función trayectoria. 

v = s 

Aceleración tangencial 

La componente tangencial de la aceleración es el resultado de la 
razón de cambio con respecto al tiempo en la magnitud de la ve- 
locidad. Esta componente actúa en la dirección positiva ,v cuando 
la rapidez de la partícula está creciendo, o en la dirección opuesta 
si la rapidez está disminuyendo. 

Las relaciones enlre a,, v, f y s son las mismas que para el movi- 
miento rectilíneo, es decir. 

o, - v a, ds = t» dt> 

Si a, es constante, a. = [a r ) a las ecuaciones anteriores, al seT integra- 
das, dan 

r = Su + V(¡t + 

L (a,),/ 

1,2 = + 2 («í)cts ~ Sq) 

A celerado n normal 

La componente normal de la aceleración es el resultado de la razón 
de cambio con respecto al tiempo en la dirección de la velocidad de 
la partícula. Esta componente siempre está dirigida hacia el centro 
de curvatura de ta trayectoria, es decir, a lo largo del eje n positivo. 
La magnitud de esta componente es determinada a partir de 

7 

V~ 

a n ^ 

Si la trayectoria es expresada como y = fix), el radio de curvatura 
p en cualquier punto sobre la trayectoria es determinado a partir 
de la ecuación 

_ [1 + (dy/t/.v) 2 ] 3 / 2 
P \d 2 y¡dx 2 \ 

La derivación de este resultado puede encontrarse en cualquier 
texto estándar de cálculo diferencial. 
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Cuando el esquiador alcanza el punto A a lo largo de la trayectoria 
parabólica mostrada en la figura 12-27a. tiene una rapidez de 6 m/s 
que está incrementando a 2 m/s 2 . Determine la dirección de su velo- 
cidad y la dirección y magnitud de su aceleración en este instante. 
Desprecíe el tamaño del esquiador en los cálculos. 

Solución 

Aunque la trayectoria ha sido expresada en 
términos de sus coordenadas x y y. aún podemos establecer el origen 
de los ejes n, t en el punto fijo A sobre la trayectoria y determinar las 
componentes de v y a a lo largo de esos ejes, figura i 2-21 a. 

Por definición, la velocidad siempre está dirigida tangen- 
cialmente a la trayectoria. Como y = ^.v, dyUtx — ^.r. entonces 
dy.f 'dx\¿^\tí= 1. Por tanto, en A, \ forma un ángulo de 0 — tan' 1 1 - 
45° con el eje x. figura 12-27. Luego. 


v A - 6 m/s 


4? 




Réxp. 


La aceleración es determinada a partir de a = ru, + 
(ir/p)u„. Sin embargo, primero es necesario determinar el radio de 
curvatura de la trayectoria en A (10 m. 5 m). Como dryjdx" = 
entonces 


[1 + (dyfdx j 2 ] 3/2 [1 + (jk*) 2 l 3/2 


P \éyjdA 

La aceleración resulta en 




- 28.28 m 


x-\(> m 


a, i = 


— 2u. + 


(6 m/s) 2 


28.28 m “ 

= {2u, + 1.273u„} m/s 2 


Como se muestra en la figura 12-27b, 


a = \/(2) 2 + (1.273) 2 - 2.37 m/s 2 

2 


<¡E> - tan 1 


1.273 


- 57.5 a 


Así, 57. 5 r - 45° = 12.5°. de manera que. 

a = 2.37 m/s 2 12 .5 


esp< 


Nota : Usando coordenadas n. f. pudimos resolver fácilmente este 
problema ya que las componentes n y t román en cuenta por separa- 
do los cambios en la magnitud y la dirección de v. 
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EJEMPLO 12.15 


Un automóvil de carreras C viaja alrededor de la pista circular ho- 
rizontal que tiene un radio de 300 pies, figura 12-28. Si el automóvil 
aumenta su rapidez a la razón constante de 7 pies/s 2 . partiendo del 
reposo, determine el tiempo necesario para que alcance una acele- 
ración de 8 pies/s 2 . ¿Cuál es su rapidez en este instante? 



Solución 

El origen de los ejes n y / coincide con el au- 
tomóvil en el instante considerado. El eje t se encuentra en la direc- 
ción del movimiento, y el eje n positivo está dirigido hacía el centro 
del círculo. Se elige este sistema coordenado ya que la trayectoria es 
conocida. 

La magnitud de la aceleración puede ser relacionada 
con sus componentes usando a - \/ a 2 + o 2 . Aquí a ( = 7 pies/s 2 . 
Como a n — t f¡p, la velocidad como función del tiempo es 

v = vq+ {a,) e t 
v = 0 + 7r 

Entonces, 

t> 7 (7f) 2 

~ 7 = loo" “ °- l63 ' pies/s “ 

El tiempo necesario para que la aceleración alcance 8 pies /s 2 es ñor 
tanto, ' r 

a = V W + al 

8 = V {7)“ -1- (0.163/ 2 ) 2 
Despejando el valoT positivo de t obtenemos 

0.163/ 2 - \/ (8) 2 - (7) z 

i * 4,87 s fiesp. 

La rapidez en el tiempo t = 4.87 s es 

u = 7/ = 7(4.87) = 34.1 pies/s R t . 
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12.16 


Las cajas mostradas en la figura 12-29 íí viajan a lo largo de la banda 
transportadora industrial. Si una caja, como aparece en la figura 12-29 b. 
parle del reposo en A e incrementa su rapidez de manera tal que 
a¡ = (0.2/) m/s 2 , donde ! está en segundos, determine la magnitud de 
su aceleración cuando llega al punto B. 


Solución 

La posición de la caja en cualquier instan- 
te es definida desde el punto fijo >1 usando la coordenada s de 
posición o de trayectoria, figura 12-296. La aceleración debe ser 
determinada en B , por lo que el origen de los ejes n . t está en este 
punto. 

Para determinar las componentes de la aceleración 
a ¡ - v y fl„ = v 2 /p. es necesario formular primero v y v de modo que 
puedan ser evaluadas en B. Como v A — 0 cuando / = 0. entonces 


a t = v — 0.2 / 
12/ dt 
v - Ü.lr 


/ dv = í 0.2 
jo .Ai 


0 ) 


( 2 ) 


El tiempo necesario para que la caja alcance el punto B puede ser 
determinado observando que la posición de B es s¡¡ = 3 + 2te( 2)/4 - 
6.142 m. figura 12-2%. y como s A - 0 cuando í = 0, tenemos 

ds „ , ^ 
t; = — = O.lr 
di 

rtft 

I ds = / 0 . 1/ 2 dt 

Jo Jo 

6.142 = Ü.0333/¿ 
íj 3 = 5.690 s 

Sustituyendo en las ecuaciones 1 y 2 resulta 

(<*„), - i' B ~ 0.2(5.690) * 1.138 m/s 2 
v B = 0.1(5.69)* - 3.238 m/s 

En B, p fí = 2 m, por lo que 

(3238 m/s) 2 , 

t**)n = # = ' = 5242 m,/s 2 

Pb ¿ni 

La magnitud de a fl . figura 12-29e, es por tanto 

a B = \/(l.:L38) 2 + (5.242) z - 5.36 m/s 2 
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PROBLEMAS 


Un carro está viajando por una curva circular 
que tiene un radio de 50 ni. Sí su rapidez es de i 6 m/s y 
está aumentando uniformemente a H m/s 2 , determine la 
magnitud de su aceleración en este instante. 

Un carro se desplaza por una pista circular de 
250 pies de radio en forma LaJ que su rapidez por un cor- 
to periodo de tiempo 0 <= t ^ 4 s, es v - 30 + r) pies/s. 
donde r está en segundos. Determine la magnitud de su 
aceleración cuando / - 3 s. ¿Cuánto ha viajado el carro 
en t = 3 s? 

En un instante dado, el avión a chorro tiene tina 
rapidez de 400 pies/s y aceleración de 70 pies/s 2 actuan- 
do en ¡a dirección mostrada. Determine la razón de incre- 
mento en la rapidez del avión y el radio de curvatura p 
de la trayectoria. 



Fruir 12-1112 


Un bote está viajando por Lma curva circular 
que tiene un radio de 100 pies. Si su rapidez en t = 0 es 
de 15 píes/s y está aumentando a v = (0.8/) pies /r. deter- 
mine la magnitud de su aceleración en el instante t = 5 &, 

Un bote está viajando por una curva circular 
que tiene un radio de 20 m. Determine la magnitud de la 
aceleración del bote cuando la rapidez es v — 5 m/s y 
la razón de incremento en la rapidez es v = 2 m/s 2 . 

Partiendo de! reposo, un ciclista viaja alrede- 
dor de una trayectoria circular horizontal p = 10 rm con 
rapidez de v = (QD9/ 2 ■+■ (1.1/) m /s. donde t está en segun- 
dos, Determine las magnitudes de su velocidad y su ace- 
leración cuando él ha viajado s ~ 3 m. 


El avión a chorro viaja a lo largo de la trayec- 
toria parabólica vertical. Cuando está en el punto A lle- 
ne una rapidez de 200 m/s, la cual está incrementando a 
razón de Ü.8 m/s% Determine la magnitud de la acelera- 
ción dd avión cuando está en d pumo A. 



Partiendo dd reposo, d bote viaja alrededor de 
la trayectoria circular, p — 50 m. con rapidez v = (0,fii) 
m /s, donde / está en segundos, Determine las magnitudes 
de la vdocídad y la aceleración dd bote cuando ha reco- 
rrido 20 JTL 



Prrdi, 12-1(17 
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Partiendo del reposo, el bote viaja alrededor En un instante dado, el motor de la locomotora 

de la trayectoria circular . p — 50 m. con rapidez v — (0.2/' ) situado en E tiene una rapidez de 2u m/s y aceleración 
m /s, donde i está en segundos. Determine las magnitudes de 14 m/s J actuando en la dirección mostrada. Determi- 

de la velocidad y la aceleración del bote en el instante ne la razón de incremento en la rapidez del tren y el ra- 

, _ 3 & dio de curvatura p de la trayectoria. 



v 


Poib, 12-1118 


Un carro se desplaza por una pista circular de 250 
pies de radio y su rapidez, por un corto periodo de timp- 
po (J i s? 2 s. es (' = Ht + ó) pics/s. donde / está en se- 
gundos. Determine la magnitud de su aceleración cuando 
/ — 2s. ¿Cuanto lia viajado en r = 2 s? 

El. carro viaja por la trayectoria curva de ma- 
itérala! que su rapidez aumenta en r = ((L5e r ) m/s". 
dunde / está en segundos. Determine las magnitudes de 
su velocidad y su aceleración después que ha recorrido 
.v = 1 8 m partiendo del reposo. Desprecie el tamaño del 
carro. 




Un tobogán viaja por una curva que puede ser 
aproximada mediante la parábola y = O.OUr. Determine 
la magnitud de su aceleración cuando alcanza el punto 
/i. donde su rapidez es - 10 m/s y está incrementán- 
dose a razón de = 3 m/s - . 



Prnh. 12-11(1 


Pwb. 12 112 
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¡ ^ automOvil está originalmente en reposo en 

s = p* Si rapidez es incrementada en v — (0.05P) 
pies/s . donde t está en segundos, determine las magni- 
tudes de su velocidad y su aceleración cuando f — 18 s. 



1 1 4. El automóvil está originalmente en reposo en s 
= 0. Si empieza a incrementar su rapidez en b = <0.05r) 
pies/r, donde t está en segundos, determine las magni- 
tudes de su velocidad y su aceleración en j = 550 p'ies. 



El camión viaja cq una trayectoria circular con 
radio de 50 m a una rapidez de 4 m/s. Por una corta dis- 
tancia desde .t = 0, su rapidez es incrementada en i: - 
(0.05.t) m ..V, donde s está en metros. Determine su rapi- 
dez y la magnitud de su aceleración cuando ha recorrido 
s = 10 m. 


t = (Ü.05,\) m/.'s 2 
t 1 = 4 m/s 



Prnth 12-115 


^>, El avión a chorro está viajando con rapidez 
constante de 110 m/s por la trayectoria curva. Determi- 
ne la magnitud de la aceleración del avión en el instante 
en que llega al punto A (y - 0). 


V 



Un tren está viajando con rapidez constante de 
14 m/s por la trayectoria curva. Determine la magnitud 
de la aceleración dei frente del tren. H, en el instante en 
que alcanza el punto A (y = 0). 


y Un ) 
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Cuando el motociclista está en A , incrementa su 
rapidez a lo largo de la trayectoria vertical circular a ra~ 
zón de v = (0,3f) pies/s 2 . donde r está en segundos. Si él 
parte del reposo en A , determine las magnitudes de su 
velocidad y su aceleración cuando llega a B. 



i 

El carro B gira de manera que su rapidez au- 
menta en bu = (i). Se 1 ) m/s 2 . donde r está en segundos. 
Si el carro parle del reposo cuando 0 — 0°. determine 
las magnitudes de su velocidad y su aceleración cuan- 
do el brazo AB gira 6 = 30°. Desprecíe el tamaño del 
carro. 


Problemas 59 

El carro B gira de manera tal que su rapidez 
aumenta en v B = (ü.5e f ) m/s 2 , donde t está en segundos. 
Si el carro parte del reposo cuando 9 = 0 , determine 
las magnitudes de su velocidad y su aceleración cuando 
r= 2 s. Desprecie el tamaño dd carro. f A través de qué 
ángulo 0 ha viajado? 



La caja de tamaño insignificante está deslizán- 
dose hacia abajo por una trayectoria curva definida me- 
diante la parábola V = H4r\ Cuando está en A (jr¿ = 2 rm 
= 1.6 m), su rapidez es - 8 m/s y el incremento 
en rapidez es dv B ¡di = 4 m/s 2 . Determine la magnitud 
de la aceleración de la caja en este instante. 


I 




Pruk'ljM W 


Prtili. 12-121 
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La bola es lanzada horizontalménte desde el tu- 
bo con rapidez de 8 m/s. Encuentre la ecuación de la tra- 
yectoria. v = f\x), y luego determine i¡i velocidad de la 
bola y las componentes nonnal y tangencial de la acele- 
ración cuando i — 0.25 s. 


fU = # m/s 


c 


Las dos partículas A y B parten del origen O y 
viajan en direcciones opuestas por la trayectoria circular 
con rapidez constante — 0,7 m /s y v¡¡ ~ 1.5 m /s, res- 
pectivamente. Determine en t = 2 s, (a) el desplazamien- 
to por la trayectoria de cada panícula, (b) el vector de 
posición hacia cada panícula, y (O la distancia más cor- 
ta entre las panículas. 


y 


l’mh. 12-12: 


El movimiento de una partícula está definido 
mediante las ecuaciones x = (2r + i 1 ) my y = (r) m. don- 
de r está en segundos. Determine las componentes nor- 
mal y tangencial de la velocidad y la aceleración de la 
partícula cuando / = 2 s. 

La motocicleta viaja por la pista elíptica con 
rapidez constante v. Determine la magnitud más grande 
de la aceleración si a > b. 


Las dos partículas Ay B parten del origen O y 
'¡ajan en direcciones opuestas por una trayectoria circu- 
lar con rapidez constante v A = 0.7 m/s y'v tí = 1.5 m/s. 
respectivamente. Determine el tiempo en que entran en 
colisión y ta magnitud de la aceleración de B justo antes 
de que esto pase. 


X 



X 

- 0.7 m/s 

Pnih. 12-125 




Prob- 12-124 


Frnb. U-Í2fr 
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El carro de carreras tiene una rapidez inicial 
r A = 15 m/s en A. Si mientras recorre la pista circular el 
carro aumenta su rapidez a razón de a¡ — (0.4,?) m/s*, 
donde 5 está en metros, determine el tiempo necesario 
para que viaje 20 m. Tome p - 150 m. 



Prol>. 12-127 


Un niño está sentado en un carrusel de mane- 
ra que siempre queda ubicado a r = 8 pies del centro de 
rotación. El carrusel está originalmente en reposo, y lue- 
go, debido a la rotación, la rapidez de! niñees incremen- 
tada en 2 pies ñ Determine el tiempo requerido para 
que su aceleración sea de 4 pies/s 2 . 

Una partícula viaja a lo largo de la trayectoria 
v — a h- bx t ex 2 . donde u, h y c son constantes. Si la ra- 
pidez de la partícula es constante, v - Vq , determine las 
componentes x y y de la velocidad y la componente nor- 
mal de la aceleración cuando .* = 0 * 

La pelota es pateada con una rapidez inicial 
r A — S m/s a un ángulo tí 4 = 4ri ; con la horizontal. En- 
cuentre la ecuación de la trayectoria. y =/(.y ), y luego de- 
termine la velocidad de la pelota y las componentes nor- 
mal y tangencial de su aceleración cuando t = 0.25 s. 


y 



Las partículas A y B están viajando en senti- 
do contrario al de las manecillas del reloj alrededor de 
una pista circular con rapidez constante de 8 m/s. Sí en 
el ínstame mostrado la rapidez de A es incrementada por 
¿4 - (4y 4 ) m/s% donde s A está en metros, determine la 
distancia medida en sentido contrario al de las manecillas 
del reloj a lo largo de la pista desde B hasta A cuando 
/ = l s, ¿Cuál es la magnitud de lu aceleración de cada 
panícula en este instante? 



Las partículas .4 y B están viajando alrededor 
de una pista circular con rapidez de 8 m/s en el instante 
mostrado. Si la rapidez de B es incrementada en b B = 
4 m/s*, y en el mismo instante .4 tiene un aumento en 
rapidez b Á — 0 . 8 / m/s\ determine el tiempo en que ocu- 
rre una colisión entre estas partículas. ¿Cuál es la magni- 
tud de la aceleración de cada panícula justo antes de la 
colisión? 



Fruli. 12-131! 


Frub. 12-132 
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' El camión viaja con rapidez de 4 m/s a lo largo 
de un camino circular que tiene radio de 50 m. Por una 
corta distancia desde s = 0. su rapidez se incrementa en 
ú — (Ü.05.V) m/s , donde s está en metros. Determine su 
rapidez y la magnitud de su aceleración cuando el camión 
se ha desplazado r - lü.m. 



Prut., 12-1.13 


«12 i . : Un go-cart se mueve a lo largo de una pista 
circular de 100 pies de radio en forma tai que su rapidez 
por un corto periodo, il s f s 4 s. es v = <SíJ(l - r _fJ ) 
pies/s. Delennitie la magnitud de su aceleración cuando 
f — 2 s. ¿Qué tan lejos ha viajado en r = 2 s? Use la re- 
gla de Simpson con n — 50 para evaluar la integral. 


Una partícula /'viaja a lo largo de una trayecto- 
ria espiral elíptica de manera tal que su vector posición r 
está definido mediante r = {2 cos(O.lí)! + 1.5 sen(0.l/)j + 
(2t)kj m, donde f está en segundos y los argumentos para 
el seno y el coseno son dados en radianes. Cuando / - X 
s. determine los ángulos coordenados de dirección a. (3 y 
y que el eje binormal ai plano useulador forma con los 
ejes x, y y z. Sugerencia: Encuentre la velocidad v r v la 
aceleración ap de la partícula en términos de sus compo- 
nentes i, j, k. La binormal es paralela a v f > X a P . ¿Por qué? 


— -y 


Proh. 12-135 



12.8 Movimiento curvilíneo: Componentes cilindricas 



Pobkion 


Cft) 


Ftr, Í2-Mi 


En algunos problemas de ingeniería a menudo es conveniente expresar * 
la trayectoria del movimiento en términos de coordenadas cilindricas r , 

W. d. S¡ el movimiento está restringido al plano, se usan las coordenadas 
polares r y 0, 

Uoord-noib- =v> ares Podemos especificar la ubicación de la partícu- 
la P mostrada en la figura 12-30n usando la coordenada radia! r. la cual 
se extiende desde el origen fijo O hasta la partícula, y una coordenada 
transversa! Ñ. que es el ángulo con sentido contrario al de las manecillas 
del reloj entre una línea de referencia fija v el eje r. El áneulo es medi- 
do en grados o en radianes, donde 1 rad = 180" /ji. Las direcciones po- 
sitivas de las coordenadas r y Ñ son definidas por los vectores unitarios 
u, y u w , respectivamente. Aquí, u r o ia dirección radial +r se extiende 
desde Palo largo de r creciente, cuándo Ñ se mantiene ñja. y u w o se 
extiende desde P en una dirección que ocurre cuando r se mantiene fi- 
ja y Ñ es incrementada. Advierta que esas direcciones son perpendicula- 
res entre sí. 
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En cualquier instante la posición de la partícula, figura 1 2-3()«, 
está definida por el vector posición 

r == ru, (12-22) 

. La Velocidad instantánea t> se obtiene tomando la derivada 
con respecto al tiempo de r. Usando un punto para representar la diferen- 
ciación con respecto al tiempo, tenemos 

y = r = ru r 4- rá r 

Para evaluar ú„ advierta que u r cambia sólo su dirección con respecto 
al tiempo, ya que por definición la magnitud de este vector es siempre 
igual a una unidad. Por tanto, durante el tiempo Ar, un cambio Ir no 
ocasionará un cambio en la dirección de u,: sin embargo, un cambio 16 
causará que u,. se vuelva u,, donde u’ = u r + Aiv figura 12- 30b. Ei 
cambia en el tiempo en u, es entonces Au,. Para ángulos pequeños 10. 
este vector tiene una magnitud Au r - 1IA0> y actúa en la dirección u„. 
Por tanto. Au, - Adu^ y entonces 



Posición 

(ai 



Au, / 18\ 

u r = lim — — = hm — u ( , 
ll \Af-H) Ar / 

Ú r = Áu« (12-23) 


Suslituvendo en la ecuación anterior por v. la velocidad puede ser escri- 
ta en términos de componentes como 


v - iyn r + í> e u fl 


(12-24) 


donde 


V r = r 

Vi - rti 


(12-25) 


Estas componentes se muestran gráficamente en la figura 12-30c. La 
componente radial v. es una medida de ía razón de crecimiento o dismi- 
nución en la longitud de la coordenada radial, es decir, h la componen- 
te transversal v„ puede ser interpretada como la razón de movimiento 
por la circunferencia de un círculo con radio r. En particular, el térmi- 
no 6 = <10/ d t se denomina velocidad angular, ya que indica la Tazón de 
cambio con respecto al tiempo del ángulo 0. Las unidades comunes usa- 
das para esta medida son rad/s. 

Como \ r y v () son mutuamente perpendiculares, la magnitud de la ve- 
locidad o rapidez es simplemente el valor positivo de 

v - VV) 2 + (rí)) 1 (12-26) 

y la dirección de v es. por supuesto, tangente a la trayectoria en P. figu- 
ra 12-30c. 



Fie. 12-311 
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Wi 



Kit:- 12-31* 


Tomando las derivadas con respecto al tiempo de la ecua- 
ción L2-¿4. usando las ecuaciones 12-25. obtenemos la aceleración instan- 
tánea de la partícula. 


a - v - ru, + i ú r + rtíu,t + réu^ +- rf)ii tl 

Para evaluar el término que implica ú ft , sólo es necesario encontrar el 
cambio hecho en la dirección de ii# ya que su magnitud es siempre la 
unidad. Durante el tiempo ir. un cambio ir no cambiará la dirección 
de iiff. aunque un cambio i H cambiará u* a u¿. donde u?, = u„ + iu„.fi 
gura 12-30rf. El cambio con respecto at tiempo en u, ? es entonces iu H . 
Para ángulos pequeños, este vector tiene una magnitud i y 
actúa en la dirección -n r ; esto es. iu* = -i e u,. Entonces. 


= 


Lím — ~ 

ai - o ir 



ú f , = -Wu r 


(12-27) 


Sustituyendo este resultado y la ecuación 12-23 en la ecuación ante- 
rior para a. podemos escribir la aceleración en términos de compo- 
nentes como 


a = n,u r + íí^Uf, 


(12-28) 


donde 


a r = r - r9 2 

a e = r& + 2 rú (12-29) 


El termino Ó - ch 9/dr - d/dt(dii/dl) se denomina aceleración angu- 
la) puesto que mide el cambio efectuado en la velocidad angular duran- 
te un instante. Las unidades para esta medida son rad/s^. 

Como a r y a, son siempre perpendiculares enire sí, la magnitud de la 
aceleración es simplemente el valor positivo de 

a - V(' - rfl 2 ) 2 + (rfl + 2rtí) 2 (12-30) 

La dirección es determinada a partir de la suma vectorial de sus dos 
componentes, En general, a no será tangente a la trayectoria, figura 
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- ^ Si I a partícu 1 a P se mueve por una curva es- 

pacial como se muestra en la figura 12-31, entonces su ubicación puede 
ser especificada por las tres coordenadas cilindricas, r. 6. z. La coorde- 
nada z es idéntica a la usada para coordenadas rectangulares. Como el 
vector unitario que define su dirección. es constante, las derivadas con 
respecto al tiempo de este vector son cero, y por tanto la posición. la ve- 
locidad y la aceleración de la partícula pueden ser escritas en términos de- 
sús coordenadas cilindricas como sigue: 


i p ~ m r + zn- 

v = ni r + r0u„ -I- ,‘U; 
a = (r - r0 2 )u, + (ri? + 2r0)Ufl + ¿u. 



Las ecuaciones de la cinemática 
requieren que obtengamos las derivadas con respecto al tiempo r. r. 0. y 
é para evaluar las componentes r y 0 de v y a. Generalmente ocurren dos 
tipos de problemas: 


l. Si las coordenadas se especifican como ecuaciones paramétricas del 
tiempo, r = r{t)yü = #(/), entonces las derivadas con respecto al tiem- 
po pueden encontrarse directamente. Por ejemplo, considere 


r = 4 f 2 

0 = (8/ s ■+ 6) 

r = 8/ 

r L 

s 

II 

r = 8 

0 = 48/ 


2. Si las ecuaciones paramétricas del tiempo no están dadas, entonces 
será necesario especificar la trayectoria r = fifi) y encontrar la re- 
lación entre las derivadas con respecto al tiempo usando la regla 
de la cadena del cálculo. Considere los siguientes ejemplos. 



r = 5/ 
r = 10 00 

r = 1O[(0)0 + 0(0)] 
= U# + 1000 


El movimiento en espiral de este joven pue- 
de ser determinada usando compone ates ci- 
lindricas. Aquí, la coordenada radial r es 
constante, la coordenada transversal 0 au- 
mentará con el tiempo conforme el joven gi- 
re alrededor de la vertical, y su altura z dis- 
minuiré con el tiempo. 
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o bien. 


r 1 ~ 6 fl* 

2 rr = 1 X(Pi) 

2[{r)r + r(r)] = 18 [( 200 )¿ + 
r 1 + rr = 9(20Ó 2 + 


Si dos de las cuatro derivadas cotí respecto al tiempo r. >\ tí, y tí son 
en nocidas t entonces las otras dos se pueden obtener a partir de las ecua- 
ciones para las primera y segunda derivadas de r = fifí). Vea el ejemplo 
1 2, id. Sin embargo, en algunos problemas, dos de estas derivadas pueden 
no ser conocidas, pero la magnitud de ia velocidad o la aceleración de 
la panícula pueden ser especificadas. Si este es el caso, las ecuaciones 
I2-2ÓV 12-30 [y*- = r 1 + (btí) 2 ya 2 = [r - réff -> ( r ¡j + 2H)) 2 ] pueden 
usarse para obtener las relaciones necesarias que impliquen r, r tí 
Vea ei ejemplo 12.20. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Sistema coordemulo 

Las coordenadas polares son una buena opción para resolver pro- 
blemas para los cuales los datos relativos a) movimiento anaufat 
de la coordenada r radial son dados para describir el movimien- 
to de la partícula. Además, algunas trayectorias de movimiento 

pueden ser convenientemente descritas en términos de estas coor- 
denadas. 

Para usar coordenadas polares, el origen se establece en un pun- 
to fijo, y la línea radia! r se dirige hacia la partícula. 

La coordenada transversal fí se mide desde una linca fija de re- 
ferencia hasta la línea radial. 

Vetocidmi y acétctxzción 

L na vez que r y las cuatro derivadas con respecto al tiempo r, r. tí, 
y y han sido evaluadas en el instante considerado, sus valores pue- 
den ser sustituidos en las ecuaciones ¡2-25 y 12-29 para obtener 
las componentes radial y transversal de v y a. 

Si es necesario lomar las derivadas con respecto al tiempo de 

r = es mu y importante usar la regla de la cadena del cálcu- 
lo diferencial. 

El movimiento en tres dimensiones requiere de una simple am- 
pliación del procedimiento anterior para incluir z y 

Además de los ejemplos que siguen, ejemplos adicionales que ím 
plican el cálculo de a, y a tí pueden encontrarse en las secciones “cine 
máticas" de los ejemplos 13.10, 13. 1L y 13.12. 
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El juego de un parque de diversiones, mostrado en la figura 12-32», 
consiste en una silla que gira en una trayectoria circular horizontal de 
radio r tal que el brazo OB tiene una velocidad angular 0 y acelera- 
ción angular é . Determine las componentes radial y transversal de la 
velocidad y la aceleración del pasajero. Desprecie el tamaño de éste 
en los cálculos. 



Solución 


Como el movimiento angular del brazo está 
dado, seleccionamos coordenadas polares para encontrar la solución, 
figura 12-32». Aquí. 0 no está relacionada con r, ya que el radio es 
constante para toda 0. 

Las ecuaciones 12-25 y 12-29 se usarán 
para encontrar la solución, por lo que primero es necesario especifi- 
car las primera y segunda derivadas con respecto al tiempo de r y 0. 
Como r es constante, tenemos 


r — r r = 0 r = 0 


Entonces, 


v r = r = 0 
Pe = rfl 

a, = r - rd 2 “ ~rB 2 
a e = rd + 2rB — rB 



Estos resultados se muestran en la figura 12-32/?. También se mues- 
tran los ejes n. t, que en este caso especial de movimiento circular son 
colímales con los ejes r y B. respectivamente. En particular, advierta 
que v = v# — v, = rB. También. 




http://libreria-universitaria.blogspot.com 


68 CAPÍTULO 12 Cinemática de una partícuia 


EJEMPLO 12,18 



La barra OA que aparece en la figura 12-33a está girando en el pla- 
no horizontal de manera tal que tí = (r 1 ) rad. Al mismo tiempo, el co- 
llar B se desliza hacia fuera a lo largo de OA de modo que r = (100 
r) mm. Si en ambos casos r está en segundos, determine la velocidad 
y la aceleración del collar cuando / = 1 s. 

Solución 

Como las ecuaciones paramétiicas con respec- 
to al tiempo de la trayectoria están dadas.no es necesario relacionar 
r con tí. 

Determinando las derivadas con respecto 
al tiempo y evaluándolas cuando t = 1 s, tenemos 



r = 100r 2 
r = 200r 

r = 200 


(=ls 


100 mm tí — r 3 


f~J S 


*■ 1 rad = 57.3° 


t=i» 


= 200 mm/s tí = 3r 2 


í-l 5 


— 3 rad/s 


l“ís 


- 200 mm/s 2 0 = ór 


f-ls 


= 6 rad/s 2 . 


Como se muestra en la figura 12-33 b. 



Resp, 

fii’Sp. 


FIe. 12-33 


Como se muestra en la figura 12-33e. 

a = (r - rtí^u, + (rfl + 2fé)u a 
= [200 - 100(3) 2 ]ii r + [100(6) + 2(200)3]u fi 
~ {-700u r + 1800u„} mm/s 2 
La magnitud de a es 

« - \/(700) 2 +"(180ü) 2 = 1930 mm/s 2 


Resp. 


, . _i/1800\ 

é = \~700"J = 68 - 7 ° ( 180 ° - é) + 57. T = 169° 
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ZSI 


12.19 




El faro que se muestra en la figura 12-34// arroja un punto de luz a 
lo largo de la cara de una pared que está localizada a 100 m del faro. 
Determine las magnitudes de la velocidad y la aceleración con que e! 
punto parece viajar por la pared en el instante tí ~ 45°. El faro está 
girando a razón constante de 0 = 4 rad/s. 

Solución 

Usaremos coordenadas polares para resol- 
ver este problema ya que la razón angular del faro está dada. Para 
encontrar las derivadas necesarias con respecto al tiempo primero 
es necesario relacionar r con tí. A parí ir de la figura 12-34/?, esta re- 
lación es 

r = LOO/cos fí - 100 sec tí 

Usando la regla de la cadena del cálculo, 
recordando que r/(sec tí) — sec tí tan tí dd. y //(tan tí) — sec i tí rftí, te- 
nemos 

r ■= l()Ü(sec tí tan tí)fl 

Y = l()0(sec tí tan tí)fl(tan tí)tí + 100 sec tí(sec 2 tí)tí(tí) 

+ 100 sec tí tan tí (tí) 

- 100 sec tí tan 2 tí(tí) 2 + lOOsec^tí) 2 + 100(sec tí tan 0)tí 



Como tí = 4 rad/s = constante, entonces tí = 0. y las ecuaciones an- 
teriores cuando tí = 45°. son 

r = 100 sec 45 a = 141.4 
r — 400 sec 45" tan 45 = 565.7 
r = 1600(sec 45“ tan 2 45 e + sec 3 45°) = 6788.2 
Como se muestra en la figura 12-34fr. 
v = ru, + rtíu w 
= 565.7u r + 141,4(4)0# 

= {565.7o, + 565.7u„} m/s 

i» - V’-’r - \/( 5 65.7) 2 + (565. 7 ) 2 

= 800 m/s 

Como se muestra en la figura 12-34c. 



a - (r - rtí z )u r + (rtí + 2rtí)u# 

= 16788.2 - 141.4(4) 2 ]u r + 1141.4(0) + 2(565.7}4]u, f 

= {4525.5ii f + 4525.5u#} m/s 2 

o = V«; + 4 ~ VC4525.5) 2 + { 4525.5 ) 2 
= 64(M) m/s 2 

Voto: También es posible encontrar a sin tener que calcular r (o a r ). 
Como se muestra en la figura 12-34J. como % = 4525.5 m/s\ enton- 
ces por resolución vectorial.// — 4525.5/cos 45° = 6400 m/s\ 


it 



íd) 

Fía. 12-34 
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EJEMPLO 12.20 



r«> 



Debido a la rotación de la barra ahorquillada, la bola A en la figura 
12-35<j viaja alrededor de la trayectoria ranurada. una porción de la 
cual tiene forma de cnrdioide, r = 0.5(1 - eos É») pies, donde ti está 
en radianes. Si la velocidad de la bola es v — 4 pies/s y su acelera- 
ción es a ~ 30 pies/s- en el instante 8 = 180% determine' la velocidad 
angular ti y la aceleración angular ti de la barra. 


Solución 

(wnlt'iHuiii. Esta trayectoria es poco común, y matemáti- 
camente es mejor expresarla usando coordenadas polares, como se 
hace aquí. en vez de coordenadas rectangulares, Además, ti y 6 deben 
ser determinadas, por lo que la selección de las coordenadas r, ti es 
una opción obvia. 

La determinación de las derivadas con res- 
pecto al tiempo de r usando la regla de la cadena del cálculo nos da 

r = 0.5(1 — eos B) 
r - 0.5(sen 8)6 

r = 0.5(cos ejé(é) + 0.5 (sen 6)8 
Evaluando esos resultados en 6 = 180% tenemos 

r = 1 pie r = 0 r = -0.5 Ó 3 

Como v = 4 pies/s. usando la ecuación 12-26 para determinar $ 
resulta 


v = \/(rf + (rti) 2 
4 -- 


) 3 + ( 1¿) 2 

8 = 4 rad/s Resp 

De manera similar. 8 puede hallarse aplicando La ecuación 12-30. 

o = V (r - rti 1 ) 2 -f- [ré + 2rti) 2 

30 - \/[— 0 . 5 ( 4) 2 - 1(4) 2 ] 2 + [1.0 + 2 ( 0 ) ( 4)] 2 
( 30) 2 = ( — 24) 2 + e 2 

ÉÍ = 18 rad/s 2 Resp 

Los vectores a y v se muestran en la figura 12-35&. 
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PROBLEMAS 

\ M3ít + La razón de cambio de la aceleración con res- 
pecio al tiempo se denomina lirón {jerk), y se usa a menu- 
do como medio para medir la incomodidad de los pasaje- 
ros. Calcule este vector, á. en términos de sus componentes 
cilindricas, usando la ecuación 12-32, 

12-137. Si la posición de una partícula es descrita por 
las coordenadas polares r = 4(1 sen f) m y 0 = (2e-‘) 
rad, donde t está en segundos y el argumento del seno 
está en radianes, determine las componentes radial y tan- 
gencial de la velocidad y la aceleración de la partícula 
cuando t = 2 se 

1 2- J 3H. Una partícula se mueve por una trayectoria cir- 
cular con radio de 4 pulg. de manera tal que su posición 
en función del tiempo está dada por Ú = eos 2l donde 0 
está en radianes y r en segundos. Determine la magnitud 
de la aceleración de la partícula cuando H — 30'. 

1 2-1 V). Un automóvil está viajando por la curva circular 
de radío r = 300 pies, En el instante mostrado, su razón 
angular de rotación es 0 = 0.4 rad/s, la cual está ere~ 
riendo a razón de ¿ - 0.2 rad/s\ Determine las magni- 
tudes de la velocidad y la aceleración del automóvil en 
este instante. 



Prnth 12-139 


i 1 2-1 40. Si una partícula se mueve a lo largo de una tra* 
yecioria tal que r = (2 eos t) pies y 0 = (í/2) rad. donde 
í está en segundos, grafique La trayectoria r = f{0) y de- 

termine las componentes radial y transversal de la velo- 
cidad y la aceleración de la partícula. 


1 2-14!. Sí la posición de una partícula está descrita me- 
diante las coordenadas polares r — (2 sen 20) m y 6— (4r) 
rad. donde t está en segundos, determine las componen- 
tes radial y tangencial de su velocidad y su aceleración 
cuando i = 1 s. 

1 2-142, Lina partícula se mueve por una trayectoria cir- 
cular con radio de 400 mm. Su posición en función del 
tiempo está dada por 0 = (2?) rad, donde t está en se- 
gundos, Determine la magnitud de la aceleración de la 
partícula cuando 0 = 30 . La partícula parte del reposo 
cuando 0 — 0°. 

2- í 43. Una partícula se mueve en el plano x - y de mo- 
do que su posición está definida mediante r — [2ri + 4rj) 
pies, donde f está en segundos, Determine las compo- 
nentes radial y tangencial de la velocidad y la aceleración 
de la partícula cuando t —% & 

12-1 44. Un camión está viajando por la curva hori- 
zontal circular de radio r - ófl m con rapidez constante 
v = 20 m /s. Determine la razón angular de rotación Ú 
de la línea radial r y la magnitud de la aceleración del ca- 
mión. 

1 2-145. Un camión está viajando por la cuna horizontal 
circular de radio r = 60 m con rapidez de 20 m/% la cual 
está aumentando a 3 m/$ i 2 . Determine las componentes 
radial y transversal de la aceleración de i camión. 



I'rübs. 12-144/145 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


72 CAPÍTULO 12 Cinemática de una partícula 

■ Una partícula se está moviendo a lo largo de 
una trayectoria circular que tiene radio de 6 pulg. y es tal 
que su posición como función del tiempo está dada por 
— sen 3/. donde tí está en radianes, el argumento para 
el seno está en erados, y t está en segundos. Determine la 
aceleración de la partícula en tí = 30 Q . La partícula par- 
te del reposo en 6 0‘ . 

• ' ’ El eslabón ranurado está articulado en O, y co- 
mo resultado de su velocidad angular constante 0 - 3 
rad . s. impulsa la partícula P por una corra distancia a 
lo largo de la guía espiral, r = (0.4 0) m, donde tí está 
en radianes. Determine las componentes radial y trans- 
versal de la velocidad y la aceleración de P en el instan- 
te tí = tt/3 radianes. 

Resuelva el problema 12-14/ si el eslabón ra- 
nurado tiene una aceleración angular 0 = 8 rad/s 2 cuan- 
do tí = 3 rad/s en tí = tt/3 radianes, 

1 El eslabón Tanurado está unido mediante un pa- 
sador colocado en O. y como resultado de la velocidad 
angular constante 6 = 3 rad /s. mueve la partícula P una 
corta distancia por la guía en espiral r = (0.4 0) m. donde 
<9 está en radianes. Determine la velocidad y la acelera- 
ción de la partícula en el instante en que deja la ranura 
del eslabón, es decir, cuando r - 0.5 m. 



i‘ rotos. 1 2-1 47/1 4Sí 149 


12-15 i. Un bloque se mueve hacia fuera a lo largo de 
la ranura de la plataforma con rapidez i- = (4 1) m/s" don- 
de j está en segundos. La plataforma gira a razón cons- 
tante de ó rad/s. Si el bloque parte del reposo en el cen- 
tro, determine las magnitudes de su velocidad y su 
aceleración cuando r = 1 s. 



La pequeña roldana se desliza hacia ahajo por 
la cuerda OA. Cuando está en el punto medio, su rapidez 
es de 200 mm/s y su aceleración de 10 mm Ar. Exprese 
la velocidad y la aceleración de la roldana en este punto 
en términos de sus componentes cilindricas. 



En ei instante mostrado, el rociador de aguo 
está girando con rapidez angular 0 = 2 rad/s y acelera- 
ción angular 0 = 3 rad/sc Si la lobera se halla en el pla- 
no vertical y el agua [luye por ella a razón constante de 
m , s, determine las magnitudes de la velocidad y la ace- 
leración de una partícula de agua cuando ésta sale por el 
extremo abierto; r ~ 0.2 m. 
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l - ! f El automóvil está viajando a lo largo desde un 
piso de estación amiento por una rampa cilindrica espi- 
ral con rapidez constante de i> = l.S m/s. Si la rampa 
desciende una distancia de 12 m en cada revolución 
completa, tí = 2tt rad. determine la magnitud de la ace- 
leración del automóvil al moverse por la rampa: r = 10 
m. Sugerencia: Para parte de la solución, advierta que en 
cualquier punto la tangente a la rampa está a un ángulo 
de <t> = tan 1 (12/[2ir( 10)]) - 10.81 ' desde ta horizontal. 
Use esto para determinar las componentes de. velocidad 
■tí t y v z , que a su vez se usan para determinar 0 y 



Por un periodo corto el tren viaja a lo largo 
de una vía que llene forma de espiral, r = (1000/ tí) m. 
donde tí está en radianes, Si el tren mantiene una rapi- 
dez constante v = 20 m/s. determine las componentes 
radial y transversal de su velocidad cuando tí = (9ir/4) 
radianes. 


PkiI*. 12-155 



Prut». 12-153 

- 

f ' \ 

s Debido a la acción telescópica, el extremo del 
bmezo robótico industrial se extiende a lo largo de la tra- 
yectoria del caracol r = (1 + 0.5 eos f?) m. En el instan- 
te B = ir/4„ el brazo tiene una rotación angular H = 0.6 
rad/s, la cual está aumentando a 0- = 0.25 rád/r. Deter- 
mine las componentes radial y transversal de la veloci- 
dad y la aceleración del objeto A sostenido en su tenaza 
en este instante. 


Por un periodo corto el tren viaja a lo largo de 
una vía que tiene forma de espiral, r — (1000/0) m, don- 
de 0 está en radianes. Si la razón angular es constante. 
0 — 0.2 rad/s, determíne las componentes radial y trans- 
versa] de su velocidad y su aceleración cuando O = (9tt/ 4) 
radianes. 


! 




Pfiib, 12-154 


Prnlí, S2-15ÍI 
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i 2- 1 57, El hrazo del robot tiene una longitud fija de ma- 
nera que r - 3 pies y su tenaza A se mueve a lo largo dé- 
la trayectoria z = ( 3 sen 4#) pies, donde 0 está en radia- 
nes. Si & = (0.5í) rad, donde t está en segundos, deter- 
mine las magnitudes de la velocidad y la aceleración de 
la tenaza cuando / = 3 v 

12-158. Por un corto tiempo, el brazo del robot se ex- 
tiende a razón constante tal que r = 1.5 pies/s cuando 
r = 3 pies, z = (4r) pies, y tí — lt,5r radianes, donde / 
está en segundos. Determine las magnitudes de la velo- 
cidad y la aceleración de la tenaza A cuando r = 3 s. 



12-150. La superficie parcial de la leva es la de una 
espiral logarítmica r = f 40 í? Ü U5 i 9> mm, donde « está en ra- 
dianes. Si la leva está girando con razón angular cons- 
tante de 0 = 4 rad/s, determine las magnitudes de la ve- 
locidad y la aceleración de la barra seguidora en el 
instante 0 - 30”. 

'L2-160. Resuelva el problema 12-159 si la leva tiene 
una aceleración angular de ti = 2 rad/s : cuando su velo- 
cidad angular es 0 = 4 rad/s en 0 = 30”. 


L-líd. El reflector del bote anclado a 2000 pies de la 
costa es dirigido al automóvil que está viajando a lo lar- 
go de un camino recto con rapidez constante de 80 pios/s. 
Determine la razón angular de rotación de ta luz cuando 
el automóvil está a r = 3(X)f) pies del hote. 



Proti. 12-161 


1 -■ Si el automóvil mostrado ene! problema 12-161 

está acelerando a 15 pies/s 2 en el instante r = 300(1 pies, 
determine la aceleración angular Ó de ia luz requerida en 
este instante. 

12-i(i3. Lina partícula P se mueve por ia trayectoria 
espiral r = (10/0) pies, donde 9 está en radianes. Si la 
partícula mantiene una rapidez constante de ti - 2(1 
pies s. determine las magnitudes v r y c# como funciones 
de 6 y evalúe cada una en 9=1 rad. 





w = 4 rad/s 



Pritlts. 12-159/160 


l'ruti. 12-163 
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12-Up4. Una partícula viaja por la porción de la "rosa 
de cuatro pétalos' 1 definida mediante ia ecuación r = (5 
eos 20) m. Si la velocidad angular de la línea coordenada 
radial es ¿ = (3ri) rad ,/s. donde t está en segundos, deter- 
míne las componentes radial y transversal de la veloci- 
dad y la aceleración de la panícula en el instante 0 = 30*. 
C uando / = 0, 8 — 0. 



Prnth 12-lM 


m %],?. El doble collar C está conectado mediante un 
pasador de manera tal que un collar se desliza sobre una 
barra fija y el otro sobre una barra giratoria AB. Si la ve- 
locidad angular de AB está dada por 0 = (ff n,Sf ), donde 
t está en segundos, y la trayectoria definida por la barra 
fija es r = 0.4 sen 8 4- 0*2 m* determine las componen- 
tes radial y transversa! de la velocidad y la aceleración 
del collar cuando / = U Cuando t = 0, 8 = V. Use la 
regla de Simpson para determinar í) en í = 1 s 



fi 2-íuík El carro viaja hacia abajo por la rampa en espi- 
ral con rapidez constante v - 6 m/ü Si la vía desciende 
una distancia de 10 m en cada revolución 0 — 2tt rad, 
determine ta magnitud de la aceleración del carro al 
moverse por la vía que tiene r = 5 m. Sugerencia 1 . Para 
parte de la solución, advierta que en cualquier punto la tán- 
geme a la rampa está a un ángulo (p = tan 1 [10/277(5)] = 
17.66 desde ta horizontal. Use esto para determinar las 
componentes v H y v z de la velocidad, que a su vez son usa- 
das para determinar 8 y 



Priilí, 12-lftíi 


12-167. Un camarógrafo está de pie en el punto A y 
sigue el movimiento de un carro de carreras. íE que via- 
ja alrededor de una pista curva con rapidez constante de 
30 m/s. Determine la razón angular 0 con que el cama- 
rógrafo debe girar para mantener la cámara dirigida al 
carro en el instante 0 = 3(E , 



Prob* 12-165 


Pro h. 12-167 
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V* 

El mecanismo de una máquina está construido 
de manera que el rodillo situado en A sigue la superfi- 
cie de la leva descrita por la ecuación r = (0.3 + 0.2 
eos tí) m. Si tí = 05 rad, s y tí = 0. determine las magni- 
tudes de la velocidad y la aceleración del rodillo cuando 
t* — 30®. Desprecie e! tamaño del rodillo. Calcule también 
las componentes de velocidad {\ A ) V y (v A ) v del rodillo 
en ese instante. La barra a la que el rodillo está unido 
permanece vertical y puede deslizarse hacia arriba o hacia 
abajo a lo largo de las guías mientras que estas se trasla- 
dan horízontalmeme hacia la izquierda. 
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. : El pasador sigue la trayectoria descrita por la 
ecuación r — (0.2 + 0.15 eos tí) m. En el instante tí = SOL 
tí — 0.7 rad/s y tí — 0.5 rad/s’. Determine las magnitu- 
des de la velocidad y la aceleración del pasador en este 
instante. [Desprecie el tamaño del pasador. 


Pcob. 12-161 


Pmh. 12-171 


Prob. 12-168 


Por un corto tiempo, la posición del carro de la 
montaña rusa a lo largo de su trayectoria está definida 
mediante las ecuaciones r = 25 m. ÍJ = (0.3/) rad, y z = 
(-8 eos tí) m. donde / está en segundos. Determine la 
magnitud de la velocidad y la aceleración dei carro cuan- 
do /= 4 s. 


Prob. 12-170 


. La caja se desliza a lo largo de la rampa en es- 
piral de manera tal que r = (0.5c) pies y j = (-JQ0 - (J.lr) 
pies, donde r está en segundos. Si la razón de rotación con 
respecto ai eje te s í) = 0.04 irr rad/s. determine las mag- 
nitudes de la velocidad y la aceleración de la caja en el 
instante z = tu pies. 


I 

tí = Ü.7 md/s 


r = 0.3 + 0.2 eosfí 
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12.9 Análisis del movimiento absoluto dependiente de dos partículas 


En algunos tipos de problemas el movimiento de una partícula depen- 
derá del movimiento correspondiente de otra partícula. Esta dependen- 
cia ocurre comúnmente si las partículas están interconectadas por cuerdas 
inextensibles que se encuentren enrolladas alrededor de poleas. Por ejem- 
plo. el movimiento del bloque A haeia abajo a lo largo del plano indina- 
do en la figura 1 2-36 causará un movimiento correspondiente del bloque 
B hacia arriba en el otro plano inclinado. Podemos mostrar esto mate- 
máticamente especificando primero la ubicación de los bloques usando 
las coordenadas de posición y s B . Advierta que cada uno de los ejes 
coordenados es (1) referenciado desde un punto fijo i O) o linca fija ¿le 
referencia ( datum), (2) medido a lo largo de cada plano indinado en la 
dirección del movimiento del bloque A y del hloque ft , y (3) tiene sen- 
tido positivo de C a A y de D a B. Si la longitud total de la cuerda es / 7 , 
las coordenadas de posición están relacionadas por la ecuación 


s .a + leo + *8 = h 

Aquí l CD es la longitud de la cuerda que pasa sobre el arco CD. To- 
mando la derivada con respecto al tiempo de esta expresión, y obser- 
vando que l CD y ¡p permanecen constantes, mientras que y s B miden 
las longitudes de los segmentos cambiantes de la cuerda, tenemos 


dfA 

di 



0 


Vp = -v A 


El signo negativo indica que cuando el bloque /I tiene velocidad hacia 
abajo, esto es, en la dirección de la positiva, genera una velocidad 
correspondiente hada arriba del bloque B, es decir. B se mueve en la 
dirección s B negativa. 

De manera similar, la diferenciación con respecto al tiempo de las ve- 
locidades resulta en la relación entre las aceleraciones, es decir. 


a n ~ ~ a A 

Un ejemplo más complicado que implica movimiento dependiente de 
dos bloques se muestra en la figura 12-37n. En este caso, la posición del 
bloque A esta especificada mediante s A . y la posición del extremo de la 
cuerda del cual el bloque B está suspendida es definida por s B . Aquí 
hemos elegido ejes coordenados que son (1) referidos a puntos fijos o 
daiums. (2) medidos en la dirección del movimiento de cada bloque, y 
{3 ) positivos hacia la derecha (s A ) y positivos hacia abajo Durante 
el movimiento, los segmentos azules de la cuerda que aparece en ia fi- 
gura 12-37n permanecen constantes. Si l representa la longitud total de 
cuerda menos estos segmentos, entonces tas coordenadas de posición 
pueden ser relacionadas mediante la ecuación 

2s ñ -+- h + s A = l 

Como / y /? son constan les durante el movimiento, las dos derivadas con 
respecto al tiempo son 

2v b = -v A 2(1 fí = -«a 

Por consiguiente, cuando B se mueve hacia abajo (+%), A se mueve ha- 
cia la izquierda ( s A ) con dos veces el movimiento. 



Me. 12-36 




Fig, 12-37 
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W 

Fift L2-37 



En esie pozo petrolero, el movimiemo del 
bloque viajero depende del movimiento 
del cable conectado al malacate que lo ope- 
ra. Es impórtame poder relacionar esos mo- 
vimientos para determinar los requisitos de 
potencia dd malacate y la fuerza en el cable 
ocasionada por el movimiento acelerado, 


Este ejemplo también puede resolverse definiendo la posición del 
bloque B desde el centro de la polea del fondo (un punto fijo), figura 
12-37Í?. En este caso 

2 (h - s¡¡) + h + s A = ( 

La diferenciación con respecto al tiempo resulta en 

2 Vg ~ 2a B = a 4 

Aquí los signos son los mismos. ¿Por qué? 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El método anterior de relacionar el movimiento dependiente de una 
partícula con el movimiento de otra puede ser efectuado usando es- 
calares algebraicos o coordenadas de posición siempre que cada par- 
tícula se mueva a lo largo de una trayectoria rectilínea. Cuando es 
este el caso, sólo cambiarán las magnitudes de la velocidad y la ace- 
leración de las partículas, no sus líneas de dirección. El siguiente 
procedimiento es requerido. 

Ecuación de la coordenada de posición 

Establezca coordenadas de posición que tengan su origen en un 
punto fijo o datum. 

Las coordenadas están dirigidas a lo largo de la trayectoria del mo- 
vimiento y se extienden hacia un punto que tiene el mismo movi- 
miento que cada una de las partículas. 

No es necesario que el origen sea el mismo para cada una de las 
coordenadas; sin embargo, es importante que cada eje coordena- 
do seleccionado esté dirigido a lo largo de la trayectoria del mo- 
limiento de la panícula. 

Usando geometría o trigonometría, relacione las coordenadas con 
la longitud total de la cuerda. Ij, o con esa porción de cuerda. L 
que excluye los segmentos que no cambian de longitud cuando 
las partículas se mueven tales como segmentos de arco enrolla- 
dos sobre las poleas. 

Si un problema implica un sistema de dos o más cuerdas enrolladas 
alrededor de poleas, entonces 9a posición de un punto sobre una 
cuerda debe ser relacionada con la posición de un punto sobre 
otra cuerda usando el procedimiento anterior. Se escriben ecua- 
ciones separadas para una longitud fija de cada cuerda del sistema 
y Ihs posiciones de las dos partículas son entonces relacionadas me- 
diante esas ecuaciones (vea los ejemplos 12.22 y 12.23). 

Derivados con respecto ai tiempo 

Dos derivadas sucesivas con respecto al tiempo de las ecuaciones de 
la coordenada de posición dan las ecuaciones de velocidad y acele- 
ración requeridas que relacionan los movimientos de las partículas. 
En estas ecuaciones, los signos de los términos serán consistentes 
con aquellos que especifiquen los sentidos positivo y negativo de 
las coordenadas de posición. 
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mm 


Determine la rapidez del bloque A que se ilustra en la figura 12-38 si 
el bloque R tiene una rapidez hacia arriba de 6 pies/s. 





Rg. 12-ja 


Solución 

Hay una cuerda en este sis- 
tema con segmentos que están cambiando de longitud. Se usarán las 
coordenadas de posición y ya que cada una es medida desde un 
punto fijo (C o D) y se extiende a lo largo de cada trayectoria de! mo- 
vimiento de cada bloque. En particular. ,r B está dirigida al punto E 
puesto que el movimiento de R y E es e! mismo. 

Los segmentos azules de la cuerda mostrada en la figura 12-38 per- 
manecen con longitud constante V no tienen que ser considerados 
cuando ios bloques se mueven. La longitud restante de la cuerda. /. 
también es constante y está relacionada con tas cambiantes coorde- 
nadas de posición s A y mediante la ecuación 

'.4 + 3í p - l 

Tomando la derivada con respec- 
to al tiempo obtenemos 

íj.., + 3í'« = 0 

de modo que cuando = —6 pies/s (hacia arriba), 

v¿ = 18 pies/s | 
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EJEMPLO 12.22 


Determine la rapidez del bloque A que se ilustra en la figura 12-39 si 
el bloque B tiene una rapidez hacia arriba de 6 pies/s. 



Fie. 12-3'» 


Solución 

da ch p Como se muestra, las po- 

siciones de los bloques A y B san definidas usando coordenadas s,t 
y s¡í. Ya que el sistema tiene dos cuerdas que cambian de longitud, 
será necesario usar una tercera coordenada. .r r , para relacionar s A con 
Sf¡. En otras palabras, la longitud de una de las cuerdas puede ser 
expresada en términos de s A y s c , y la longitud de la otra cuerda pue- 
de ser expresada en términos de $ g y s ( . 

Los segmentos en azul de las cuerdas mostradas en la figura 12-39 
no tienen que ser considerados en el análisis. ¿Por qué? Para las lon- 
gitudes restantes de cuerda, digamos ¡l y k tenemos 

s a + 2 Se = l\ s g + (% - s c ) —■ ¡2 

Al eliminar s c resulta una ecuación que define las posiciones de am- 
bos bloques, es decir. 

+ 4.vg = 2¡2 + ¡i 

La derivada con respecto al 

tiempo da 

+ 4 % = 0 

de manera que cuando v B = -6 pies/s (hacia arriba). 

v A ~ +24 pies/s = 24 pies/s i 
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Determine la rapidez con que se eleva el bloque B mostrado en la fi- 
gura 12-40 si el extremo de la cuerda en A es jalado hacia abajo con 
rapidez de 2 m/s. 



FIr. 12— 10 


Solución 


La posición de A está de- 
finida mediante x A . y la posición del bloque B es especificada por s H 
ya que el punto E sobre la polea tendrá el mismo movimiento que el 
bloque. Ambas coordenadas son medidas desde un datum horizontal 
que pasa por el pasador fijo en la polea D. Como el sistema consta 
de dos cuerdas, las coordenadas í.i y s B no pueden relacionarse di- 
rectamente. En vez de ello, estableciendo una tercera coordenada 
de posición. s c , podemos expresar la longitud de una de las cuerdas 
eu términos de s B y j c . y la longitud de la otra cuerda en términos de 

sa, s b y $ c - 


Excluyendo los segmentos que aparecen en azul !■ y /? (junto con 
el gancho y las dimensiones del eslabón) pueden ser expresadas como 


se + s b •* ( 

Ua ~ *c) + ( s b - 5< ) + s B - I 2 


Eliminando Se resulta 


Sa + 4sb — l 2 + 2¡i 

Tal como se requiere, esta ecuación relaciona la posición s% del blo- 


que B con la posición del punto A. 


La derivada con respecto al 

tiempo da 


tU + 4i‘ fl - 0 

de modo que cuando — 2 m/s (hacia ahajo), 
u B — -0.5 m/s = 0.5 m/s j 


Rt'sp. 
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12.24 



U-5 m/& 


Un hombre ubicado en A está levantando una caja fuerte S 7 como se 
muestra en La figura 12-41. caminando hada la derecha con velocidad 
constante v A - 0.5 m/s, Determine la veloddad y la aceleración de la 
caja fuerte cuando alcanza la elevación localizada en E.La cuerda tie- 
ne 30 m de longitud y pasa sobre una pequeña polea en D. 

Solución 

Este problema es diferente 
a los ejemplos previos ya que el segmento de cuerda DA cambia tanto 
en dirección como en magnitud. Sin embargo. los extremos de la cuer- 
da. que definen las posiciones de .5 y A. son especificados por medio de 
i as coordenadas x y y medidas desde un punto fijo y dirigidas « lo lar- 
go de las trayectorias del movimiento de los extremos de la cuerda. 

Las coordenadas x y y pueden estar relacionadas ya que la cuerda 
tiene una longitud fija l = 30 m. que en todo momento es igual a la 
ongitud del segmento DA más C D. Us ando el teor ema de Pitágoras 
para determinar 1 DA . tenemos l nA - V(15)- -+ .r 2 ; y i CD - i5 _ v . 
Por consiguiente. 

í ~ l t)A + k o 


30 = V(T5) 2 + .r 2 + (-15 - y) 
y -■ V225 


t ■** “ 15 (1) 

. lomándola derivada con respec- 

to al tiempo y usando la regla de la cadena, donde v s = dy/dt y v, 
~ dx/dt, resulta 


v s 


dy 

di 


I 


2x 


L 2 V225 + .vv 


di 


x 


r»A- 


(2) 


V225 + .y 2 

En \ — 10 m. .i es determinada a partir de la ecuación 1, esto es, x — 
20 m. Por consiguiente, a partir de la ecuación 2 con ¿ - 0.5 m/s. 
20 

V S ~ 


f(0.5) — 0.4 m/s - 400 mm/s j 


Ileso 


V225 + (20) 2 

La aceleración es determinada tomando la derivada con respecto 
al tiempo de la ecuación 2. Como v A es constante, entonces a. = 
dv A /df — 0, y tenemos 


°s ■ 


d 2 y 
dt 2 


-x(dx/dt) 

XV A + 

1 

(ííY. + 

— +_ 

1 

dv A 

_ m&A 

_ (225 + .r 2 ) 3/2 _ 

L V'225 + jt_ 

\dij Vi 

_ V'225 + 

X dt 

(225 + x 2 )^ 


En x ~ 20 m, con v A — 0.5 m/s, ia aceleración es 
225(0.5 m/sj 2 

aS ~ [225 + (20 m ) ’]■’■' 2 = 0,00:,6t) m /s 2 = 3 60 nim/s 2 t 

Advierta que la velocidad constante en A causa que et otro extremo 
C de la cuerda tenga una aceleración, ya que v A causa que el segmen- 
to DA cambie su dirección así como su longitud. 
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12.10 Análisis del movimiento relativo de dos partículas usando ejes 
en traslación 


En lodo este capítulo el movimiento absoluto de una partícula ha sido 
determinado usando un solo marco de referencia fijo para las medicio- 
nes, Sin embargo, hay muchos casos en donde la trayectoria del movi- 
miento para una partícula es complicada y puede ser factible analizar el 
movimiento en partes usando dos o más marcos de referencia. Por ejem- 
plo, el movimiento de una partícula localizada en La puma de la hélice 
de un avión, en vuelo, es más fácilmente descrita si se observa primero 
el movimiento del avión desde una referencia fija y luego se superpone 
(veetoriaimenie) el movimiento circular de ta partícula medido desde 
una referencia ubicada en el avión. Cualquier tipo de coordenadas (rec- 
tangulares, cilindricas, etc.) pueden elegirse para describir esos dos mo- 
vimientos diferentes. 

Para el análisis, en esta sección sólo serán considerados marcos de re- 
ferencia en traslación. El análisis del movimiento relativo de partículas 
usando marcos de re lerenda en rotación sera tratado en las secciones 
| fi.8 y 20.4. ya que tal análisis depende del conocimiento previo de la ci- 
nemática de los segmentos de línea. 

Considere las partículas A y B que se mueven a lo largo de Las 
trayectorias arbitrarias aa y bh. respectivamente, como se muestra en la fi- 
gura 12-42cí. La posición absoluta de cada partícula r ^ y i“s es medida des- 
de el origen común O del marco de referencia fijo je. >», 2. El origen de un 
segundo marco de referencia .v'.y \ z está unido a. y se mueve con, la par- 
tícula A. A los ejes de este maTco sólo les es permitido trasladarse con res- 
pecto al marco fijo. La posición relativa de "B con respecto a A es 
designada mediante un vector ile posición relativa íh a- Usando la suma 
vectorial, los tres vectores mostrados en la figura 12-42 íz pueden ser rela- 
cionados mediante la ecuación' 



= Ct + (12-33) (a) 

lis;. 12-42 

Una ecuación que relaciona las velocidades de las partícu- 
las puede ser obtenida lomando la derivada con respecto al tiempo de la 
ecuación 12-33.es decir. 


vp = v A + 


(12-34) 


Aquí. v¡í — dvgjdt y v* = dr A /dt se refieren a velocidades absolutas , ya 
que éstas son observadas desde el marco fijo, mientras que la velocidad 
relativa 4 — dtg/A¡dt es observada desde el marco en traslación. Es 


'Una manera fácil de recordar la estructura de esta ecuación, y de otras ecuaciones si- 
milares. es considerando la “cancelación" del subíndice A entre los dos términos, es 
decir. i B = rj + t h a . 
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fe) 

Fifi, 12-42 



Al volar muy cerca uno de otro, los pilotos 
de estos aviones a chorro deben ser cons- 
cientes de sus posiciones y velocidades re- 
lativas en todo momento para evitar una 
colisión. 


una partícula 


importante advertir que como los ejes jj\ f, z ’ se trasladan, tas com- 
ponen fes de r fí A no cambiarán de dirección, y por tamo la derivada 
con respecto al tiempo de las componentes de este vector tendrán que 
dar cuenta sólo del cambio de la magnitud de este vector. La ecuación 
12-34 establece, por consiguiente, que la velocidad de B es igual a la ve- 
locidad de A más (vectorialmente) la velocidad relativa de “fí con res- 
pecto a A.' medida por el observador en Traslación fijo en la referencia 
z\ figura 12-426, 

La derivada con respecto al tiempo de la ecuación 12-34 
resulta en una relación vectorial similar entre las aceleraciones absoluta y 
relativo de las panículas A y B. 


a * = a a + *b a ( 12 - 35 ) 


Aquí. a„ A es la aceleración de B vista por el observador localizado en 
A trasudándose con el marco de referencia .v'. v', z\ La suma vecto- 
rial se muestra en la figura 12-4 2c, 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Al aplicar la ecuación de posición relativa. r n = t a + r n . A . prime- 
ro es necesario especificar las ubicaciones de los ejes fijos v, y, Zt v 
de los ejes en traslación x'.y'. z. 

Usualmente, el origen A de los ejes en traslación se ubica en un 
punto que tiene una posición conocida . figura 12-42a. 

Una representación gráfica de la suma vectorial + t B 

puede sci mostrada, y tanto las cantidades conocidas como las 
desconocidas pueden señalarse en el croquis. 

Como la suma vectorial forma un triángulo, puede haber cuando 
mucho dos incógnitas, representadas por las magnitudes y/o las 
direcciones de las cantidades vectoriales. 

Estas incógnitas pueden encontrarse gráficamente usando tri- 
gonometría (ley de los senos, ley de los cosenos), o resolviendo 
cada uno de los tres vectores r¿¡. r., y r# vl en componentes rec- 
tangulares o cartesianas, generando así un conjunto de ecuacio- 
nes escalares. 

Las ecuaciones de movimiento relativo v B = v , + x L; A y a,> = 
a á + «b.m son aplicadas de la misma manera que antes, excepto 
que en este caso el origen O de los ejes fijos .t, v, z no tiene que 
ser especificado, figuras 12-426 y 12-42c. 
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Un tren, viajando con rapidez constante de 60 mi/h. cruza sobre un 
camino como se muestra en la figura 12-43u. Si el automóvil A viaja 
a 45 mi/h a lo largo dei camino, determine la magnitud y ta dirección 
de la velocidad relativa del tren con respecto at automóvil. 

Solución I 

La velocidad Telativa Vt/a es rnedida desde los 
ejes en traslación x\ y’ unidos al automóvil, figura 12-43u. Esta ve- 
locidad se determina a partir de Vf - v A + \ T A . Como v 7 - y v A son 
conocidas tanto en magnitud como en dirección, las incógnitas re* 
sultán ser las componentes .v y y de v r A . Usando los ejes x, y en la 
figura 12-43« y un análisis vectorial cartesiano, tenemos 

vt = *a + yr/A. 

60¡ = (45 €05 45° i + 45 sen 45° j) + v T/A 
v T / A ~ (28.2i - 31.8j} mi/h 

La magnitud de v^i es entonces 

Vt/a = V{ 282 ) z + (-31.8) 2 ■ 42.5 mi/h 

A partir de la dirección de cada componente, figura 12-436. la direc- 
ción de v T¡A definida desde el eje x es 

(vt/Ah _ 31.8 
,an ~ (Vtía)* 2 S -2 
9 = 48.5° ^ 

Advierta que la suma vectorial mostrada en la figura 12-436 indica el 
sentido correcto de v^ vi- Esta figura anticipa la respuesta y puede ser 
usada para verificarla. 

Solución U 



Las componentes desconocidas de Vj¡ A también d» 

pueden ser determinadas aplicando un análisis escalar. Supondre- 
mos que esas componentes actúan en las direcciones x y y positivas. 

Entonces, 


v r = V* + Vj, A 


60 mi/h 


45 mi/h 



y 

( v T ; a)y 

— 


_ J tsa 

— 

rr 

. r . 


Resolviendo cada vector en sus componentes x y y resulta 
(±*) 60 = 45 eos 45° + (n, M ), t + 0 

(+ |) 0 = 45 sen 45 + 0 + ( r T/A ) v 

A! resolver las ecuaciones, obtenemos los resultados previos, 

(Vt a) x ~ 28.2 mi/h = 28.2 mi/h — ► 

(ihyvi)y ~ -31.8 mi/h = 31.8 mi/h [ 



L 
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El avión A mostrado en la figura 12-44 íí vuela a lo largo de una tra- 
yectoria recta, mientras que el avión fí lo hace por una trayectoria 
circular con radio de curvatura p tí - 400 km. Determine la velocidad 
y la aceleración de B medidas por el piloto de A. 

Solución 

Los ejes x, y están localizados en un punto fijo arbitra- 
rio. Como el movimiento relativo al avión A va a ser determinado, el 
marco de referencia x\ yf de traslación está unido a éí, figura 1 2-44r. 
Aplicando la ecuación de la velocidad relativa en forma escalar, ya 
que los vectores de velocidad de ambos aviones son paralelos en el 
instante mostrado, tenemos 


( + f ) % = + Vs/a 

600 - 700 + v WA 
*8fA = -100 km/h = 100 km/h J 

La suma vectorial se muestra en la figura 12-446. 

El avión B tiene componentes tangencial y normal de 
aceleración, ya que está volando por una trayectoria curva. A partir 
de La ecuación 12-20, la magnitud de la componente normal es 


1 



(600 km/h) 2 
4Ó0km = 9 " Ü km/l ’ 2 


Aplicando la ecuación de aceleración relativa, tenemos 




fci 

Fig. 12-44 


Así. 


a s - + a B , A 

mi - 100j = 50j + a B/A 


' ú b/a - {900¡ — 150j) km/h 2 

A partir de la figura 12 -44c. la magnitud y la dirección de a» * son 
por tanto. 


a B/Á - 912 km/h 2 8 ■= tan ! — ■- 9.46' 'V 

Advierta que la solución a este problema es posible usando un mar- 
co de referencia en traslación, ya que el piloto en el avión A está "Tras- 
ladándose . Sin embargo, la observación del avión A con respecto al 
piloto del avión B. debe ser obtenida usando un conjunto de ejes en 
rotación unidos al avión B. (Por supuesto, esto supone que el piloto 
de B está fijo en el marco en rotación, de modo que no gira sus ojos 
para seguir el movimiento de A.) El análisis de este caso se propor- 
ciona en el ejemplo 16.21. 
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Sección 12.10 Análisis del movimiento relativo de dos partículas usando ejes en traslación 


En el instante mostrado en la figura 12-45 los automóviles A y B es- 
tán viajando con rapidez de 18 y 12 m/s, respectivamente. También 
en este instante. A tiene una disminución en rapidez de 2 m/s 2 , y B 
tiene un incremento en rapidez de 3 m/s 1 . Determine la velocidad y 
la aceleración de B con respecto a A. 

Solución 

Los ejes fijos r„ y son establecidos en un pumo sobre el 
suelo y los ejes en traslación x’, y' están unidos al automóvil A, figu- 
ra 1 2-45 u. ¿Por qué? La velocidad relativa es determinada mediante 
Vg = v A + v fl A . ¿Cuáles son las dos incógnitas? Usando un análisis 
vectorial cartesiano, tenemos 
v fl - v Á + vb/a 

— 12j = ( — 18cos60'i — 18sen60 c j) + vg/A 

\ B A = {9i + 3.588j) m/s 


Entonces. 


v g/A = V(9) 2 + (3.588)- = 9.69 m/s 


Rcsp. 


Observando que v R ,4 tiene componentes +i y +j, figura 12-456. su 
dirección es 


tan 6 = 


(Vb/a)? 3.588 


(Vb/a)x ^ 

B = 21.7° ¿L 

El automóvil B tiene componentes tangencial y nor- 
mal de aceleración. ¿Por qué? La magnitud de la componente 
normal es 

, v 4 (12 m/s) 2 

<0b) ” “ 7 “ “ L44 ° “»* 

Aplicando la ecuación para la aceleración relativa obtenemos 

a fl = a 4 + a fl , 4 

(— 1.440Í - 3j) = (2 eos 60 c i + 2 sen <30 r j) + 
a B/A = {— 2.440Í - 4.732J } m/s 2 

Aquí ay, 4 tiene componentes —i y -j. Entonces, a partir de la fi- 
gura 12-45c, 


a B/A = V (2.440) 2 + (4.732) 2 - 5.32 m/s 2 
(«*/*)y 4.732 


tan 0 = 


~ 62.7° 1F 


2.440 


Rí*\p. 


¿Es posible obtener la aceleración relativa de a. ) (B usando este mé- 
todo? Refiérase al comentario formulado ai final del ejemplo 12.26. 


Fip. 12-45 
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PROBLEMAS 


Si el extremo <Jcl cable situado en A es jalado 
hada abajo con rapidez de 2 m/s. determine la rapidez 
con que se eleva el bloque B. 


rinJi, 12*172 


Si el extremo del cahie situado en A es jalado 
hacia abajo con rapidez de 2 m/s. determine ia rapidez 
con que se levanta el bloque B. 



Determine el tiempo necesario para que la car- 
ga situada en B alcance una rapidez de 8 m/s. partiendo 
del reposo, si el cable es jalado hacia el motor con una 
aceleración de 0.2 m/s 2 


f\ 



Prnh. 12-17? 


Determine el desplazamiento del tronco si c! ca- 
mión colocado en C jala d cable 4 pies hacia la derecha. 



I’riiti- 12-17Í. 


Prnh, 12-172 

Determine la rapidez constante con que el ca- 
ble ubicado en A debe ser jalado por el motor para ele- 
var la carga localizada en B 15 pies en 5 segundos. 


La caja está siendo levantada por el plano incli- 
nado usando e! motor M y e! arreglo de cuerda y polea 
mostrado. Determine la rapidez con que la cuerda debe 
ser jalada por el motor para mover la caja hada arriba 
por el plano con una rapidez constante de 4 pies/s. 
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\£-m) Determine el desplazamiento del bloque situa- 
drij^rí B si A es jalado hacia abajo 4 pies. 


I'nifi. 12-178 


El cable localizado en fí es jalado hacia abajo a 
4 pies/s, y está desacelerando a 2 pies/s^ Determine la 
velocidad y la aceleración del bloque A en este instante. 




A 


Pr<»k 12- m 


El arreglo de poleas mostrado está diseñado 
para levantar maleriales. Si BC permanece fijo mientras 
el émbolo P es empujado hada ahajo con rapidez dé 4 
pies/s, determine la rapidez de la carga en A . 



Problemas * 89 

Sí el bloque A se está moviendo hacia abajo con 
rapidez de 4 pies $ mientras C se mueve hacia arriba a 2 
pies/s. determine la rapidez del bloque B, 

Si el bloque A se está moviendo hacia abajo a 
b pies/s mientras el bloque C se mueve hada abajo a 18 
pics/s. determine la velocidad relativa del bloque B con 
respecto a C. 



Prnto. 12-181/182 


Si el extremo dd cable localizado en A está sien- 
do jalado con rapidez de 2 m/s, determine la rapidez con 
que se eleva el bloque E. 


Pcob, 12-183 



2 


St el bloque A del sistema de poleas se está 
moviendo hacia abajo con rapidez de 4 pies/s mientras 
el bloque C se está moviendo hacia arriba a 2 pies/s. de- 
termine la rapidez del bloque B. 



Prtih. 12- MU 


I 
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- La grúa se usa para izar la carga. Si los motores 

colocados en Ay B están ¡alando el cable con rapidez de 
- y 4 pies/s, respectivamente, determine Ja rapidez de la 
carga. 


2 pies/ft A Q 4 pies/s 



El cilindro C eslá siendo levantado usando el 
sistema de cable y poleas mostrada Si d punto A sobre 
el cable es jalado hacía el tambor con rapidez de 2 m/s, 
determine la rapidez del cilindra 



t| f Pmb. 12-186 

El movimiento del collar instalado en A es con- 
trolado por un motor situado en B de manera tal que 
cuando el collar está eo $ A — 3 pies, se mueve hacia arri- 
ba a 2 pies/s y desacelera a 1 pie/s 2 . Determine la velo- 
cidad y la aceleración del cable til ser jalado dentro del 
motor fí en este instante. 



El rodillo colocado en A se mueve hacia arri- 
ba con velocidad v A - 3 pies/s y tiene aceleración u A * 
4 pies/ír cuando s A = 4 pies. Determine la velocidad y la 
aceleración del bloque B en este instante. 



Prcib, I2-1H8 

La caja C está siendo elevada al moverse el ro- 
dillo colocado en A hacia abajo con rapidez constante de 
v \ = 2 m /s a lo largo de la guía. Determine la velocidad 
y la aceleración de la caja en el instante s = l m. Cuan- 
do eí rodillo está en B. la caja descansa sobre el suelo. 
Desprecie el tamaño de la polea en los cálculos. Sugeren- 
chr. Relación* las coordenadas x c y x A usando la geome- 
tría del problema, luego tome las primera v segunda de- 
rivadas con respecto al tiempo. 



La niña ubicada en C está de pie cerca del bor- 
de del muelle y ¡Ella la cuerda h o rizón talmenre con rapi- 
dez constante de 6 pies/s. Determíne qué tan rápido se 
acerca el bote al muelle en et ínstame en que la longitud 
de la cuerda /Lfl es de 50 pies. 



Prnth IZ-Í87 


Ptob, 12-PXt 
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12- l l ) El hombre jala al niño hada ta rama C del ár- 
bol caminando hacia atrás. Si él parte del reposo cuando 
x A = 0 y se mueve hacia atrás con aceleración constante 
a A = 0.2 m/s 2 , determine la rapidez dd niño en el ins- 
tante vjí - 4m. Desprecie el tamaño de La rama. Cuan- 
do x A — 0-, y$ = 8 m, de manera que A y B coinciden, es 
decir, la cuerda es de 16 m de longitud. 


El movimiento vertical de la carga es produci- 
do por el movimiento del pistón ubicado en A sobre el 
brazo. Determine la distancia que el pistón o polea en C 
debe moverse hacia la izquierda para elevar la carga 2 
pies. El cable está unido en B, pasa sobre la polea en C. 
juego por D. E. F. de nuevo alrededor de E. y queda uni- 
do en G. 



Los collares A y B están conectados a la cuer- 
da-que pasa sobre la pequeña polea en C. Cuando A es- 
tá ubicado en D. B está 24 pies a La izquierda de D. Si A 
se mueve con rapidez constante de 2 pies , s hacia la de- 
recha, determine la rapidez de B cuando A está 4 pies a 
la derecha de D, 



Si el bloque fí se está moviendo hacia abajo con 
velocidad % y tiene aceleración determine la veloci- 
dad y la aceleración del bloque A en términos de los pa- 
rámetros mostrados. 


4a 




Pmk 12-194 


La arena cae del reposo 0.5 m verticalmente 
sobre un canalón. Si entonces se desliza con velocidad 
i] c = 2 m/s por el canalón, determine la velocidad re- 
lativa de la arena justo al caer sobre el canalón en el 
punto A con respecto a la arena que se desliza hacia aba- 
jo por el canalón, Éste forma un ángulo de 4tT con la 
horizontal 



Príih. 12-1*45 


Pnib, 12-195 
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Dos aviones A y B están volando a la misma 
altura. Si sus velocidades son v A ~ 600 km/h y = 500 
km/h de manera la! que el ángulo entre sus cursos en li- 
nea recta os fí = 75 , determine la velocidad del avión B 
con respecto al avión A. 



En el instante mostrado, los automóviles A y B 
están viajando con rapidez de 30 y 20 mi/h. respectiva- 
mente. Si B está incrementando su rapidez en 1200 mi/h 2 . 
mientras A mantiene una rapidez constante, determine la 
velocidad y la aceleración de B con respecto a A. 

i. ■ En el instante mostrado, los automóviles A y 
fi están viajando con rapidez de 30 y 20 mi/h, respec- 
tivámente. Si A está incrementando su rapidez a 400 
mi/h. . mientras que la rapidez de tí está disminuyendo 
a 80 mi/h 2 . determine la velocidad y la aceleración de B 
con respecto a A. 



Pri.hs. 12-197/19» 

Dos botes dejan la orilla al mismo tiempo y via- 
jan en las direcciones mostradas. Si v A = 20 pies/s y 
l 'n = 1 5 pies/s. determine la rapidez del bote A con res- 
pecto al bote B. ¿( uánlo tiempo después de dejar la ori- 
lla los botes estarán a 800 pies uno de otro? 





- - Dos aviones A y B están volando uno al lado 
del otro con rapidez constante de 900 km/h. Mantenien- 
do esta lapidez. el avión A comienza a viajar por una 
trayectoria espiral r = (1500») km. donde 8 está en radia- 
nes. mientras que el avión B continúa volando en línea 
recta. Determine la rapidez del avión A con respecto al 
avión B cuando r — 750 km. 



En el instante mostrado, el ciclista en A está via- 
jando a 7 m/s alrededor de la curva de la pista mientras 
incrementa su rapidez en 0.5 m/s 1 . El ciclista en B está 
viajando a 8.5 m/s a lo largo de una porción recta de la 
pista e incrementa su rapidez en 0.7 m /s 2 . Determine (a ve- 
locidad relativa y la aceleración relativa de A con respecto 
a B en este instante. 


<'b - 8.5 m/s 



En el instante mostrado, los automóviles A y B 
están viajando con velocidades de 55 y 40 mi/h, respec- 
tivamente. Si B está incrementando su rapidez en 1200 
mi/h , mientras que A mantiene una rapidez constante, 
determine la velocidad y la aceleración de B con respec- 
to a A. E! automóvil B se mueve por una curva que tie- 
ne un radio de curvatura de 0.5 millas. 
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i'2- : "7, Los automóviles A y B están viajando alrede- 
dor de la pista circular. En el instante mostrado. .4 tiene 
una rapidez de 9Ü pies/s y la está incrementando a razón 
de 15 pies/sr mientras que B tiene rapidez de 105 piés/s 
y la está desacelerando a razón de 25 pies/s\ Determine 
la velocidad relativa y la aceleración relativa del automó- 
vil A Con respecto al automóvil B en este instante. 


Los dos ciclistas Ay B viajan con la misma ra- 
pidez constante t\ Determine la rapidez de Á con respec- 
to a B si A viaja por la pista circular, mientras que B lo 
hace a lo Lugo del diámetro del circulo. 




Pro tí. 12-204 


Problemas 93 


fin pasajero en un automóvil observa que las 
gotas de agua forman un ángulo de 3ü rt con la horizontal 
cuando el automóvil viaja hacia delante con rapidez de 
60 km h. Calcule la velocidad terminal (constante) v, 
de la lluvia si se supone que cae verticalmente. 



Prob* L2-2f)G 


En un instante dado, el jugador situado en A 
tanza una pelota C con velocidad de 20 m/s en la direc- 
ción mostrada. Determine la rapidez constante con que 
el jugador localizado en B debe correr para que pueda 
recibir la pelóla a la misma elevación a la que fue lanza- 
da. Calcule también la velocidad relativa y la aceleración 
relativa de la pelota con respecto a B en d instante en 
que el jugador la recibe. El jugador B está a 15 m de A 
cuando ,4 lanza la pelota. 



Un hombre puede remar un bote a 5 m/$ en 
aguas tranquilas. Él quiere cruzar un río de 50 m de 
ancho para llegar al punto B , 50 m aguas abajo. Si el río 
fluye con velocidad de 2 m/s, determine la rapidez del 
bote y el tiempo necesario para efectuar el cruce. 



Un hombre puede nadar a 4 pies/s en aguas 
tranquilas. Él desea cruzar el río de 40 pies dé ancho pa- 
ra llegar al punto B que está 30 pies aguas abajo. Si el río 
fluye con velocidad de 2 pies/s* determine la rapidez del 
hombre y el tiempo que necesita para efectuar el cruce. 
\ota: Mientras está en el agua éi no debe dirigirse hacia 
B para alcanzar este punto, ¿Por qué? 



Proh, 12-205 


Prob. 12-2IW 
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PROYECTOS DE DISEÑO 





riji* 12-11) 


12-ID. DISEÑO de; un dispositivo separador 

DE CANICAS 

Las carneas salen dd canalón de producción a 0.5 píes /s. Determine el ran- 
go para e! ángulo Ostís 30 para una posición seleccionada g con la cual 
se determine la colocación de ia tolva con respecto al extremo del cana- 
lón. Presente un dibujo del dispositivo donde muestre la trayectoria segui- 
da por las canicas. 


REPASO DEL CAPÍTULO 

La cinemática rectilínea se refiere al movimiento que ocurre a lo largo de una 
línea recia. Una coordenada s de posición especifica la ubicación de la partícula sobre la línea, y el des- 
plazamiento As es el cambio de esla posición. 

La velocidad promedio es una cantidad vectorial, definida como el desplazamiento dividido entre el in- 
tervalo de tiempo. 


_ Ar 

V™, = Yt 

Esto es diferente a la rapidez promedio, la cual es un escalar y es la distancia total viajada dividida en- 
tre e! tiempo de viaje. 

Sj* 

(' B «p)pnjm — ^ 

El tiempo, la posición, ia velocidad instan lánea y la aceleración instantánea están relacionados mediante las 
ecuaciones diferenciales 


v = ds/dt a = dv/dl ads = vdv 

Si se sabe que la aceleración es constante, entonces, por integración de esas ecuaciones se obtiene 

v - % + a c l 
S - So + t’í ) t + {ü c r 
ir = v* 0 + 2a c {s - jo) 

Si el movimiento es errático, entonces puede ser descrito mediante una gráfica. Si 
una de estas gráficas está dada, entonces las otras pueden ser establecidas usando las relaciones diferen- 
ciales, v = ds/dt. a - dv/dl. o a ds = v dv. Por ejemplo, si se conoce la gráfica v-t. entonces los valores 
de la gráfica ¡ v-t son determinados a partir de A.r -= f vdt = incrementos de área bajo la gráfica v-t. 
Los valores de la gráfica a-i son determinados a partir de a — dv/di = pendiente de la gráfica v-t. 

Para este caso, el movimiento a lo largo de la trayectoria es resuelto en 
movimiento rectilíneo a lo largo de los ejes x. y, z. La ecuación de la trayectoria se usa para relacionar 
el movimiento a lo largo de cada eje. 
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El movimiento de vuelo libre de un proyectil sigue una trayectoria para- 
bólica. Tiene velocidad constante en la dirección horizontal y aceleración constante de g - 9.81 m/s~ o 
32.2 pies/s 2 en la dirección vertical. Dos cualesquiera de las tres ecuaciones para aceleración constante 
son aplicables en la dirección vertical, y en la dirección horizontal sólo es aplicable x = .r ( , + (%),./. 

Si los ejes normal y tangencial se usan para el análisis, entonces v está siem- 
pre en la dirección f positiva. La aceleración tiene dos componentes. La componente tangencial, a,., toma 
en cuenta el cambio en la magnitud de la velocidad; una disminución de ésta es en la dirección r negati- 
va, y un aumento es en la dilección l positiva. La componente normal loma en cuenta el cambio en la 
dirección de la velocidad. Esta componente está siempre en la dirección n positiva. 

Si la trayectoria del movimiento es expresada en coordenadas polares, 
entonces las componentes de la velocidad y de la aceleración pueden ser escritas como 

v, —r a r — r — rff 
v e = rtí — rO + 2rÓ 

Para aplicar estas ecuaciones, es necesario determinar r, r. r, i9. Q en el instante considerado. Si la trayecto- 
ria r = f((t) está dada, entonces debe usarse la regla de la cadena del cálculo diferencial para obtener las 
derivadas con respecto al tiempo. Una vez que los datos son sustituidos dentro de las ecuaciones, el sig- 
no algebraico de los resultados indicará la dirección de las componentes de v o a a lo largo de cada eje. 

El movimiento dependiente de bloques que están 
suspendidos de poleas y cables puede ser relacionado medíame la geometría del sistema. Esto se hace 
estableciendo primero coordenadas de posición, medidas desde un origen lijo a cada bloque de manera 
que estén dirigidas a lo largo de la línea de movimiento de los bloques. Usando geometría y /o trigono- 
metría, las coordenadas son entonces relacionadas con la longitud del cable para formular una ecuación 
de coordenadas de posición. La primera derivada con respecto al tiempo de esta ecuación da una rela- 
ción entre las velocidades de los bloques, y una segunda derivada resulta en la relación entre sus acele- 
raciones. 

Si dos partículas A y B experimentan mo- 
vimientos independientes, entonces esos movimientos pueden ser relacionados con sus movimientos 
relativos. Usando un conjunto de ejes en traslación unidos a una de las partículas (A), las ecuaciones de 
velocidad y aceleración se convierten en 

v s = y,, + v b¡a 

»b = « 4 + A 

En movimiento plano, cada una de estas ecuaciones produce dos ecuaciones escalares, una en x y la otra 
en la dirección y. Para encontrar la solución, los vectores pueden ser expresados en forma cartesiana o 
las componentes escalares en .i y y pueden ser escritas directamente. 
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Ei diseño de bandas transportadoras para una planta embotelladora requiere conocer 
las fuerzas que actúan sobre ellas y la capacidad para predecir el movimiento de las 
botellas que transportan 
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Cinética de una partícula: 
Fuerza y aceleración 


OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 


• Establecer las leves de Newton sobre el movimiento y la atracción 
gravitatoria y definir masa y peso. 

• Analizar el movimiento acelerado de una partícula usando 

(á ecuación de movimiento con diferentes sistemas coordenados. 

• Investigar e! movimiento bajo una fuerza central y aplicarlo a proble- 
mas en mecánica del espado. 


CAPÍTULO 

13 


13,1 Leyes del movimiento de Newton 

Muchas de las tempranas nociones sobre dinámica fueron modifi- 
cadas después de 1590 cuando Galileo efectuó experimentos para 
estudiar los movimientos de péndulos y cuerpos en caída libre. Las 
conclusiones extraídas de esos experimentos proporcionaron cier- 
ta información acerca de los efectos de tas fuerzas que actúan so- 
bre cuerpos en movimiento. Sin embargo, las leyes generales del 
movimiento de un cuerpo sometido a fuerzas no fueron conocidas 
sino hasta 1687. cuando Isaac Newton presentó tres leyes básicas 
que rigen el movimiento de una partícula. Estas tres leyes del mo- 
vimiento pueden ser enunciadas como sigue; 

Primera ley: Una partícula originalmente en reposo, o moviéndose 
en línea recta con velocidad constante, permanecerá en este estado 
siempre que no esté sometida (t una fuerza des balanceada. 

Segunda ley: Una partícula sobre la que actúa una fuerza F des- 
baltmceada experimenta una aceleración a que tiene la misnta di- 
rección que la fuerza y magnitud directamente proporcional a la 

fuerza.* 

Tercera ley: Las fuerzas muñías de acción y reacción entre dos par- 
tículas son iguales, opuestas y colineales. 


* Dicho de otra manera, la fuerza desbalaneeada que actúa sobre la partícula es pro- 
porcional a la razón de cambio con respecto al tiempo del momenfum lineal (o can- 
tidad de movimiento) de la partícula. Vea el pie de página + en la siguiente página. 
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Las leves primera y tercera lueron usadas ampliamente en el desarro- 
llo de los conceptos déla estática. Aunque estas leyes también son con- 
sideradas en dinámica, la segunda lev del movimiento de Newiun cons- 
lituye la base para la mayor parte de este estudio, ya que esta ley 
relaciona el movimiento acelerado de una partícula con las tuerzas que 
actúan sobre ella. 

Las mediciones de tuerza y aceleración pueden ser registradas en un 
laboratorio de manera que, de acuerdo con la segunda ley. si una fuer- 
za F conocida dcsbalaneeada es aplicada a una partícula, la aceleración 
a de la partícula puede ser medida. Como la fuerza y la aceleración son 
directamente proporcionales, la constante de proporcionalidad ni puede 
ser detei minada a partir de la razón ni — F ja* El escalar positivo m se 
denomina masa de la partícula. Como es constante durante cualquier 
aceleración, ni proporciona una medida cuantitativa de la resistencia de 
la partícula a un cambio en su velocidad. 

Si la masa de la partícula es m. la segunda ley del movimiento de Xew- 
ton puede ser escrita en forma matemática como 

F ' wa 

Esta ecuación, que se llama ecuación di t movimiento, es una de las for- 
mulaciones más importantes en mecánica. f Como se indicó, su validez 
se basa únicamente en evidencia experimental. Sin embargo, en 1905 
- Al herí Einstein desarrolló la teoría de la relatividad y puso límites al 

uso de la segunda ley de Newton para describir el movimiento general 
de una partícula. Por medio de experimentos se probó que el tiempo 
no es una cantidad absoluta como lo suponía Newton: como resultado, 
la ecuación de movimiento Jalla en predecir el comportamiento exac- 
to de una partícula, especialmente cuando la rapidez de la partícula se 
acerca a la rapidez de la luz (0.3 Grn/s). Los desarrollos de la mecá- 
nica cu iíntica efectuados por Erwin Schródinger y otros indican, ade- 
más, que conclusiones obtenidas al usar esta ecuación también son in- 
v a lides cuando las partículas tienen el tamaño de un átomo y se mueven 
cema una de otra. Sin embargo, en la mayoría de los casos, esos requi- 
sitos relativos a la rapidez y el tamaño de la partícula no se encuen- 
tra u en los problemas de ingeniería, por lo que sus efectos no serán 
considerados en este libro. 


* Recuerde que las unidades de fuerza cu el SI y de masa en el sistema FPS son den- 
vadas de esta ecuación, donde N = fcg ■ m. s 2 y sluj = Ib ■ *-/pfc (vea la Sec. 1.3 del libro 
de Estática). Sin embargo, si las unidades de fuerza, masa, longitud y tiempo fuesen todas 
seleccionadas arbitrariamente, entonces es necesario escribir t = lema, donde k (una cons- 
tante sin dimensiones! tendrá que ser determinada experimenta ¡mente para preservar la 
igualdad. 

tC orno m es constante, también podemos escribir F = d{mv) ¡di, donde mv es el mn- 
memum lineal de la partícula. 
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Ley de la atracción gravitatoria de Newton. Poco después de for- 
mular sus tres leyes del movimiento. Newton postuló una ley que rige la 
atracción mutua entre dos partículas cualesquiera. En forma matemática, 
esta ley puede ser expresada como 


F 


niitm 

= O r— 


(13-1) 


donde 


F — fuerza de atracción entre las dos partículas 

G - constante universal de gravitación; de acuerdo con 
evidencia experimental. G = 66.73(10“ ! ') nr/(kg ■ s 2 ) 

mi, i >>2 - masa de cada una de las dos panículas 

r — distancia entre los centros de las dos partículas 

Dos partículas o cuerpos cualesquiera tienen una fuerza atractiva 
gTavitatoria mutua actuando entre ellos. Sin embargo, en el caso de 
una partícula ubicada en o cerca de la superficie de la Tierra, la única 
fuerza gravitatoria que tiene magnitud considerable es aquella exis- 
tente entre la Tierra y la partícula. Esta fuerza se llama "‘peso” y. para 
nuestros fines, será la única fuerza gravitatoria que consideraremos. 

Masa y ;) ;.o La masa es una propiedad de la materia por medio de la 
cual podemos comparar la respuesta de un cuerpo con la de otro. Como 
se indicó lineas arriba, esta propiedad se manifiesta como una atracción 
gravitatoria entre dos cuerpos y proporciona una medida cuantitativa de 
la resistencia de la materia a un cambio de velocidad. La masa es una can- 
tidad absoluta ya que su medición puede efectuarse en cualquier sitió. Sin 
embargo, el peso de un cuerpo no es absoluto ya que es medido en un 
campo gravilatorio, y por consiguiente su magnitud depende de dónde se 
efectúe la medición. A partir de la ecuación 13-1. podemos desarrollar 
una expresión general para encontrar el peso W de una partícula que ten- 
ga masa m\ — m. Sea m. La masa de la Tierra y r la distancia entre el cen- 
tro de la Tierra y la partícula. Entonces, si g — Gim jr. tenemos 

W - mg 

Por comparación con F = mu . llamamos g a la aceleración debida a 
la gravedad. Para la mayoría de los cálculos de ingeniería, g está me- 
dida en un punto sobre la superficie de la Tierra localizado al nivel 
del mar y a una latitud de 45*. siendo considerada ésta la “ubicación 
estándar”. 

La masa y el peso de un cuerpo son medidos en forma diferente en 
ios sistemas de unidades SI y FPS, y el método para definir estas unida- 
des debe set entendido claramente. 
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H - mg ( N j 


wm 

V 


Sistema SI 
la) 


Sis lema FPS 

Ib) 


Fifi. I.M 


• J s ’ C ^ e y n * c En el SI la masa del cuerpo es especificada 

en kilogramos, y el peso debe ser calculado usando la ecuación de. movi- 
miento. F= ma. Por tanto, si un cuerpo tiene masa m (kg) y está ubicado 
en un pumo donde la aceleración debida a de la gravedad es g (m/s 2 ), en- 
tonces el peso es expresado en newtons como W = nig (N), figura 13-1 a. 
En particular . si el cuerpo está simado en la “ubicación estándar 1 ', la ace- 
leración de la gravedad es g ~ 9.80665 m/s 2 . Para los cálculos se usará el 
valor g = 9.8] m/s 2 , de manera que 


= (g = 9.81 m/s 2 ) 


03-2) 


Por tanto, un cuerpo con masa do 1 kg tiene un peso de 9.81 N: un cuer- 
po de 2 kg pesa 19.62 N. etcétera. 

-sistema de mío aces En el sistema FPS el peso de un cuerpo es 

especificado en libras, y la masa debe ser calculada con F = ma , Por tan- 
to. si un cuerpo tiene un peso W ( Ib > y está ubicado en un punto donde ia 
aceleración de la gravedad es g (pies/s 2 ). entonces ¡a masa es expresada en 
slugs como m ~ VV/ i? (slug), figura 13-16. Como ¡a aceleración de la 
gravedad en la ubicación estándar es de aproximadamente 32.2 pies/s 2 
(= 9.81 m/s-), la masa del cuerpo medida en slugs es 


W , 

,n ~ ~( s l u g.) Oí = 32.2 pies/s 2 ) 

O 


(13-3) 


Por tanto, un cuerpo que pese 32.2 Ib tiene una masa de 1 slug; un cuer- 
po de 64.4 Ib tiene masa de 2 slugs. etcétera. 



http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Sección 13.2 La ecuación de movimiento 101 


13.2 La ecuación de movimiento 


Cuando más de una fuerza actúa sobre una partícula, la fuerza resultan- 
te es determinada mediante una suma vectorial de todas las fuerzas, es- 
to es. F fl = 2F, Para este caso más general, la ecuación de movimiento 
puede escribirse como 


SF = nía 


(13-4) 


Para ilustrar cómo se aplica esta ecuación, considere la partícula P 
mostrada en la figura 13-2rr. la cual tiene masa m y está sometida a la 
acción de dos fuerzas. F t y F 2 . Gráficamente, podemos tomar en cuenta 
la magnitud y la dirección de cada fuerza que actúa sobre la partícula 
dibujando el diagrama de cuerpo Ubre de la partícula, figura \3-2b. 
Como la resultante de esas fuerzas produce el vector ma, su magnitud y 
su dirección pueden ser representadas gráficamente en el diagrama ci- 
nético, mostrado en la figura 13-2c* El signo de igual escrito entre los 
diagramas simboliza la equivalencia gráfica entre el diagrama de cuerpo 
libre y el diagrama cinético, es decir. 2F = ma. t En particular, advierta 
que si T r — 2F = ü. entonces la aceleración es también cero, de modo que 
la partícula permanecerá en reposo o moviéndose en una trayectoria rec- 
ta con velocidad constante. Tales son las condiciones del equilibrio está- 
tico, o primera ley del movimiento de Newton. 



Diagrama 
de cuerpo libre 


(b) 


Irig* ÍS-2 


Diagrama 

cinético 

fe] 



^Recuerde que el diagrama de cuerpo libre considera a la partícula libre de su entor- 
no y muestra todas las fuerzas que actúan sobre la partícula. El diagrama cinético corres- 
ponde al movimiento de la partícula causado por las fuerzas. 

f L# ecuación de movimiento también puede ser reeseriia en la forma XF — ma = tí. 
El vector ™ímb se llama vecior defiieriQ de inercia. Si éste es tratado de la misma manera 
que un "vector fuerza", entonces el estado de “equilibrio " creado se denomina equilibrio 
itinámicD. Este método de aplicación a menudo es referido como el principio D 'Afembert, 
llamado asi en honor del matemático francés Jeán Je Rond d' Atemben 
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Marco inercia! de referencia. Siempre que la ecuación de movi- 
miento es aplicada, se requiere que las mediciones de la aceleración se 
efectúen desde un marco de referencia inerdal o newtoniano. Un sistema 
coai denudo de tal tipo tío gira y está fijo o se traslada en itna dirección 
dada con velocidad constante (aceleración cero}. Esta definición garan- 
tiza que La aceleración de la partícula medida por observadores coloca- 
dos en dos marcos inerciales de referencia diferentes será siempre la 
misma. Por ejemplo, considere la partícula P moviéndose con una acele- 
ración absoluta a f , a lo largo de una trayectoria recta como se muestra 
en la figura 13-3, Si el observador está fijo eu el marco inercial de referen- 
cia v , y, esta aceleración, a/i, será medida por él independientemente de 
la dilección y la magnitud de la velocidad \q del marco de referencia. Por 
otra parte, si el observador esta fijo en el marco de referencia no inercial 
1 ’ - v ■ figuta 13-3. no medirá para la aceleración de la partícula el valor 
Jp. F.n ve/ de ello, si el marco está acelerando en a parecerá que la 
partícula tiene aceleración q- = — a¿r- Además, si el marco está 

girando, como indica la flecha curva, entonces parecerá que la partícu- 
la se mueve por una trayectoria curva, en cuyo caso parecerá que la par- 
tícula tiene otras componentes de aceleración (vea la Sec. 16.8). En cual- 
quier caso, la aceleración medida desde este observador no puede ser 
usada en la ley del movimiento de Ntewton para determinar las fuerzas 
que actúan sobre la partícula, 

Al estudiar los movimientos de cohetes y saTclites es justificable con- 
siderar el mareo de referencia inercial como fijo a las estrellas, mientras 
que los problemas de dinámica que implican movimientos en o cerca de 
la superficie de la Tierra pueden ser resueltos usando un marco inercia] 
supuesto fijo a la Tierra. Aun cuando la Tierra gira alrededor de su pro- 
pio eje y también del Sol, las aceleraciones creadas por esas rotaciones 
son relativamente pequeñas y pueden ser ignoradas en la mayoría de los 
cálculos. 


a. 



O— 

p Trayectoria 

de kt panícula 


Murcu dt* referencia incidid 



F!g. 13-3 
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Fifi- l 



En repuso o a velocidad constante 


Todo? estamos familia rizados con la sensación 
que se percibe ni ir sentado en un ¿internó vi] que 
está sometido a una aceleración hacia delante, 
La gente piensa a meen do que tal sensación es 
causada por una ‘fuerza* 1 que actúa sobre ella 
y tiende a empujarla hacia atrás en sus asientos: 
sin embargo, no es asi- Más bien, esto ocurre 
debido a la inéteta o resistencia de la masa cor 
pora! a un cambio de velocidad. 

Considere al pasajero que mués Ira la figura 
L el cual está sujeto con correas al Miento de un 
trineo cohele. Si el trineo está en reposo o 
moviéndose con velocidad constante, entonces 
ninguna fuerza es ejercida sobre la espalda del 
su je ío. como se muestra en su diagrama de cuer- 
po libre. 



m * 



Aceleración 


Cuando el empuje de] motor del cohete Oca- 
siona que el vehículo acelere, el asiento sobre 
el que está sentado el pasajero ejerce una fuer- 
za F sobre ¿I que lo empuja hacia delante, fi- 
gura 2. En la fotografía, advierta que la inercia 
de Em cabeza resiste este cambio en d movi- 
míenlo (aceleración), por lo que su cabeza sé 
mueve hacia atrás contra el asiento y su cara, 
que tío es rígida, tiende a deformarse. 





Desaceleración 


r 


Durante la d es iicder ación, figura 3* la fuerza 
del cinturón del asiento F' tiende a detener al 
sujeto, por lo que su cabeza deja de estar en 
contacto con el respaldo dd asiento y su cara 
se deforma, de nuevo debido a su inercia o ten- 
dencia a continuar moviéndose hacia delante. 
Ninguna fuerza lo jala hacia delante, aunque 
ésta es la sensación que él percibe- 


!•% 5 


I 
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13.3 Ecuación de movimiento para un sistema de partículas 

La ecuación de movimiento será ampliada ahora para incluir un siste- 
ma de n partículas aisladas dentro de una región cerrada en el espacio, 
como se muestra en la figura 1 3-4ít. En particular, no hay restricción en 
el modo en que las partículas están conectadas, y como resultado el si- 
guiente análisis se aplicará igualmente bien al movimiento de un siste- 
ma sólido, líquido o gaseoso. En el instante considerado, la partícula ar- 
bitraria í-ésiina. con masa m¡, está sometida a un sistema de fuerzas 
internas y a una fuerza resultante externa. La fuerza resultante interna , 
representada simbólicamente por f,. es determinada a partir de las fuer- 
zas que las otras partículas ejercen sobre la partícula i-ésima. Usualmen- 
te estas tuerzas son desarrolladas por contacto directo, aunque la suma 
se amplía a todas las n partículas incluidas dentro de la frontera señala- 
da por la línea discontinua. La fuerza resultante externa F, representa, 
por ejemplo, el efecto de tuerzas gra vital orias, eléctricas, magnéticas o 
de contacto entre la partícula í-ésima y cuerpos adyacentes o partículas 
no incluidas dentro del sistema. 

Los diagramas de cuerpo libre y cinético para la partícula f-ésima 
se muestran en la figura 13-4/). Aplicando la ecuación de movimiento se 
obtiene 


IF ' ma; 


F, + f, = m¡ a, 


C uatido la ecuación de movimiento sea aplicada a cada una de las otras 
partículas del sistema, resultarán ecuaciones similares. Si todas esas ecua- 
ciones se suman vectorialmente, obtenemos 

SF, 4- Sf, - 2m¡a¡ 



Sistema coordenado 
LuerciaJ 



Diagrama Diagrama 

de cuerpo Libre cinético 


(a} 


Ib) 


Fig, 13-4 
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La suma de las fuerzas internas, si se lleva a cabo, será igual a cero, ya 
que todas las fuerzas internas entre partículas ocurren en pares iguales 
colineales pero opuestos. En consecuencia, sólo quedarán la suma de las 
fuerzas externas, y por tanto la ecuación de movimiento, escrita para el 
sistema de partículas, toma la forma 

(13-5) 

Si t(j es un vector posición que localiza el centro de masa G de las 
partículas, figura 13-4 /í. entonces, por definición del centro de masa. 
mr í; — j,. donde m — es la masa total de todas las partícu- 

las. A! diferenciar esta ecuación dos veces con respecto al tiempo, y 
suponiendo que ninguna masa está entrando o saliendo del sistema, 
resutta 


= 2m,a, 


Sustituyendo este resultado en la ecuación 13-5, obtenemos 


SF = msL t - 


(13-6) 


Por consiguiente, la suma de las fuerzas externas que actúan sobre el sis- 
tema de partículas es igual a la masa total de las partículas multiplicada 
por la aceleración de su centro de masa G, Como en realidad todas las 
partículas deben tener un tamaño finito para poseer masa, la ecuación 
13-6 justifica aplicar la ecuación de movimiento a un cuerpo que es re- 
presentado por una sola partícula. 


La ecuación de movimiento se basa en evidencia experimental 
y es válida sólo cuando se aplica desde un marco de referencia 
inercial. 

La ecuación de movimiento establece que la fuerza desbalancea- 
da sobre una partícula ocasiona que ésta se acelere. 

Un marco inercial de referencia no gira, en vez de ello, tiene ejes 
que se trasladan con velocidad constante o están en reposo. 

La masa es una propiedad de la materia que proporciona una me- 
dida cuantitativa de su resistencia a un cambio de velocidad. Es 
una cantidad absoluta. 

El peso es una fuerza causada por la gravedad de la Tierra. No 
es absoluta sino que depende de la altitud de la masa con respec- 
to a la superficie de la Tierra. 
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13.4 Ecuaciones de movimiento: Coordenadas rectangulares 

( liando una pai tículj se mueve con respecto a un mateo de referencia 
inercia! v. y. z, las fuerzas que actúan sobre la partícula, asi como su ace- 
leración. pueden ser expresadas en términos de sus componentes í, j, k, 
figura 13-5. Aplicando la ecuación de movimiento, tenemos 



Ivas ecuaciones de movimiento se usan para resolver problemas que 
requieren una relación entre las fuerzas que actúan sobre una par- 
tícula y el movimiento acelerado que tales fuerzas causan. 

Diagrama de cuerpo libre 

Seleccione el sistema coordenado inercia!. A menudo se eligen 
coordenadas .v. y, z o rectangulares para analizar problemas en los 
cuales la partícula tiene movimiento rectilíneo. 

Q Ufla vez establecidas las coordenadas, dihuje el diagrama de cuer- 
po Libre de la partícula. Dibujar este diagrama es muy importante 
ya que proporciona una representación gráfica que toma en cuen- 
ta todas las fuerzas I.XF) que actúan sobre la partícula, y entonces 
hace posible resolver esas fuerzas en sus componentes .v, v, z- 

• La. dirección y el sentido de la aceleración a de la partícula tam- 
bién deben ser establecidos. Si los sentidos de sus componentes 
son desconocidos, por así convenir matemáticamente, suponga 
que tienen la misma dirección que la de los ejes coordenados iner- 
ciales positivos, 

• La aceleración puede ser representada como e! vector wa en el 
diagrama cinético.* 

• Identifique las incógnitas en el problema. 

1: En este icsio, es una convención usar siempre el diagrama cinético como ayuda 
gráfica al desarrollar las pruebas y la teoría. En los ejemplos. h aceleración de la 
partícula o sus componentes serán mostradas con veciorés en color azul cerca del 
diagrama de cuerpo libre. 
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Ecuaciones de nwvimienTo 

Si las fuerzas pueden ser resueltas directamente a partir del dia- 
grama de cuerpo libre, aplique las ecuaciones de movimiento en 
su forma de componente escalar. 

■ Si la geometría del problema parece complicada, lo que a menu- 
do ocurre en tres dimensiones, puede usarse análisis vectorial car- 
tesiano para encontrar la solución. 

Fricción. Si una partícula en movimiento está en contacto con una 
superficie rugosa, puede ser necesario usar la ecuación de fric- 
ción. la cual relaciona el coeficiente de fricción cinética Mr con las 
magnitudes de las fueTzas de fricción y normal F f -y N que actúan 
en las superficies de contacto, es decir. F¡ = N. Recuerde que en 
el diagrama de cuerpo libre F f siempre actúa oponiéndose al movi- 
miento de la partícula con respecto a la superficie de contacto. Si 
la partícula está a pumo de moverse con movimiento relativo, 
entonces debe usarse el coeficiente de fricción estática. 

• Resorte. Si la partícula está conectada a un resorte elástico con 
masa despreciable, la fuerza F, en el resorte puede ser relacionada 
con la deformación del resorte mediante la ecuación F. - ks. Aquí. 
k es la rigidez del resorte medida como una fuerza por unidad de 
longitud. V s es la elongación o compresión definido como la di- 
ferencia entre la longitud deformada l y la longitud no deforma- 
da /(> es decir, s — ! - l tí . 

Cinemática 

Si la velocidad o posición de la partícula debe ser encontrada, será 
necesario aplicar las ecuaciones cinemáticas apropiadas una vez que 
la aceleración de la partícula sea determinada a partir de XF — uta. 

• Si la aceleración es una función del tiempo, use a - dvídt y ü = dsidt 
que, a] integrar, dan la velocidad y la posición de la partícula. 

• $i la aceleración es una función del desplazamiento, integre a ds ~ 
v dv para obtener la velocidad como una función de la posición. 

• Si la aceleración es constante, use v = (•„ + a c t. s = s t} + ty + — 

ir = + la c {s - %) para determinar la velocidad o posi- 

ción de la partícula. 

f Si el problema implica el movimiento dependiente de varias par- 
tículas, use el método presentado en la sección 12.9 para relacio- 
nar sus aceleraciones. 

• En todos los casos, asegúrese de que las direcciones coordenadas 
positivas iner cíales usadas para escribir las ecuaciones cinemáti- 
cas son las mismas que las utilizadas para escribir las ecuaciones 
de movimiento; de otra manera, la solución simultánea de las 
ecuaciones será errónea. 

• Si la solución de una componente vectorial desconocida da un es- 
calar negativo, ello indica que la componente actúa en dirección 
opuesta a la que se supuso. 
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p = 400 n 


La caja de 50 kg mostrada en ía figura 1 3-6¿r descansa sobre un pla- 
no horizontal para el cual el coeficiente de fricción cinética es 
Mk = 0-3. Si la caja está sometida a una fuerza de 400 N como se mues- 
tra. determine su velocidad en 3 s partiendo del reposo. 


Usando las ecuaciones de movimiento, podemos relacionar la acele- 
ración de la caja con la fuerza que causa el movimiento. La velocidad 
de la caja puede entonces ser determinada usando cinemática. 

, El peso de la caja es W - ntg = 50 kg 

{9.81 m/s“) - 490.5 N. Como se muestra en la ñgura 13-66, la fuer- 
za de fricción tiene una magnitud F = / k N c y actúa hacia la izquier- 
da, ya que se opone al movimiento de ¡a caja. Se supone que la ace- 
leración a actúa hori/.ontalmente en la dirección x positiva. Hay dos 
incógnitas, N c y a. (También podemos usar el procedimiento alter- 
nativo de dibujar el diagrama de cuerpo Ubre de ia caja y los dia- 
gramas cinéticos, figura 13-6c, antes de aplicar las ecuaciones de 
movimiento.) 

Usando los datos mostrados en el dia- 
grama de cuerpo libre, tenemos 

^ 2F V = ma¿ 400 eos 30° - 0.3 A/ = 50a (1) 

+ t ma y ; N c - 490.5 + 400 sen 30° = 0 (2) 

Despejando Nc de la ecuación 2, sustituyendo el resultado en la ecua- 
ción 1, y despejando a obtenemos 

N c ~ 290.5 N 

i* ~ 5.19 m/s* 

Advierta que la aceleración es constante, va que la fuer- 
za aplicada P es constante. Como la velocidad inicial es cero, la velo- 
cidad de la caja en 3 s es 

v = v () + a c t 
= 0 + 5.19(3) 

= 15.6 m/s —* 


490.5 N 
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Un proyectil de 10 kg es disparado verticaLmente hacia arriba desde ei 
suelo, con velocidad inicial de 50 m/s. figura 13-7 a. Determine la altura 
máxima que alcanzará este proyectil si (a) la resistencia atmosférica es 
despreciada y (b) la resistencia atmosférica es medida como F$ ~ 
(0.01 ?;") N, donde v es la rapidez en cualquier instante medida en m/s. 

En ambos casos, la fuerza conocida que actúa sobre e] proyectil pue- 
de ser relacionada con su aceleración mediante la ecuación de movi- 
miento. La cinemática puede ser usada entonces para relacionar la 
aceleración con la posición del proyectil. 

Como se muestra en la fíguTa 
13-7b, el peso del proyectil es W = mg = 10(9.81) - 98.1 N. Supon- 
dremos que la aceleración a desconocida actúa hada arriba en la di- 
rección z positiva. 

+ f 1F Z = ma¿ -98.1 = 10», a = -9.81 m/s 2 

El resultado índica que el proyectil, igual que todo objeto que tenga 
movimiento de vuelo libre cerca de la superficie de la Tierra, está so- 
metido a una aceleración constante hacia abajo de 9,81 m/s 2 , 

Iniriaimente, = 0 y vq — 50 m/s, y a la altura máxi- 
ma z — h* v — 0. Como la aceleración es constante, entonces 

(+f) v 2 = vi + 2a¿z ~ zn) 

0 - (50) 2 + 2(— 9.81)(/í - 0) 
h = 127 m 

Como la fuerza Fp = (0.01 ir) N 
tiende a retrasar el movimiento del proyectil hacia arriba, actúa haría 
abajo como se muestra en el diagrama de cuerpo libre, figura 13-7<\ 



+ | S F z = ma¿ -0.01c 2 - 98.1 = 10a, a = -O.Oln 2 - 9.81 

Aquí la aceleración no es constante ya que Fp depen- 
de de la velocidad. Como a = f(v), podemos relacionar a con la po- 
sición usando 

( + 'f ) a dz ~ k dv\ ( -Ü.OOln 2 — 9.81) dz = v dv 

Al separar las variables e integrar, observando que iniriaimente z u — 0, 
üi) “ 50 m/s (positiva hacia arriba), y en z = h. i 1 = 0. tenemos 

f h f° v dv 0 

/ dz = - / v— = -500 ta(tr + 9810) 

Jo /so O.OOli ’ 2 + 9.81 ' so 

h = 114 m Üi 

La respuesta indica una elevación menor que la obtenida en la parte 
{a) debido a la resistencia atmosférica. 

* Advierta que si el proyectil fuese disparado hacia abajo, con z positiva hacia abajo, la 
ecuación de movimiento seda entonces — 0.ÜK'* + 98.1 = likr. 
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Ti! camión de equipaje A mostrado en la fotografía tiene un peso de 
900 Ib y jala un carro B de 550 ib y otro carro C de 325 Ib. Por un 
corto tiempo, la fuerza de fricción desarrollada en las ruedas del ca- 
mión es / ( = (41)/) Ib. donde / está en segundos. Si el camión parte 
del reposo, determine su rapidez en 2 segundos. ¿Cuál es la fuerza ho- 
rizontal de acoplamiento entre el camión y ef carro B en este instan- 
te? Desprecie el tamaño del camión y de los carros. 


mnib 



Solución 

Como se muestra en la figura 13-8/1. es 
la fuerza de fricción impulsiva la que da al camión y a los carros una 
aceleración. Aquí hemos considerado los tres vehículos. 

Sólo tiene que ser considerado el movi- 
miento en la dirección horizontal. 

v r m fm + 550 + 325 \ 

2.C,. = ma¿ 40/ *= ] a 

V 32.2 J 
a *= 0.7256/ 


Como la aceleración es una función del tiempo, la ve- 
locidad del camión se obtiene usando // — dv jdt con la condición ini- 
cial de que = 0 en / = 0. Tenemos 

f dp- I 0.7256/ dt: v = 0.362& 2 = 1.45pies/s : . 

Para determinar la fuerza entre el ca- 
mión y el carro fl. podemos considerar un diagrama de cuerpo Ubre 
del camión de manera que podamos “exponer" la fuerza de acopla- 
miento T como externa ai diagrama de cuerpo libre, figura 13-8£¡. 

Cuando /= 2 s. entonces 
1F, = 40(2) - T = (1^) [0.7256(2)] 

T = 39.4 Ib /ú ; . 

Trate y obtenga este mismo resultado considerando un diagrama de 
cuerpo libre de los carros B y C. 
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Un collar liso C de 2 kg. mostrado en fa figura 13-9rr, está unido a un 
resorte que tiene una rigidez k = 3 N/m y longitud no alargada de 
0.75 m. Si el collar es liberado del reposo en A. determine su ace- 
leración y la fuerza normal de la barra sobre el collar en el instante 
y = 1 m. 

Solución 

El diagrama de cuerpo libre del co- 
llar cuando está ubicado en la posición arbitraria y se muestra en 
la figura 13-9b. Advierta que el peso es IV = 2(9.81) - 19.62 N. 
Además, se supone que el collar está acelerando de manera que “a" 
actúa hacia abajo en la dirección y positiva. Hay cuatro incógnitas: 

A' o F it a y 0. 

Ecuaciones de movimiento 



— ma x \ —N c + F, eos tí = 0 (1) 

+ l 2F V = ma¿ 19.62 - F s sen tí = 2 a (2) 

A partir de la ecuación 2 se ve que la aceleración depende de la mag- 
nitud y la dirección de la fuerza del resorte. Es posible encontrar 'V c 

y a tina vez que se conocen F s y tí. 

La magnitud de la fuerza en el resorte es una función de la elonga- 
ción 5 que hay en él. es decir. F¡ = ks. Aquí la longitud sin deformar 
el resorte es AB ~ 0.75 m. figura 13-9n: pOT tanto, 5 = CB 
AB — y 2 + (0.75)* — 0.75. Como k = 3 N/m, entonces 

F s = ks = 3(\ V + (0.75 ) 2 - 0.75) (3) 

A partir de la figura 13-9*1, el ángulo & es relacionado con y por tri- 
gonometría. 



v 

tan tf = 

0.75 


(4) 


Sustituyendo y = 1 m en las ecuaciones 3 y 4 resulta — 1.50 N y 
tí — 53.)' . Estos resultados se sustituyen en las ecuaciones 1 y 2 y ob- 
tenemos 

Nc - 0.900 N 


a = 9,21 m/s 3 ! 


Resp. 
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T T 



■'a 98! N 
íc) 


T 



196.2 N 


% 

id) 

Fig. 15-1(1 


El bloque A de 100 kg mostrado en la figura 13 -IOí; es liberado de] 
reposo. Si se desprecian las masas de poleas y cuerdas, determine la 
rapidez de! bloque B de 20 kg en 2 s. 

Solución 

Como la masa de las poleas es despre- 
ciada, entonces, para la polea C, ma = 0. y podemos aplicar SF V = 0 
como se muestra en la figura 13-106. Los diagramas de cuerpo libre 
para los bloques A y B se muestran en las figuras 13-1 Oe y d, respec- 
tivamente. Se puede ver que para que A permanezca estático se re- 
quiere T ~ 490.5 N. mientras que para que B permanezca estático se 
requiere T = 196.2 N. Por tanto, A se moverá hacia abajo mientras B 
sube. Aquí supondremos que ambos bloques aceleran hacia abajo, en 
la dirección de +s¿ y +s B . Las tres incógnitas son T, a Á y a B . 

Ecuaciones de movimiento. 

Bloque A (Fig. 13-I0c): 

+ ¡ZF y = ma } : 981 ~ 27 = 100n, t (1) 

Bloque B (Fig. 13-líW): 

-f l EF V = ma¿ 196.2 - T = 20 a¡¡ (2) 

La tercera ecuación necesaria se obtiene relacionando a A 
con a B mediante un análisis de movimiento dependiente. Usando el pro- 
cedimiento desarrollado en la sección 12.9, las coordenadas 5 ^ y s¡¡ mi- 
den las posiciones de A y B desde el datum fijo, figura 13-lOu. Se ve que 

2 s A + s B = I 

donde / es constante y representa la longitud vertical total de cuer- 
da. Diferenciando esta expresión dos veces con respecto al tiempo 
resulta 

2 a a = ~a B (3) 

Advierta que al escribir las ecuaciones 1.2 y 3. la dirección positiva 
se supuso siempre hacia abajo. Es muy importante ser consistente en 
esta suposición ya que estamos buscando una solución simultánea de 
ecuaciones. La solución resulta en 

T = 327.0 N 
a A - 3.27 m/s 2 
a B ~ ~6.54 m/s 2 

Pot tanto, cuando el bloque A acelera hacia ahajo, el bloque B ace- 
lera hacia arriba. Como a B es constante, la velocidad del bloque B en 
2 s es entonces 

(+i) v — vo + a B t 

= 0 + (— 6.54){2) 

= — 13.1 m/s Rcsp. 

El signo negativo indica que el bloque B se está moviendo hacia arriba. 
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PROBLEMAS 

Í3-L La Luna tiene una masa de 73i5C10 zl ) kz y la Tie- 
rra tiene una masa de 5.98M0 24 ) kg + Si sus centros eslán 
a 3S4( I0 b ) m, determine la fuerza de atracción gravita lo- 
ria entre los dos cuerpos. 

El bloque de IU Ib tiene velocidad inicial de 10 
pies/s sobre el plano liso. Si una fuerza F — (2.5/) Ib. 
donde t está en segundos* actúa sobre el bloque por 3 s. 
determine la velocidad final del bloque y la distancia 
que recorre durante este tiempo. 


r - 10 pievS 



Prnk 13-2 


: : Usando un piano inclinado para retardar el mo- 
vimiento de caída de un objeto, y efectuar asi las obser- 
vaciones más precisas. Galilea pudo determinar experi- 
men taimen te que la distancia que mi objeto recorre en 
caída libre es proporcional al cuadrado del tiempo de via- 
je. Demuestre que este es el caso, es decir, s x r. deter- 
minando el tiempo t E . t c y t D necesario para que un bloque 
de masa /fi se deslice desde el reposo en Á hasta los pun- 
tos /í, C y D. respectivamente. Desprecie los efectos de 
la fricción. 


i 



' La camioneta va viajando a 20 km/h cuando el 
copie del remolque colocado en A falla. Si el remolque 
tiene una musa de 250 kg y viaja libremente 45 m ames 
de detenerse, determine la fuerza horizontal constante F 
creada por Ja fricción de rodamiento que causa que el re- 
molque se detenga. 


20 bnrti 



Pcufo. 13-4 


i Un bloque con masa de 2 kg es colocado sobre 
una balanza de resorte ubicada en un elevador que se 
mueve hacia abajo. Si la lectura de la balanza, la cual la 
fuer/ a en el resorte, es de 20 N, determine la aceleración 
del elevador. Desprecie la masa de la balanza. 



Prob. 13-3 


Pruti, 13-5 
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; í-r, El camión de equipajes A tiene una masa de 800 
kg y se usa para jalar los dos carros, cada cano tiene 
masa de 300 kg. Si la fuerza F de tracción sobre el ca- 
mión es F = 480 N. determine la aceleración inicial del 
camión. ¿Cuál es la aceleración de! camión si el acopla 
miento en C falla repentinamente? Las ruedas del 
carro pueden rodar libremente. Desprecie la masa de 
las ruedas. 


El homhre pesa 1 80 !b y sostiene las pesas de 100 
Ib. Si las levanta 2 pies en el aire en 1.5 s partiendo del 
reposo, determine la reacción de ambas piernas sobre el 
suelo durante el levantamiento. Suponga que el movi- 
miento es con aceleración uniforme. 



Pruh. I. Mi 



Pmh, 13-8 



El depósito de combustible de 500 kg para un reac- 
tor nuclear está siendo levantado desde el núcleo de! 
reactor usando el sistema de poleas mostrado. Ei depósi- 
to es levantado con una aceleración constante de mane- 
ra que s = G y v — 0 cuando r = 0, y s — 2.5 m cuando 
f = 1.5 s. Determine la tensión en el cable colocado en A 
durante el movimiento. 



La caja tiene una masa de 80 kg v es jalada por 
una cadena que siempre está dirigida a 20 : de la horizon- 
tal como se muestra. Si la magnitud de T es incrementa- 
da hasta que la caja empieza a deslizarse, determine la 
aceleración inicial de ia caja si el coeficiente de fricción 
estática es¿t, = 0.5 > el coeficiente de fricción cinética es 
A* = 0.3. 

La caja tiene una masa de 80 kg y es jalada por 
una cadena que siempre está dirigida a 20 de la hori- 
zontal como se muestra. Determine la aceleración de la 
caja en r = 2 s si el coeficiente de fricción estática es 
Mí - 0-4. el coeficiente de fricción cinética es fi k = 0.3 v 
la fuerza de arrastre es T = (90r) N. donde / está en se- 
gundos. 



Priib, 13-7 


frnbv 13-9/10 
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IM!, El juego en el parque acuático consta de un ca- 
rruaje de Ib que resbala del reposo por el plano in- 
clinado y llega al estanque. Si la resistencia por fricción 
sobre el plano inclinado es F r — 30 Ih y en el estanque, 
por una corta distancia. F, = 80 Ib. determine qué tan rá- 
pido viaja el carruaje cuando s = 5 pies. 



Proti. LA- 1 1 


1 CÍO pies 


, ' La partícula de 6 Ib está sometida a la acción de 
su peso y de las fuerzas F¡ = (2i + ój — 2fk} Ib. F- = 
jri - 4íj - 1 k| Ib. y f : , = [-2riJ Ib. donde t está en se- 
gundos. Determine la distancia a que está la partícula del 
origen 2 s después de ser liberada del reposo. 



Problemas * 115 

r i L 

; • Cada uno de los dos bloques tiene una masa m. 
En todas las superficies de contacto el coeficiente de fric- 
ción cinética es m- Si una fuerza horizontal P mueve el 
bloque inferior. determine la aceleración del bloque in- 
ferior en cada caso. 



Prnth 13-14 


El conductor del camión intenta jalar la caja 
usando una cuerda que tiene una resistencia a la tensión 
de 200 Ih. Si origina! mente \ú caja esté en reposo y pesa 
500 Ib. determine la aceleración más grande que puede 
tener si el coeficiente de fricción estática entre la caja y 
el camino es ¿t s = 0.4, y el coeficiente de fricción cinéti- 
ca es = 0.3. 



Proir 13-1? 


Sobre la partícula A de 2 Ib actúan su peso y el 
sistema de fuerzas F T = (2i 4 ój - 2k) Ib. F ± = |3i - Ik] 
Ib, y F 3 = { I i — O — 2k[ Ib. donde f está en segundos. 
Determine la distancia a que está la partícula del origen 
3 s después que ha sido liberada dd reposo. 



El plano indinado doble soporta dos bloques 
A \ B . cada uno con peso de 10 Ib. Si el coeficiente de 
fricción cinética entre los bloques y el plano es p k = 0.1 . 
determine la aceleración de cada bloque. 



X 


Proli. 13-13 


Pmb. 13-16 
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¡J-17 La rapidez del carro deportivo de 3500 Ib está 
graficada sobre el periodo de tiempo de 30 s. Grafique la 
variación de la fuerza de tracción F necesaria para pro- 
ducir el movimiento. 



i (.pies/y) 



Una maleta de 40 Ib se desliza desde el repo- 
so 20 pies hacia abajo por la rampa lisa, Determine el 
punto donde roca el suelo en C. ¿Cuánto tarda en ir 
de A a C? 

U-20. Resuelva el problema 13-19 sí la maleta tiene 
velocidad inicial hacia abajo, por la rampa, de = 10 
pies.'S y d coeficiente de fricción cinética a lo largo de 
AB es (ik = 0.2. 



:>¡4. Un hombre empuja la caja de 60 Ib con una 
tuerza I' La fuerza siempre está dirigida hacia abajo a 
30 = con respecto a la horizontal como se muestra, y su 
magnitud es incrementada hasta que la caja empieza a 
deslizarse. Determine la aceleración inicial de la caja si 
el coeficiente de fricción estática es p, = 0.6 y el coefi- 
ciente de fricción cinética es ma = 0.3. 


El tambor D está jalando el cable a una razón de 
5 rn ■ r. Determine la tensión en el cable si la caja suspen- 
dida tiene una masa de 800 kg. 



I’rob. 13—18 


Pruli. 13—21 
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13-22. El bloque A de 10 ib viaja hacia la derecha a 
v A = 2 pies/s en el instante mostrado* Si el coeficiente 
de fricción cinética es = 0,2 entre la superficie y A , de- 
termine la velocidad de 4 cuando el bloque se hñ movi- 
do 4 pies. El bloque B tiene un peso de 2Ü Ib. 



13-13. Una fuerza F = 15 Ib es aplicada a la cuerda. De- 
termine qué tan alto se levanta el bloque A de 30 Ib en 
2 s partiendo del reposo. Desprecie el peso de poleas y 
cuerda. 


Problemas - 117 

3-24. En un instante dado el bloque A de 10 Ib se cs^ 
lá moviendo hacia ahajo con rapidez de 6 pies/s. Deter- 
mine su rapidez 2 s después. El bloque B tiene un peso 
de 4 Ih y el coeficiente de fricción cinética entre él y d 
plano horizontal es - 0,2. Desprecie la masa de po- 
leas y cuerda. 



13-25. Determine la masa requerida del bloque ,4 de 
manera que cuando sea liberado dd reposo, mueva el 
bloque B de 5 kg 0.75 m hada arriba a lo largo del plano 
inclinado liso en t = 2 s. Desprecie la masa de poleas y 
cuerdas. 



Krnb. 13-23 


Prtib. 13-25 
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■ Un elevador de carga, incluyendo ésta, tiene una 
masa de 500 kg. Se impide que gire usando la vía v las rue- 
das montadas a los Indos. Partiendo del reposo, en f — 2 s, 
el motor M tira de! cable con rapidez de 6 ro/s, medida 
con respecto al elevador. Determine la aceleración cons- 
tante del elevador y la tensión en el cable. Desprecie la 
masa de poleas y sables. 



Prutn IjUM 


L'-’" La caja fuerte 5 tiene un peso de 200 Ib y está 
sostenida mediante el arreglo de cuerda v poleas mostra- 
do. Si el extremo de la cuerda es dado a un niño R de 90 
Ib de peso, determine su aceleración si en la confusión el 
niño no suelta la cuerda. Desprecie la masa de poleas y 
cuerda. 


El vagón de mina de 40(1 kg es levantado por el 
plano inclinado usando el cable y el motor M. Por un 
cono tiempo, la fuerza en el cable es F = (32CM)r 7 ) N. don- 
de r está en segundos. Si el vagón tiene velocidad ¡nidal 
v t ~ - m / s cuando t = f). determine su velocidad cuan- 
do f = 2 s. 

■ El vagón de mina de 4Ü0 kg es levantado por el 
plano inclinado usando el cable y el motor M. Por un cor- 
to tiempo, la fuer/a en el cable es F - (SZtíOf 2 ) N. donde 
t está en segundos. Si el vagón tiene velocidad inicial 
t’i - 2 m/s en s - 0 y / = 0. determine la distancia que 
se mueve hacia arriba por el plano cuando f = 2 s, 



Pro lis. 13-2&29 


‘ Determine la tensión desarrollada en las cuerdas 
unidas a cada bloque y La aceleración de los bloques, Des- 
precie La masa de poleas y cuerdas. 



Pmh. 13-27 


Prob. I3-3D 
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L La flecha CA de 2 kg pasa por una chumacera 
lisa colocada en B. Iniriaknenle los resortes, enrollados 
con holgura alrededor de la flecha, no están estirados si 
ninguna fuerza es aplicada a la flecha. En esta posición 
iV = $* = 250 nun y la flecha está originalmente en repo- 
so. Si una fuerza horizontal de F = 5 kN es aplicada, de- 
termine ia rapidez de la flecha en el instante s = 5U mm. 

= 450 mm. Los extremos de los resortes eslán unidos 
a ia chumacera colocada en B y a las tapas en C y A. 



? >3J, El collar C de 2 kg puede deslizarse libremente 
a lo largo Je la flecha lisa AB, Determine la aceleración 
del collar C si (a) la flecha está fija, ib) d collar /L que 
está fijo a la flecha AB , se mueve hada abajo con veloci- 
dad constante a lo largo de la barra vertical, v (c) el co- 
llar está sometido a una aceleración hacia abajo de 2 m s : . 
En todos los casos, el collar se mueve en el plano. 

' . -L El collar C de 2 kg puede deslizarse libremente 
a lo largo de la flecha Ida AB, Determine la aceleración 
del collar C ú el collar A está sometido a una acelera- 
ción hacia arriba de 4 m/s\ 


I L El niño con peso de 80 Ib cuelga uniformemen- 
te de la barra. Determine la fuerza en cada uno de sus 
brazos en t = 2 $ si la barra se está moviendo hacia arri- 
ba con (a) velocidad constante de 3 pies/s. y (b) rapidez 
de v = (4ri) pies/s, donde r está en segundos 



13-35. La caja de 30 Ib está siendo levantada con acele- 
ración constante de ó pies/V. Si la viga uniforme AB 
tiene un peso de 200 Ib, determine las componentes de la 
reacción en A. Desprecie el tamaño y la masa de la po- 
lea colocada en B , Sugerencia: Encuentre primero la 
tensión en el cable, y luego analice las fuerzas en la viga 
usando estática. 



Pnibs. 1W2W 


l*riib* 13-35 
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*13-36. Si los cilindros B y C tienen una masa de 15 y 
10 kg. respectivamente, determine la masa requerida en 
A de manera que no se mueva cuando lodos los cilindros 
son liberados. Desprecie la masa de poleas y cuerdas. 



K’rofi. 13-36 


T ■' : La banda transportadora se mueve a 4 ni. s. Si 
el coeficiente de fricción estática enlre la banda y el pa- 
quete B de 10 kg es = 0,2, determine el tiempo más 
corto en que la banda puede detenerse sin que el paque- 
te se deslice sobre ella. 


V í 

] — Ei collar C de 2 Ib se ajusta con holgura sobre la 
flecha lisa. Si el resorte no está estirado cuando $ = 0 y 
al collar se le da una velocidad de 15 pies/s* determine la 
velocidad del collar cuando s — 1 píe. 


15 pies/s 



! La banda transportadora entrega cada caja de 12 
kg a la rampa situada en A de manera tal que la rapidez 
de la caja es v A — 2.5 nt/s, dirigida hacía abajo a la lar- 
go d? Ja rampa. Sí el coeficiente de fricción cinética en- 
tre cada caja y la rampa es /a* = 03, determine la rapi- 
dez con que cuida caja se desliza fuera de la rampa en el 
punto B . Suponga que no ocurre ninguna volcadura. Con- 
sidere Q = 30°. 



Prijh. 13-37 


Proh, 13--VJ 
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Un paracaidista con masa m abre su paracaídas 
desde una posición en reposo a altitud muy elevada. Si la 
resistencia atmosférica es F n = kir\ donde k es una cons- 
tante. determine su velocidad cuando ha caído un tiem- 
po í. ¿Cuál es su velocidad cuando aterriza sobre el terre- 
no? Esta velocidad se llama velocidad wrminaL I a cual se 
calcula haciendo que el tiempo de caída t —* ex. 



Frotas. 13—42/43 



Froto. 1JMD 


13-44, Cada una de las tres placas tiene una masa de 
10 kg. Si los coeficientes de fricción estática y cinética en 
cada superficie de contacto son ^ - 0.3 y - 0.2, res- 
pectivamente, determine la aceleración de cada placa 
cuando se aplican las tres fuerzas horizontales. 


18 N -*■ 


15 N 


p 

► IflON 

— — - — 4 

- * _J 

i _ 

A 


13-41. Si una fuerza horizontal P= 12 Ib es aplicada al 
bloque 4. determine la aceleración del bloque B. Des- 
precie la fricción. 



13 42. Los bloques A y B tienen cada uno masa m. De- 
termine la fuerza P horizontal más grande que puede ser 
aplicada a B de manera que A no se mueva con respec- 
to a tí. Todas las superficies son lisas, 

. 43. Los bloques A y B tienen cada uno masa m. De- 

termine la fuerza P horizontal mas grande que puede apli- 
carse a B de manera que A no resbale hacia arriba por 
B. El coeficiente de fricción estática entre A y B es ¿l v 
D esprecie cualquier fricción entre B y C , 


Fruto, LV44 


13- 45. Un proyectil de masa m es disparado dentro de 
un líquido a un ángulo H t) con velocidad inicial como 
se muestra. Si el líquido desarrolla una resistencia de fric- 
ción sobre el proyectil que es proporcional a su veloci- 
dad, esto es, F - kv. donde k es una constante, determi- 
ne las componentes v y y de la posición del proyectil en 
cualquier instante. ¿Cuál es la distancia máxima x máx que 
viaja el proyectil? 



Froto, 13-45 
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■ ! ' - ! El tractor se usa para levantar la carga B de 150 
kg con la cuerda de 24 m de longitud y el sistema de pes- 
cante y polea. Si el tractor está viajando hacia ia derecha 
con rapidez constante de 4 m/s, determine la tensión en 
la cuerda cuando x A = 5 m. Cuando y* = 0. s B = 0. 

(\s ^ \ 

'* El tractor se usa para levantar la carga B de 
150 kg con la cuerda de 24 m de longitud y el sistema 
de pescante y polea. Si e! tractor está viajando hacia la 
derecha con aceleración de 3 m/s 2 y tiene velocidad de 
4 m/s en el instante ■ 5 m. determine la tensión en 
la cuerda en este instante. Cuando s A - 0, ,<¡ B - ü. 



12 m 


Probs. 13-16/47 


■ El bloque A tiene masa m A y está unido a un re- 
sorte con rigidez k y longitud no alargada / () . Si otro blo- 
que B, con masa es empujado contra A de modo que 
e! resorte se deforma una dislancia d, determine la dis- 
tancia que ambos bloques se deslizan sobre la superficie 
lisa antes de que empiecen a separarse. ¿Cuál es su velo- 
cidad en este instante? 

: ; El bloque .4 tiene masa m A y está unido a un 
resorte con rigidez k y longitud no aiargada Si otro 
bloque B. con masa m n . es empujado contra A de modo 
que d resorte se deforma una distancia d. demuestre que 
para que ocurra la separación entre ellos es necesario 
que d + m B )/k. donde es el coeficiente de 

fricción cinética entre los bloques y el suelo. ¿Cuál es la 
distancia que los bloques se deslizan sobre la superficie 
antes de separarse? 



I’rnhs. 13-49/50 


•- ' • El bloque liso B de tamaño insignificante tiene 
una masa m y reposa sobre el plano horizontal. Si la ta- 
bla ,4C empuja sobre el bloque en un ángulo tí con ace- 
leración constante a M . determine la velocidad del bloque 
a lo largo de la tabla y la distancia a que se mueve a lo 
largo de la tabla como función del tiempo /. El bloque 
parte de! reposo cuando s — 0. / = 0. 


’ 1 El bloque A tiene masa m \ y reposa sobre el pla- 

tillu B que tiene masa »i B . Amhos bloques están sosteni- 
dos mediante un resorte que tiene rigidez k y está unido 
al fondo del platillo y al suelo. Determine la distancia d 
que el platillo debe ser empujado hacia abajo desde la 
posición de equilibrio y luego liberado del reposo de 
-modo que la separación del bloque tenga lugar con res- 
pecto a la superficie del platillo en el instante en que el 
resorte no está estirado. 




I’rob. 13— Wt 


Prub. 13-51 


i 
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13.5 Ecuaciones de movimiento: Coordenadas normal y tangencial 

Cuando una partícula se mueve sobre una trayectoria curva conocida, 
la ecuación de movimiento de la partícula puede ser escrita en las direc- 
ciones tangencial, normal y binorm al. Tenemos 

1F - ma 

u, + = tn&, + ma„ 

Aquí. £F r , 1F h representan las sumas de todas las componentes de 
fuerza que actúan sobre la partícula en las direcciones tangencial, nor- 
mal y bi normal, respectivamente, figura 13-11. Advierta que no hay mo- 
vimiento de la partícula en la dirección binormal, ya que la partícula es- 
tá restringida a moverse a lo largo de la trayectoria. La ecuación anterior 
es satisfecha si 


2 F¡ — ma, 
2F„ = ma n 

Sft - 0 


(13-8) 


Recuerde que a t { = dv/dt) representa la razón de cambio con respecto 
aJ Liempo de la magnitud de la velocidad. En consecuencia, si XF, actúa 
en la dirección del movimiento, la rapidez de la partícula aumentará, 
mientras que si actúa en la dirección opuesta la panícula disminuirá su 
rapidez. Igualmente, a n ( = tr/p) representa La razón de cambio con 
respecto al tiempo de la dirección de la velocidad. Como este vector 
siempre actúa en la dirección n positiva, es decir, hacia ei centro de cur- 
vatura de la trayectoria. entonces SF„, la cual genera a fr actúa también 
en esta dirección. Por ejemplo, cuando la partícula está restringida a via- 
jar en una trayectoria circular con rapidez constante, existe una fuerza 
normal ejercida sobre la partícula por la restricción para cambiar la direc- 
ción de la velocidad (a„) de la partícula. Como esta fuerza siempre está 
dirigida hacia el centro de la trayectoria, se le llama a menudo fuerza 
centrípeta. 



La centrífuga se usa para someter a un 
pasajero a aceleraciones normales muy 
grandes causadas por grandes rotaciones. 
Observe que esas aceleraciones son cau- 
sadas por la tuerza normal desbalance a - 
da ejercida sobre el pasajero por el asicru 
lo de la centrífuga. 



inercia] 


Fifi- 13-1 1 
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PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Cuando un problema implica el movimiento de una partícula por 
una trayectoria curva conocida, las coordenadas normal y tangencial 
deben ser consideradas para el análisis ya que las componentes de 
la aceleración pueden ser fácilmente formuladas. El método para 
aplicar las ecuaciones de movimiento, las cuales relacionan las fuer- 
zas con la aceleración, fue delineado en el procedimiento dado en 
la sección 13.4. Específicamente, para coordenadas /, n, b este méto- 
do puede ser descrito como sigue: 

Diagrama de cuerpo Ubre 

Establezca el sistema coordenado inercial f, n, b en la partícula 
y dibuje el diagrama de cuerpo libre de la partícula. 

La aceleración normal a„ de la partícula siempre actúa en la direc- 
ción n positiva. 

Si la aceleración tangencial a. es desconocida, suponga que actúa 
en la dirección t positiva. 

Identifique las incógnitas en el problema. 

Ecuaciones de movimiento 

• Aplique las ecuaciones de movimiento, ecuaciones 13-8. 

Cinemática 

-■ Formule las componentes tangencial y normal de la aceleración, 
esto es, a, = dvjdt o a, = v dvjds y a„ = v 2 ¡p. 

Si la trayectoria es definida como y — /(.v),el radio de curvatura en 
el punto donde la partícula está ubicada puede ser obtenido con 
P = [1 + : ~M 2 yfd.r\. 
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Determine el ángulo de inclinación lateral 0 de la pista de manera 
que las ruedas de los carros de carreras mostrados en la figura 13-12 íj 
no tengan que depender de la fricción para prevenir que algún carro 
se deslice hacia arriba o hacia abajo por la pista. Suponga que ios ca- 
rros tienen tamaño despreciable, masa m y que viajan alrededor de 
la curva de radio p con rapidez j>. 



Solución 

Antes de ver la siguiente solución, piense por qué conviene usar las 
coordenadas f. n, b. 

- Como se muestra en la figura 13-126. y 

como se enunció en el problema, ninguna fuerza de fricción actúa 
sobre los carros. Aquí N ( - representa la resultante del terreno sobre 
las cuatro ruedas. Como puede ser calculada, las incógnitas son 
N c y f>. 

Usando los ejes n, b mostrados. 




"tí f„ 


+ T - 0; 


ir 

N c sen íí = m — 

P 


\\ eos 0 — jíig = 0 


U) 


( 2 ) 


Eliminando N c y m de estas ecuaciones al dividir la ecuación 1 entre 
la ecuación 2, obtenemos 


tr 

tan 0 = — 

SP 


6 — tan 




Resp. 


Advierta que el resultado es independiente de la masa de cada 
carro. Además, una suma de fuerzas en la dirección tangencial no 
es de consecuencia para La solución. Si ésta fuese considerada, en- 
tonces íi f “ dv/dt = 0, ya que los carros se mueven con rapidez 
constante. Un análisis adicional de este problema es planteado en 
el problema 21-48. 



(b) 

Fie. 13-12 
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EJEMPLO 13.7 


F=n.i s, 



29.41 N 


Ib) 


Fi». 13-13 


El disco D de 3 kg está unido al extremo de una cuerda como se mues- 
tra en la figura 13-13«. El otro extremo de la cuerda está unido a una 
junta esférica ubicada en el centro de una plataforma. Si la platafor- 
ma está girando rápidamente y el disco es colocado sobre ella y libe- 
rado del reposo como se muestra, determine el tiempo que requiere 
el disco para alcanzar una rapidez lo suficientemente grande como 
para romper la cuerda. La tensión máxima que Ja cueTda puede re- 
sistir es de 100 N, y el coeficiente de fricción cinética entre el disco y 
la plataforma es = 0.1. 


Movimiento de la plataforma 





tal 


Solución 


La fuerza de fricción tiene magnitud 
F — tifiNn — 0.1 N¡) y un sentido que se opone al movimiento relati- 
vo del disco con respecto a la plataforma. Esta es la fuerza que da al 
disco una componente tangencial de aceleración causando que v se 
incremente y que T aumente hasta alcanzar 100 N. El peso del disco 
es W = 3(9.81 ) ' 29.43 N. Como a„ puede ser relacionada con v. tas 
incógnitas son Ñp, a¡ y v. 

Ecuaciones de movimiento. 

= ma„\ T = 3( — 

HF t - ma t ‘. 


= <f) 

0.1 N n - 3 a, 


= 0 ; 


- 29.43 = 0 


0) 

(2) 

(3) 


Considerando T - 100 N. la ecuación 1 puede ser resuelta para la 
rapidez critica v„ del disco necesaria para romper la cuerda. Resolvien- 
do todas las ecuaciones, obtenemos 

N D = 29.43 N 

a, — 0.981 m/s 2 

= 5.77 m/s 

Como a, es constante, el tiempo requerido para romper 

la cuerda es 


i-’cr = va +- a,t 

5.77 = 0 + (0.981 )í 
t = 5.89 s 


fiesp, 
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El diseño de la pista de salto para esquiadores requiere conocer el ti- 
po de fuerzas que serán ejercidas sobre el esquiador y su trayectoria 
aproximada. Si en este caso la pista puede ser aproximada por la 
parábola mostrada en la figura 13-I4tf, determine la fuerza normal 
sobre el esquiador de 150 Ib en el instante en que él llega al extremo 
de la pista, punto A. donde su velocidad es de 65 pies/s. ¿Cuál es su 
aceleración en este punto? 

Solución 

¿Por qué se considera el uso de coordenadas n, i para resolver este 
problema? 

El diagrama de cuerpo libre para el es- 
quiador cuando él está en A se muestra en la figura 13-146. Como la 
trayectoria es curva, hay dos componentes de aceleración. a„ y a f . 
Como o„ puede ser calculada, las incógnitas son o, y N A . 


ItcuüciQncs de movimiento, 

+ t 2*7. = ma n- ÍV 4 — 150 = 

^ I F, = mu,', ü = 



150 
32.2“' 


( (6 f) 

O) 

V p / 

a, 

(2) 


El radio de curvatura p para la trayectoria debe ser determinado en el 
punto A(0,— 200pies). Aquí y — ^¡¡jX 2 — 200, dy/dx = x, d 2 v/dx 2 — 
j^.de modo que en x — 0 . 


P ~ 


[1 + (dy/dxf\ 


213/2 


\d 2 y/dx 2 \ 

Sustituyendo en la ecuación I y despejando S A , tenemos 

N a = 347 Ib 
A partir de la ecuación 2, 
a, = 0 


Entonces. 


v l (65) 2 , , 

“■ = 7 = W = 42 - 2 ^ 

a A ~ a n ~ 42.2 pies/s 2 1 


Demuestre que cuando el esquiador está en el aire su aceleración es 
de 32.2 pies/s 2 . 



»„ 


1501b 


V 


T 

■n. 


[1 + (O ) 2 ] 5 ' 3 

= = 100 pies 

ib) 

.T -0 
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EJEMPLO 13.9 


mtif -l mA 



m 



Los paquetes, con masa de 2 kg cada uno. son depositados por una 
banda transportadora en una rampa circular lisa con velocidad v$ — 
1 m/s como se muestra en la figura 13- 1 5a. Si el radio efectivo de la 
rampa es de 0.5 m. determine el ángulo $ — en que los paquetes 
empiezan a dejar la superficie. 

Solución 

El diagrama de cuerpo libre para un pa- 
quete. cuando está ubicado en la posición general tí, se muestra en la 
Ijgura 13-156, El paquete debe tener aceleración tangencial a f , ya que 
su rapidez siempre está creciendo al resbalar hacia abajo. El peso es 
IV = 2(9.81) - 19.62 N. Especifique las tres incógnitas. 

Ecuaciones de movimiento. 


+</lF„ = ma„: 
+\J.F, = ma,i 


-;V S + 19.62 cosí» - 2 
1 9.62 sen tí - 2a, 


ir 

05 


a) 

( 2 ) 


En el instante tí — ít m i X . el paquete deja la superficie de la rampa por 
lo que (V¿ = 0. Por tanto, hay tres incógnitas, v, a, y tí. 

La tercera ecuación para la solución se obtiene al ad- 
vertir que la magnitud de la aceleración tangencial a, puede ser rela- 
cionada con la rapidez del paquete v y el ángulo 0. Como a, ds = v 
dv y ds = r dtí = 0.5 dtí, figura I3-15a, tenemos 


a, = 


v dv 

0.5 dé 


(3) 


Para resolver esta ecuación, sustituya la ecuación 3 en la ecuación 2 y 
separe las variables. Esto da 

v dv = 4.905 sen tí dtí 

Integre ambos lados, observando que cuando tí = 0 o , t» 0 = \ m /s. 

i v dv = 4,905 / sen 0 dtí 
h Jq> 


•tr 


— —4.905 eos tí 


tr 


v 2 = 9,81(1 - eos 0) + 1 


Sustituyendo en la ecuación 1 con N H = 0 y despejando eos B n 
tenemos 

19.62 coS0 míx = -^[9.81(1 ~~ + 


ob- 


cos «mflx = 


43.24 

58.86 


= 42.7“ 


Rcsp. 
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PROBLEMAS 

13-52- Determine la masa del Sol si se sabe que la dis- 
tancia de la Tierra al Sol es de 149.6(10*) km. Sugerencia. 
Use la ecuación 13-1 para representar la fuerza de la gra- 
vedad actuando sobre la Tierra. 

13-53* El carro deportivo, que tiene masa de 170U kg. 
está viajando horizontal mente por una pista con 20® de 
inclinación lateral que es circular y tiene radio de cur- 
vatura p = 100 m, Si d coeficiente de fricción esiáliea en- 
tre los neumáticos y el camino es p, = 0.2. determine la 
rapidez constante máxima a la que el carro puede viajar 
sin resbalar hacía arriba por La pendiente. Desprecie e! 
tamaño del carro, 

1 3*54. Usando tos datos de! problema 13-53. determine la 
rapidez mínima a la que el carro puede viajar alrededor del 
cambio sin resbalar hacia abajo por la pendiente. 



Probs, 0-53/54 

15-55. Una niña, que tiene masa de 15 kg. está sentada 
sin moverse con respecto a la superficie de una platafor- 
ma horizontal a una distancia de r = 5 m del centro de 
ta plataforma. Si el movimiento angular de la plataforma 
está aumentando lentamente de manera que la compo- 
nente tangencial de aceleración de la niña puede ser des- 
preciada. determine ia rapidez máxima que la niña ten- 
drá antes de empezar a deslizarse hacia fuera de la 
plataforma. El coeficiente de fricción estática entre la ni- 
ña y la plataforma es p - 0.2. 



1 5-5fi, Resuelva e¡ problema 13-55 suponiendo que la 
plataforma empieza a girar desde el reposo de manera 
que la rapidez de la niña es incrementada uniformemen- 
te en v = 0.5 m/s\ 

13-57, La bola de demolición de 600 kg está suspendi- 
da de la grúa por un cable que tiene masa insignificante. 
Si La bola tiene rapidez v = 8 m/s en el instante en que 
está en su punto más bajo B “ 0®, determine la tensión 
en el cable en ese instante, Determine también el ángu- 
lo 0 que la bala oscila antes de detenerse. 



12 tn 


Proh. 13-57 


13-5S, Demuestre que si el bloque es liberado del repo- 
so en el punto B de una trayectoria Iísei de forma arbitra- 
ria w la rapidez que alcanza cuando llega al punto A es igual 
a la rapidez que alcanza c uand o cae libremente a una dis- 
tancia A; es decir, v = \/2 gh , 



Prob, 1T55 


Proh. 13-5* 
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L V5 1 ), En el instante 0 = 6Q\ el centro de masa G dd ni- 
ño tiene una rapidez hada abajo v Cr — 15 pies/s. Deter- 
míne la razón del incremento de su rapidez y la tensión en 
cada una de las dos cuerdas de soporte del columpio en es- 
te instante* El niño tiene un peso de 6ü Ib. Desprecie su 
tamaño y la masa del asiento y las cuerdas. 

! ‘ 13-60. En el instante fl ~ 60°, e! centro de masa G 
del niño está momentánea mente en reposo. Determine 
su rapidez y la tensión en cada una de las dos. cuerdas 
de soporte del columpio cuando 0 = 90". El niño pesa 
60 Jb. Desprecie su tamaño y la masa del asiento y las 
cuerdas. 



13-01. Un acróbata tiene un peso de 150 Ib y está sen- 
tado en una siíla situada en la parte superior de un pos- 
te como se muestra. Si por medio de un dispositivo me- 
cánico el poste gira hacia abajo a razón constante desde 
ti en forma tal que el centro de masa G del acróba- 
ta mantiene una rapidez constante de v ü = 10 pies/s* de- 
termine el ángulo 8 en el cual él empieza a "volar 11 fuera 
de la silla. Desprecie la fricción y suponga que la distan- 
cia desde el pivote O hasta G es de p = 15 pies. 

13-62. Resuelva ti problema 13-61 si la rapidez del 
centro de masa del acróbata es incrementada desde 
(u 0 )o — 10 pies /s cu tí - Ü con una razón constante de 
V ti = 0.5 pies/s 2 . 



13-63, Si la cresta de la colina tiene radio de curvatura 
p = 200 pies* determine la rapidez máxima constante 
con la que el carro puede viajar sobre ella sin dejar la su- 
perficie dd camino. Desprecie d tamaño del carro en los 
cálculos. El carro tiene un peso de 3500 Ib, 



Prok LUJ 


13-64. El avión, viajando con rapidez constante de 50 
m/s, está efectuando una vuelta horizontal. Si el avión 
está Mdiaadó transversa imen te en 8 - 15°. cuando el 
piloto experimenta sólo una fuerza normal sobre el asien- 
to del avión, determine el radio de curvatura p de la vuel- 
ta* ¿Cuál es la fuerza normal del asiento sobre el piloto 
si él tiene una masa de 70 kg*7 



Proh- 13—64 
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15 65* HI hombre de 150 Ib yace sobre et colchón cuyo 
coeficiente de fricción estática es - Ü.5. Determine las 
fuerzas normal y de fricción resultantes que el colchón 
ejerce sobre él si. debido a la rotación alrededor del eje 
z> tiene una rapidez constante v — 20 pies/s. Desprecie 
el tamaño dd hombre. Considere tí = 
f ¿ 

i ■ 66. El hombre de 150 Ib yace sobre el colchón cuyo 
coeficiente de fricción estática es = 0.5. Si el hombre 
gira alrededor del eje z con rapidez constante v — 30 
pfes/s, determine el ángulo 0 más pequeño dd colchón 
en d cual comenzará a deslizarse. 


! í-i'\ Si la bola tiene una masa de 30 kg y rapidez 
v — 4 m/s en el instante en que está en su punto más 
bajo, tí — Lb, determine la tensión en la cuerda en ese ins- 
tante. Determine también el ángulo tí que la bola Oscila 
en el Ínstame en que momentáneamente se detiene. Des- 
precíe el tamaño de la bola, 

j >69. La bola tiene una masa de 30 kg y rapidez v - 4 
m /s en el instante en que está en su punto más bajo, tí = 
0 o * Determine la tensión en la cuerda y la razón a ta que 
la rapidez de la hola está disminuyendo en d instante 
tí = 20 ( \ Desprecie d tamaño de la bola. 



Pm?>¡u 13-65/66 


»ji 

13-67. Determine la rapidez constante de los pasajeros 
en el juego de un parque de diversiones si se observa que 
los cables de soporte están dirigidos a tí = 30 de la ver- 
tical. Cada silla* incluyendo su pasajero, tiene una masa 
de SO kg, ¿Cuáles son las componentes de fuerza en las 
direcciones n. t y h que la silla ejerce sobre un pasajero 
de 50 kg durante el movimiento? 




Pmhs 13-68/69 


15-70, El paquete tiene un peso de 5 Ib y se desliza ha- 
cia abajo por la canaleta. Cuando alcanza la porción cur- 
va ,413, está viajando a 8 pies, s (tí “ 0*). Si la canaleta es 
lisa* determine la rapidez del paquete cuando alcanza el 
punto intermedio C (0 = 3G n J y cuando alcanza el plano 
horizontal (tí — 45^). Encuentre también la fuerza nor- 
mal que actúa sobre el paquete en et punto C. 



Priib, 13-67 


Pro!*, 13-70 
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13-7 1. Los paqueLcs.'que tienen una masa de 5 kg. de- 
ben moverse a lo largo de la linea de montaje a una ra- 
pidez constante de 8 m/s, Determine el mínimo radío cié 
curvatura, p necesario en la banda transportadora de ma- 
nera que los paquetes no resbalen. Los coeficientes de 
fricción estática y cinética entre cada paquete y la banda 
son fí s — 0.7 y fi k - 0.5. respectivamente. 


y aceleración 


Lí ' 73 - E1 automóvil de 0.8 Mg está viajando sobre la co- 
lina que tiene la forma de una parábola. Si el conductor 
mantiene una rapidez constante de 9 m/s, determine la 
fuerza normal resultante y la tuerza de fricción resultan- 
te que las ruedas del automóvil ejercen sobre el camino 
en el instante en que alcanza el pumo A. Desprecie el ta- 
maño del automóvil. 



Prnti. 13—71 


15-72. El bloque liso B con masa de 0.2 kg está uni- 
do al vértice del cono circular recto por medio de una 
cuerda ligera. El cono está girando a una razón angu- 
lar constante con respecto al eje z de manera que" el 
bloque alcanza una rapidez de 0.5 m/s. A esta rapidez, 
determine la tensión en la cuerda y la reacción que el 
cono ejerce sobre el bloque. Desprecie el tamaño de! 
bloque. 


,v 



Una niña con masa de 25 kf está sentada en el 
borde del carrusel de manera que su centro de masa G’ 
está a una distancia de 1.5 m del eje de rotación. Si el mo- 
vimiento angular de la plataforma es incrementado len- 
tamente de manera que la componente tangencial de ace- 
leración de la niña puede ser ignorada, determine la 
lapídez máxima que ella puede tener antes de empezar 
. a resbalar hacia fuera del carrusel. £] coeficiente de fric- 
ción estática entre la niña y el carrusel es (¿, — 0.3. 



Proh. 1 3—72 


Prnh, 13-74 
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í _V?5, La maleta de 10 Ib resbala bada abajo por la ram- 
pa curvea cuyo coeficiente de fricción cinética es = 0.2, 
Si en el instante en que alcanza el punto A tiene rapidez 
de 5 pies/s. determine la fuerza normal que actúa sobre 
la maleta y la razón de aumento de su rapidez, 



P n»k 0-75 


; : w6_ El carrete S de 2 kg se ajusta con holgura en la 
barra inclinada cuyo coeficiente de fricción estática es 
¿i v = 0,2. S¡ e) carrete está ubicado a 0.25 m de A w deter- 
mine la rapidez mínima constante que puede tener de ma- 
nera que no resbale hacia abajo por la barra. 


Problemas * 133 

iv 77 El carrete S de 2 kg se ajusta con holgura en la 
barra inclinada cuyo coeficiente de fricción estática es 
¡± s — 0 , 2 . Sí el carrete está ubicado a (J.25 m de A. deter- 
mine la rapidez máxima constante que puede tener para 
que no resbale hacia arriba por la barra. 



t El hombre tiene una masa de 80 kg y está senta- 
do a 3 m del centro de la plataforma en rotación. Debido 
a la rotación su rapidez aumenta desde el reposo en 
b = 0.4 m/s 1 . Sí el coeficiente de fricción estática entre 
su ropa y la plataforma es = 03, determine d tiempo 
requerido para que el hombre se deslice, 



Proh. LV7Ó 



Priifrs* LV7S 


i 
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• 1 La esquiadora parte del reposo en A( 10 m. 0) y 

desciende por la pendiente lisa, la cual puede ser aproxi- 
mada por una parábola. Si eila tiene una masa de 52 kg, 
determine la hierra normal que ejerce sobre eJ terreno 
en el instante en que pasa por el pumo B. Desprecie el 
tamaño de !a esquiadora. Sugerencia'. Use el resultado del 
problema 13-58. 



El bloque tiene un peso de 2 Ib y puede mover- 
se a lo largo de la ranura lisa techa en el disco en rota- 
ción. El resorte tiene una rigidez de 2.5 Ib/pie y longitud 
no alargada de 1.25 pies, Determine la fuerza del resor- 
te sobre e] bloque y la componente tangencial de fuerza 
que la ranura ejerce sobre el lado del bloque, cuando éste 
está en reposo con respecto al disco V cuando viaja a ra- 
pidez constante de 12 pies/s. 


L Si la bicicleta y la ciclista tienen un peso total de 
L8U Ib. determine la fuerza normal resultante que actúa 
sobre La bicicleta cuando pasa por el punto A mientras 
desciende libremente a v A = 6 pies/s. Calcule también el 
incremento en la rapidez de la bicicleta en este punto. 
Desprecie la resistencia debida ai viento y el tamaño de 
la bicicleta y la ciclista. 



1 - El collar tiene una masa de 5 kg y está obligado 
a moverse por una barra lisa circular que se encuentra en 
d plano horizontal. El resorte unido al collar tiene lon- 
gitud no alargada de 200 mm. Si. en e! instante 0 = 30 c . 
el collar tiene rapidez de » = 2 m/s. determine la mag- 
nitud de la fuerza normal de la barra sobre el collar y la 
aceleración de éste. 




Hrob. 13-81 1 


Pro!». 13-82 
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13.6 Ecuaciones de movimiento; Coordenadas cilindricas 


Cuando todas las fuerzas que actúan sobre una partícula son resueltas 
en componentes cilindricas, es decir, a lo largo de las direcciones de los 
vectores unitarios u r . n„. u., figura 13*16. la ecuación de movimiento pue- 
de expresarse como 

2F = ma 

2/711,- + 2/7,110 + 2 F.U, - mn r u r + mánii,, 4 - mn.n. 


Para satisfacer esta ecuación, las componentes respectivas u r . u H . 11 . del 
lado izquierdo deben igualar a las componentes correspondientes del la- 
do derecho. En consecuencia, podemos escribir las siguientes tres ecua- 
ciones escalares de movimiento: 


2/7 = ma r 
2/7 = ma a 
2E = ma. 


(13-9) 




Sistema CfKírifcnadp inen:ÍLil 


Ii R . 13—16 


Si la partícula está restringida a moverse sólo en e! plano t — 0, entonces 
únicamente las primeras dos de las ecuaciones 13-9 son usadas para es- 
pecificar el movimiento. 

Fuerzas tangenciales y norma - El tipo más directo de problema 
que implica coordenadas cilindricas requiere la determinación de las- com- 
ponentes de la fuerza resultante 2 F,, 2F„.2f. que ocasionan que una par- 
tícula se mueva con aceleración conocida. Sin embargo, si el movimiento 
acelerado de la partícula no se especifica por completo en el instante dado, 
entonces alguna información relativa a las direcciones o magnitudes de las 
fuerzas que actúan sohre la partícula debe ser conocida o calculada para re- 
solver las ecuaciones 13-9. Por ejemplo, la fuerza P ocasiona que la partí- 
cula mostrada en la figura 13-17« se mueva a lo largo de una trayectoria 
r — 0). La fuerza normal N que la trayectoria ejerce sobre la partícula es 
siempre perpendicular a la tangente de la trayectoria, mientras que la fuer- 
za de fricción F actúa siempre a lo largo de la tangente en la dirección 
opuesta del movimiento. Las direcciones de N y F pueden ser especificadas 
con respecto a la coordenada radial usando el ángulo t¡/ (psí). figura 13-17/?. 
el cual está definido entre la línea radial extendida y la tangente a la curva. 





r=f l&l 




Al descender el carro de peso IV 
por la vía en espiral, la fuenra nor- 
mal resultante que la vía ejerce so- 
hre el carro puede ser representa- 
da mediante sus tres componentes 
cilindricas: - N„ que crea una ace- 
leración radial. -a r : N ( . que crea 
una aceleración transversal. a„. y la 
diferencia W - N r . la cual crea 
una aceleración acimutal — si.. 


np. iM7 
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r=/(0) 

Tangente 


(C) 

rig. 13-17 



Tangente 


Fig. 13-18 


Eite ángulo se puede obtener aJ advenir que cuando la partícula es des- 
plazada una distancia ds a lo largo de la trayectoria. Geura 13 - 17 c, la com- 
ponente de desplazamiento en la dirección radial es dr y la componente 
de desplazamiento en la dirección transversal es r de. Como estas dos 
componentes son mutuamente perpendiculares, el ángulo \¡¡ puede ser de- 
terminado a partir de tan d = r dd/dr. o 


tan \¡¡ - 


r 

~dr¡dé 


(13-10) 


SÍ tS< es calculado como una cantidad positiva, se mide a partir de la lí- 
nea radial extendida a (a tangente en sentido contrario al de las mane- 
cillas del reloj o en la dirección positiva de 0, Si es negativo, se mide en 
la dirección opuesta a la B positiva. Por ejemplo, considere la cardioide 
r — a( 1 + eos d), mostrada en la figura 13-18. Como dr/dB = -a sen B. 
entonces, cuando B — 30", tan i¡j - a(l + cos30°)/(— a sen 30°) - —3.732. 

o é = -75 . medido en el sentido de las manecillas del reloj, como se 
muestra en la figura. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Las coordenadas cilindricas o polares son una opción conveniente 
para el análisis de un problema para el cual los datos relativos al 
movimiento angular de la línea radial r están dados, o para casos en 
donde la trayectoria puede ser convenientemente expresada en tér- 
minos de estas coordenadas. Una vez que estas coordenadas han si- 
do establecidas, las ecuaciones de movimiento pueden ser aplicadas 
para relacionar las fuerzas que actúan sobre ia partícula con sus com- 
ponentes de aceleración. El método para hacer esto fue presentado 
en el procedimiento de análisis de la sección 13.4. Lo siguiente es 
un resumen de este procedimiento. 

Diagrama de cuerpo libre 

Establezca el sistema coordenado inercia! r.B t z. y trace el diagra- 
ma de cuerpo libre de la partícula. 

Suponga que a„ a*, a- actúan en las direccicmes positivas de r, B, 
z si las direcciones son desconocidas. 

Identifique todas las incógnitas en el problema. 

Ecuaciones de movimiento 

Aplique tas ecuaciones de movimiento, ecuaciones 13-9. 

Cinemática 

Lse los métodos de la sección 12.8 para determinar r y las derivadas 
con respecta al tiempo r, r, 9, 6Í_ y luego evalúe las componentes 
de la aceleración a, = r - rB 2 . a 0 = ré 4- Iré. a. = z. 

SÍ cualquiera de las componentes de la aceleración es calculada 
como una cantidad negativa, esto indica que la componente ac- 
túa en su dirección coordenada negativa. 

Al tomar las derivadas con respecto al tiempo de r - fifi), es muy 
importante usar la regla de la cadena del cálculo. 
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EJEMPLO 13.10 


El hloque de 2 Ib mostrado en la figura 13-19er se mueve sobre una 
guía lisa horizontal.de manera que su trayectoria está especificada en 
coordenadas polares mediante las ecuaciones paramétricas r = (10r) 
pies y 6 = (0 5í) rad. donde t está en segundos. Determine la magni- 
tud de la fuerza tangencial F que causa el movimiento en el instante 
r - 1 s. 


Solución 

t « (i /: cuerpo fibrr. Como se muestra en el diagrama de cuer- 
po libre, figura 1 3-1%, la fuerza normal de la guía sobre el bloque, N, 
y la fuerza tangencial F están ubicadas a un ángulo if/ de los ejes r y 
9. Este ángulo puede obtenerse a partir de la ecuación 13-10. Para 
hacerlo así. primero debemos expresar La trayectoria como r - 
eliminando el parámetro f entre r y ti. Esto da r = 4O0 2 , Además, cuan- 
do í = 1 s, 0 = 0.5(1 s) - 0.5 rad. Así. 

r me 1 

tan i(j — ■ : — — — 0.25 



40(2») 


tf— O.S niJ 


dr/dti 
tp = 14.04' 

Como tf/ es una cantidad positiva, se mide en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj desde el eje r a la tangente (la misma dirección 
que 6) como se muestra en la figura 13-19&. De momento se tienen 
cuatro incógnitas: F. N. a r y a#. 

Ecuaciones de movimiento. 

— | S F r — ma r : F eos 14.04“ - N sen 14.04 = 


t + 2 F» ~ mas, F sen 14.04' + N eos 14.04 a - 


Como el movimiento está especificado, las coordena- 
das y las derivadas con respecto al tiempo requeridas pueden ser cal- 
culadas y evaluadas en i = 1 s. 



r = 10/ 2 
r = 20 1 


1 = 1 S 


= 10 pies 9 = 0.5f 


ii=l* 


= 0.5 rad 


= 20 pies/s 9 = 0.5 rad/s 


i-LS 

r = 20 pies/s 2 9 = 0 

a t = r - rB 1 = 20 - 10(0.5 } 2 = 17.5 pies/s z 
a„ = ré + 2r9 = 10(0) + 2{2Q)(G.5) = 20pies/s z 

Sustituyendo en las ecuaciones 1 y 2, y resolviéndolas, obtenemos 

F = 1.36 Ib R, 

N = 0.942 Ib 


t¡/= 14.04» 




0») 

2 

32.2 ° r 

(I) 

Hg. LVL 9 

2 

( 2 ) 


32.2** 
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ib) 


He. 13-21) 


El cilindro liso C de 2 kg mostrado en la figura 13-20ff tiene un pasador 
P que atraviesa su centro a través de la ranura situada en el brazo OA. 
Si el brazo gira en el piano vertical a la razón constante 8 ~ 0.5 rad/s, de- 
termine la fuerza que ejerce sobre el pasador en el instante 8 = 60°. 

Solución 

¿Por qué es una buena idea usar coordenadas polares para resolver 
este problema? 

El diagrama de cuerpo Ubre para el ci- 
lindro se muestra en la figura 13-206. La fuerza sobre el pasador, F P . 
actúa perpendicularmente a la ranura situada en el brazo. Como es 
usual, se supone que a r y a„ actúan en las direcciones r y 9 positivas, 
respectivamente. Identifique las cuatro incógnitas. 

Usando ¡os datos que aparecen en la fi- 
gura 13-206, tenemos 

+\ XF r = maA 1 y. 62 sen 8 - N c sen 8 = 2 a r (1) 

= ma a ; 19,62 eos 8 + F P - N c eos 8 = 2 a„ (2) 

A partir de la figura 13-20íi. r puede relacionarse con 
8 mediante la ecuación 


r = 


0.4 
sen 8 


= 0.4 esc 8 


Como í/(csc 6) - -(esc 8 cot 8) d9 y d ( cot 0) = -(csc : 8) d8. enton- 
ces r y las necesarias derivadas con respecto al tiempo son 

8 — 0.5 r — 0.4 esc 8 

® = Ó r = — 0.4(csc 8 cot $)é 

= -0.2 esc 8 cot 9 

y - -0.2 ( -CSC 6 cot #)(#) cot 8 — 0.2 esc 8{ -esc 2 8)8 
= 0,1 csc#(cot 2 0 + CSC 2 #) 

Evaluando estas fórmulas en 8 = 60°. obtenemos 

8 = 0.5 r = 0.462 

¡9 = 0 r = -0.133 

y - 0.192 

a, = r - rÚ 1 = 0.192 - 0.462(0.5 ) 2 - 0.0770 
= ré + 2r8 = 0 + 2(-0.133)(0.5) = -0.133 

Sustituyendo esos resultados en las ecuaciones 1 y 2 con 8 — 60° y re- 
solviendo resulta 

Afc = 19.4 N F P — -0.356 N Rvsp. 

El signo negativo indica que actúa en sentido opuesto al mostra- 
do en la figura 13-206. 
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Un bote de hojalata C, con masa de 0.5 kg, se mueve a io largo de 
la ranura horizontal mostrada en la figura 13-2 la. La ranura tiene for- 
ma de espiral, la cual está definida mediante la ecuación r = (0.1 Él) m. 
donde Él está en radianes. Si ei brazo O A está girando a razón cons- 
tante Ó — 4 rad/s en el plano horizontal, determine la fuerza que 
ejerce sobre el bote en el instante 8 — tt radianes. Desprecie la fric- 
ción y el tamaño del bote. 

Solución 

La fuerza impulsora F í; actúa perpendi- 
cularmente al brazo OA, mientras que la fuerza normal de la pared 
de la ranura sobre el bote, N t > actúa parpe ndicularmente a la tan- 
gente a la curva en 8 = v rad, figura 13-21 6. Como es usual. a r y a H 
son supuestas actuando en las direcciones positivas de r y 8. respec- 
tivamente. Como la trayectoria está especificada, el ángulo que la 
línea radial extendida r forma con la tangente, figura 13-2lc, puede 
ser determinado con la ecuación 13-10. Tenemos r = 0.10. por lo que 
drídtí — 0.1. y entonces 


tan ip = 


0.10 


dr/dO 0.1 


= e 



Cuando 0 = tt, t}t = tan -1 7r — 72.3°. por lo que — 90° — é — 17. 7 a , 
como se muestra en la figura 13-2 1c. Identifique las cuatro incógnitas 
en la figura 13-216. 

Usando 4> — 17.7° y los datos mostra- 
dos en la figura 13-216. tenemos 

2 F r = ma,: N c eos 17.7° =* 0.5a, (1 ) 

+ J, - ma»; F c ~ N c sen 17.7° = 0.5a 8 (2) 

Las derivadas con respecto al tiempo de r y 0 son 

0 — 4 rad/s r = 0.10 

0 = 0 r = 0.10 = 0.1(4) = 0.4 ra/s 

r - 0.10 = 0 

En el instante 8 — tt rad. 

a r = t — ró 2 = 0 - 0.1{tt){ 4)“ = —5.03 m/s 2 

üf, = r¡9 4 - 2 i-8 = 0 + 2(0.4) (4) = 3.20 m/s* 

Sustituyendo estos resultados en las ecuaciones 1 y 2 y resolviendo 
resulta 



í-0.10 


Tangente 



rr 


(<0 

i t.r-2t 


N c = -2.64 N 
F c - 0.800 N 

¿Qué indica el signo negativo de N¿! 
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PROBLEMAS 

13-83. Una partícula que Liene una masa de L5 kg se 
mueve a lo largo de una trayectoria definida por las ecua- 
ciones r = (4 + 3 i) m, 0 = (í 2 +■ 2} rad. y z « (6 - r 5 ) m, 
donde r está en segundos. Determine las componentes 
y z de fuerza que la trayectoria ejerce sobre la par- 
tícula cuando í - 2 & 

13-H4, La trayectoria de movimiento de una partícu- 
la de 5 Ib en el plano horizontal es descrita en térmi- 
nos de coordenadas polares como r = { 2r + 1) pies y 
B = (H5r — f) rad. donde t está en segundos. Determine 
la magnitud de la fuerza desbalanceada que actúa so- 
bre la partícula cuando t — 2 s. 

13 -K5. El seguidor AB sostenido por un resorte tiene 
un peso de 0*75 Ib y se mueve en vaivén conforme su ex- 
tremo rueda sobre la superficie contorneada de la leva, 
donde r - (12 pies y z = (0.1 sen 0) píes. Sí la leva está 
girando a razón constante de 6 rad/s, determine la fuer- 
za en el extremo A del seguidor cuando 6 - 90°. En 
esta posición el resorte está comprimido en 0.4 pies. Des- 
precie la fricción en la chumacera C. 

1 3 Nj . El seguidor AB sostenido por un resorte tiene un 
peso de 0,75 Ib y se mueve en vaivén conforme su extre- 
mo rueda sobre la superficie contorneada de la leva, don- 
de r — ÍL2 pies y z = (0.1 sen 28) pies. Si la leva está gi- 
rando a razón constante de ó rad As, determíne las fuerzas 
máxima y mínima que el seguidor ejerce sobre la leva si 
el resorte está comprimido en 0.2 pies cuando 8 = 45 A 



Í3-l*7. La barra AB de 2 kg se mueve hacia arriba y 
hacia abajo cuando su extremo se desliza sobre la su- 
perficie lisa contorneada de la leva, donde r = 0.1 m y 
Z = (0*02 sen 20) m. Si la leva está girando a razón cons- 
tante de 5 rad/s. determine las fuerzas máxima y mínima 
que la leva ejerce sobre la barra. 



Prub. 13-87 


i ; ! 7 El niño de 40 kg resbala hada abajo por la res- 
baladíUa en espiral con rapidez constante tal que su po- 
sición. medida desde la parte superior de la vía. tiene com- 
ponentes r = 1.5 m. 6 = (OJr) rad, y z = (~0Jr) m. donde 
i está en segundos. Determine las componentes de fuer- 
za F r , y F. que la resbaladilla ejerce sobre él en el Íns- 
tame r = 2 s. Desprecie el tamaño del niño. 



Proh, 13MJB 
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154^. La barra O A gira en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj con velocidad angular constante de 
B = 5 rad/s. El doble collar B está articulado en su unión 
de modo tal que un collar se desliga sobre la barra en ro- 
tación y el otro sobre la barra curva horizomal cuya for- 
ma es descrita por la ecuación r — 1 .5(2 ■ eos tf) pies. Si 
ambos collares pesan Ü.75 tb. determine la fuerza normal 
que la barra curva ejerce sobre un collar en d instante 
U = 120 r '. Desprecie la fricción. 



Prub, 13-89 


La partícula de 0.5 Ib es guiada por la trayectoria 
circular usando la guía de brazo ranurado. Si el brazo tie- 
ne velocidad angular 0 - 4 rad/s y aceleración angular 
= 8 rad/s* en el instante = 30 , determine la fuerza 
de la guía sobre la partícula, El movimiento ocurre en el 
plano horizontal. 


* 3-9 i * La partícula tiene una masa de 115 kg y está obli- 
gada a moverse a lo largo de la ranura lisa horizontal de- 
bido a la rotación del brazo OA. Determíne la fuerza de 
la barra sohre la partícula y la fuerza normal de la ranura 
sobre la partícula cuando 0 — 3Q\La barra está girando 
con velocidad angular constante B = 2 rad/s, Suponga 
que la partícula está en contacto con sólo un lado de la 
ranura en cualquier instante. 

l.vui Resuelva el problema 13—91 si el brazo tiene ace- 
leración angular de i? — 3 rad/s z y 8 — 2 rad/s en este 
instante. Suponga que la partícula está en contacto con 
sólo un lado de la ranura en cualquier instante. 



LL9.L El manguito, que tiene una masa de 2 kg, se 
desliza a lo largo de ta barra lisa horizontal, r = (0.4tf) 
m, donde 0 está en radianes. Si su razón angular de ro- 
tación es constante e igual a 8 = 6 rad/s, determine la 
fuerza P horizontal tangencial necesaria para producir 
el movimiento y la componente de fuerza horizomal 
normal que el manguito ejerce sobre la barra en el ins- 
tante 9 = 45°. 




Prut», T3-9Í1 


Prob, 13-93 
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13-94. La barra ran unida se usa para mover la partícu- 
la lisa de 2 Ib alrededor de la trayectoria horizontal en 
forma de caracol, r - (2 + eos 8) pies. Si en todo momen- 
to P = 0.5 rad s, determine la fuerza que la barra ejerce 
sobre la partícula en d instante 0 = 90". La barra y la tra- 
yectoria entran en contacto con la partícula por un solo 
lado. 

13-95. Resuelva el problema 13—94 en el instante 
fl-= 60°. 

13-96. La barra ranurada se usa para mover la par- 
tícula lisa de 2 Ib alrededor de la trayectoria horizontal 
ea forma de caracol, r = (2 + eos 8} píes- Sí tí = (0.5r) 
rad. donde / está cu segundos, determine la fuerza que 
la barra ejerce sobre la panícula en el instante t = 1 s. La 
barra y la trayectoria entran en contacto con la partícula 
por un solo lado. 



13-98* Resuelva el problema 13-97 si ¡3 = 2 rad/s‘ 
cuando 0 = 5 rad/s y ú = 60°. 



1 3***9. Por un corto tiempo, el carruaje de 250 kg está 
viajando por La vía en espiral de tal modo que su posi- 
ción medida desde la parte superior de la vía tiene com- 
ponentes r - 8mJ = (0,1 1 - 0.5) rad. y z = < —0*2/) tn, 
donde t está en segundos. Determine las magnitudes de 
las componentes de fuerza que la vía ejerce sobre el ca- 
rruaje en las direcciones r, $ y z en d instante r = 2 s. 
Desprecie el tamaño del vehículo, 


Prolw, 13-94/95 


13-97. La partícula lisa tiene una masa de 80 g. Está 
unida a una cuerda elástica que se extiende de O a P y 
debido a la guia de brazo ranurado se mueve por la tra- 
yectoria circular horizontal r — (0.8 sen 8) m. Si la cuer- 
da tiene rigidez k — 30 N/m y longitud sin deformar de 
fi-25 m. determine la fuerza de la guía sobre la partícula 
cuando Ü = 60 a . La guía tiene velocidad angular constan- 
te de 9 =5 rad/s. 



Prob. 13-99 
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1 1.t-lütt. Usando una barra ranurada, un cilindro liso C 
que tiúnc masa de 0.5 kg es forzado a moverse a lo lar- 
go de la trayectoria vertical ranurada r = (0.5 0) m. don- 
de (¡ está en radianes. Si la posición angular del brazo es 
(1 - (l).5r) rad. donde t está en segundos, determine la 
tuerza de !a barra sobre el cilindro y la fuerza normal de 
la ranura sobre el cilindro en el instante r = 2 s. El cilin- 
dro está en contacto con sólo un borde de la barra y la 
ranura cu cualquier instante. 



Prub. i 3-1 (MI 


13- 10 L La bola tiene una masa de 2 kg y tamaño imigni- 
ficante. Originalmente esta viajando alrededor de la trayec- 
toria circular horizontal de radio r (} = (15 m de tal manera 
que la razón angular de rotación es 0 n = i rad/!L Si la 
cuerda ABC unida es jalada hacia abajo por el agujero 
a rapidez constante de 0.2 m/s, determine la tensión que 
la cuerda ejerce sobre la bola en el instante r - 0.25 ni. 
Calcule también la velocidad angular de la bola en este 
instante. Desprecie los efectos de la fricción entre La ba- 
la y el plano horizontal Sugerencia: Muestre primero que la 
ecuación de movimiento en ]a dirección H da ¿j** — rÓ + 
= (1 r){d(j^B) j di) — 0. Al integrar, = a donde la 
constante c es determinada a partir de los datos del pro- 
blema. 



Problemas , 143 

T 3-102, El collar tiene mía masa de 2 kg y viaja a lo lar- 
go de la barra lisa horizontal definida por la espira! 
equiangular r “ (tf) m. donde tí está en radianes. Deter- 
mine la fuerza tangencial F y la fuerza normal /V que ac- 
túan sobre ei collar cuando 6 - 45* si la fuerza F man- 
tiene un movimiento angular constante 0=2 rad/s. 



Fruía. 13-102 


l \ El collar tiene una masa de 2 kg y viaja a lo 
largo de la barra lisa horizontal definida por la espiral 
equiangular r — (e 9 ) m. donde fl está en radianes. De- 
termine la fuerza tangencial F y la fuerza normal N que 
actúan sobre el collar cuando tí = 90 . sí la fuerza F man- 
tiene un movimiento angular constante tí = 2 rad/s. 



Pmh* 13-101 
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13- UM, Usando una barra ahorquillada, un cilindro 
liso /\ con masa de (L4 kg, es forzado a moverse a lo 
largo de la trayectoria vertical ranurmía r = (0.6 0) m, 
donde ti está en radianes. Si el cilindro tiene rapidez 
constante v c = 2 m/s, determine la fuerza de la barra 
y la fuerza normal de la ranura sobre el cilindro en el 
¡listante 0 — ir radianes. Suponga que el cilindro está 
en contacto con sólo un borde de la barra v la ranura en 
cualquier instante.. Sugerencia: Para obtener las deriva- 
das con respecto ai tiempo necesarias para calcular las 
componentes de Ja aceleración del cilindro a r y a#, tome 
las primera y segunda derivadas con respecto al tiem- 
po de r — 0.60. Luego, para información adicional, use 
la ecuación 12-26 para delerminar ti. Tome también la 
derivada con respecto al tiempo de la ecuación 12-26, 
observando que v c — Ü, para determinar Ó, 



Prob. LVI04 


13- 1 Ib, Un juego en un parque de diversiones consiste 
en uu carro soportado por pequeñas ruedas, fnicialmcn- 
le, el carro está viajando en una trayectoria circular de 
radio r ü — 16 píes de tal manera que la razón angular 
de rotación es 0 {i = CU rad/s. Si el cable OC unido al 
carro es jalado hada dentro con rapidez constante de 
r — ~Ó.5 pies/s, determíne la tensión que ejerce sobre 
el carro en el instante r - 4 pies. El carro y su pasaje- 
ro tienen un peso total de 4<JU Ib. Desprecie los efectos 
de la fricción. Sugerencia: Demuestre primero que la 
ecuación de movimiento en la dirección ti es a H = rti + 

2rf) = (l/r)d(rO)/dr = U. Al integrar, rti = t\ donde 
la constante c es determinada a partir de los datos del 
problema. 



* 3- 1 06* Usando aire a presión, la bola de 0.5 kg es for- 
zada a moverse por el tubo que se encuentra en el pla- 
no horizontal y tiene forma de espiral logarítmica. Si la 
fuerza tangencial ejercida sobre la bola debido ai aire 
es de 6 R determine la razón de crecimiento en la rapi- 
dez de la bola en el Instan te 0 = tt/2. ¿En qué direc- 
ción actúa la bola? 

13-107. Resuelva el problema 13-106 si el tubo se en- 
cuentra en un plano vertical. 



Prohs. 13-106/107 
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} HK. El brazo está girando a razón de 0=5 rad /'$ 
¿uándo 9.-2 rad/s" y 0 = 9(í. Determine la fuerza 
normal que debe ejercer sobre la partícula de 0.5 bg si 
la partícula está confinada a moverse a lo largo de la 
trayectoria ranurada definida por la espiral hiperbóli- 
ca hofizOrttal r& = 0.2 ni 



I J i'r\ El collar. que tiene un peso de 3 Ib* resbala a. lo 
largo de la barra Lisa que permanece en el pltmo horizon- 
tal y tiene la forma de una parábola r = 4/(1 - eos 9). 
donde 9 está en radianes y r en píes. Si la razón angular 
dd collar es constante y es igual a 0 = 4 rad /s. deiermi- 
ne la fuerza tangencial P retardante necesaria para cau- 
sar d movimiento y la fuerza normal que el collar ejerce 
sobre la barra en el instante 9 — 9Ü 


Problemas * 145 

l.Min. El pUoto de un avión ejecuta un lazo vertical 
que en parte sigue la trayectoria de una cardioidc, r = 
6(¥)( 1 4- eos 0) piea, donde 8 está en radianes. Si su rapi- 
dez en A (8 — 0°) es constante e igual a v¡* = 80 pies /s, 
determine la fuerza vertical que el cinturón de su asien- 
to debe ejercer sobre el para mantenerlo en su asiento 
cuando el avión está de cabeza en A. El piloto pesa 150 
lh. Vea la sugerencia relativa al problema 13-104* 


.4 



Pruli- B-üri 


Un manguito de U.2 kg se desliza a lo largo de 
una barra lisa. Si la barra tiene una razón angular constan- 
te de rotación 0=2 rad/s en el plano vertical, muestre 
que las ecuaciones de movimiento para el manguito son 
r - 4r - 9*81 sen 8 = i) y í)*8r + N, - 1.962 eos 6 = 0, 
donde .V, es la magnitud de La fuerza normal de la barra 
sobre el manguito. Usando los métodos de las ecuaciones 
diferenciales, se puede mostrar que la solución de la pri- 
mera de estas ecuaciones es r = -2/ + C 2 e 2í - (9.KI /8) 

sen 2 l Si r, r y 0 son cero cuando ( = 0. evalúe las cons- 
tantes Q y C 2 y determine r en el instante 8 - rr/4 ra- 
dianes. 




P rali. 13-W 


Prob* 13-111 
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*13.7 Movimiento bajo fuerza central y mecánica del espacio 



ía> 


0 



Si una partícula se está moviendo sólo bajo la influencia de una fuer- 
za que tiene una línea de acción dirigida siempre hacía un punto fijo, 
el movimiento se Llama movimiento bajo fuerza central. Este tipo de 

movimiento es causado comúnmente por fuerzas electrostáticas v era- 
vi tatorias. ' “ 

Para determinar el movimiento, consideraremos la partícula P mostra- 
da en la figura 13-22<f. la cual tiene una masa m v actúa sohre ella sólo 
la tuerza cent! al 1 . El diagrama de cuerpo libre para la partícula se mues- 
tra en la figura 13-226. Usando coordenadas polares (r. 0). las ecuacio- 
nes de movimiento, ecuaciones 13-9, loman la forma 



(13-11) 


La segunda de estas ecuaciones puede escribirse en la forma 



de manera que al integrar se obtiene 


l'lfi. I.t-22 



(13-12) 


Aquí h es una constante de integración. A partir de la figura 13-22« 
advierta que el área sombreada descrita por el radio r. conforme r se 

mueve por un ángulo 0 r es dA - '-¿d V. Si la velocidad areal es de- 
finida como 


dA 1 ,d8 h 

~di~2 r 'di^2 


(13-13) 


entonces, se ve que la velocidad areal para una partícula sometida a un 
movimiento bajo fuerza central es constante. En otras palabras, la par- 
tícula barrerá segmentos iguales de área por unidad de tiempo al Ma- 
jar a lo largo de La trayectoria. Para obtener la rravectoria de movimiento. 
\ ~ variable independiente / debe ser eliminada de las ecuaciones 

13-11. Usando la regía de la cadena del cálculo y la ecuación 13-12. las 
derivadas con respecto a) tiempo de las ecuaciones 13-11 pueden ser 
reemplazadas por 


dr dr d(i h dr 
dt d8 dt r 2 dO 

~ = —( _ fL ( iLÚL y^L 

dt~ dt \ r~ dtí ) dO \ r 2 df) ) dt 
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Sustituyendo una nueva variable dependiente £ - l/r en la segunda 
ecuación, tenemos 


cfr 

dr 2 


= - lr£ 


3 



Además, el cuadrado de la ecuación 13-12 es 


O'-*- 

Sustituyendo estas dos últimas ecuaciones en la primera de las ecuacio- 
nes 13-1 1 obtenemos 


o bien 


F 

di? mh 2 ¿¡ 2 


(13-14) 



Este satélite está sometido a una fuerza 
central y entonces su movimiento orbital 
puede ser previsto con gran aproxima- 
ción usando las ecuaciones desarrolladas 
en esta sección. 


Esta ecuación diferencial define la trayectoria sobre la que viaja la par- 
tícula cuando está sometida a la fuerza central* F. 

Consideraremos ahora la fuerza de atracción gravitatoria. Algunos 
ejemplos comunes de sistemas de fuerza central que dependen de la gra- 
vitación incluyen el movimiento de la Luna y de los satélites artificiales 
con respecto a la Tierra, y el movimiento de los planetas alrededor del 
Sol. Como un problema típico en mecánica del espacio, considere la tra- 
yectoria de un satélite o de un vehículo espacial lanzado en órbita de 
vuelo libre con velocidad inicial v„, figura 13-23. Supondremos que esta 
velocidad es inicialmente paralela a la tangente a la superficie de La 
Tierra, como se muestra en la figura. t Justo después que el satélite es li- 
berado para entrar en vuelo libre, la única fuerza que actúa sobre él es la 
fuerza gravitatoria de la Tierra. (La atracción gravitatoria que generan 
otros cuerpos como la Luna o el Sol será despreciada, ya que para ór- 
bitas cercanas a la Tierra su efecto es pequeño en comparación con la 
gravitación de la Tierra.) De acuerdo con la ley de la gravitación de New- 
ton. la fuerza F actúa siempre entre los centros de masa de la Tierra y 
el satélite, figura 13-23. A partir de la ecuación 13-1, esta fuerza de atrac- 
ción tiene magnitud de 


F 



doude M e V m representan la masa de la Tierra y del satélite, respecti- 
vamente. G' es la constante gravitatoria. y r es la distancia entre los cen- 


Trayectoria 
de vuelo libre 




Flji. 13-23 


*En la derivación, F es considerada positiva cuando está dirigida hacia el punto O , Si 
¥ mi dirigida opuestamente, el lado derecho de la ecuación 13-14 debe ser negativo, 

fEl caso en que \. r actúa con algún ángulo inidal ií a la tángeme es descrito convenien- 
temente usando la conservación de! mommtum angular (vea d problema 15-116) 
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Fia, I J-24 


tros de masa. Haciendo £ - I ¡r en la ecuación anterior y sustituyendo 
el resultado en la ecuación 13-14, obtenemos 


d 2 é 




dQ- ' 6 h 1 (13-15) 

Esta ecuación diferencial ordinaria de segundo orden tiene coeficientes 
constantes y no es homogénea. La solución está representada como la 
suma de las soluciones complementaria y particular. La solución com- 
plementaria se obtiene cuando el término a la derecha es igual a cero 
Esta solución es 

í r — C COS(éJ — tt>) 

donde C y d> son constantes de integración. La solución particular es 

GM C 


= 


h 2 


Así. la solución completa de la ecuación 13-15 es 


íe + €p 

1 ^ GM t 

- = C cos{$ - <f>) + 


(13-16) 


La validez de este resultado puede ser verificada por sustitución en la 
ecuación 13-15. 

La ecuación 13-16 representa la r rayectoria de vuelo libre de! satélite. 
Es a ecuación de una sección cónica expresada en términos de coorde- 
nadas polares. Como se muestra en la figura 13-24, una sección cónica 
es definida como e¡ lugar geométrico de un punto A, el cual se mueve 
en un plano de manera tal que la razón de su distancia desde un punto 
lijo /■ a su distancia desde una línea fija es constante. El punto fijo se 
denomina foco y !a finca fija DD se fiama directriz . La razón constante 
es referida como excentricidad de la sección cónica y se denota por e. 
Así. 

FP 

e PA 

que puede ser escrita en la forma 

FP = r - e(P A) — e[p - r eos (0 - 4>)¡ 

o bien 

1 1 , i 

— = — COSÍ -</> )+ 

r P ep 

Comparando esta ecuación con la ecuación 13-16. se ve que la excentri- 
cidad de la sección cónica para la trayectoria es 



(13-17) 
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y la distancia fija del foco a la directriz es 

(13-18) 

Siempre que el ángulo polar O se mida desde el eje x {un eje de sime- 
tría ya que es perpendicular a la directriz), el ángulo <b será cero, figura 
1 3-24. y por tamo la ecuación 13-16 se reduce a 

1 I jf 

- = Ccos í (13-19) 

r hr 

Las constantes h y C son determinadas a partir de los dalos obtenidos 
para la posición y la velocidad del satélite al final de la trayectoria de 
vuelo de potencia. Por ejemplo, si la altura inicial o distancia al vehículo es- 
pacial es r 0 {medida desde el centro de la Tierra) y su rapidez inicial es 
%al principio de su vuelo libre, figura 13-25. entonces la constante h se 
puede obtener con la ecuación 13-12. Cuando 0 = é = 0 . la velocidad 
Vo no tiene componente radial: por tanto, a partir de la ecuación 12-25. 
tiu = r {) (df)/dt], de modo que 



o bien 



(13-20) 


Para determinar C, use la ecuación 13-19 con 8 = 0°, r — y sustituya 
la ecuación 13-20 por h : 



(13-2-1) 


La ecuación para la trayectoria de vuelo libre es entonces 



(13-22) 


El tipo de trayectoria tomada por el satélite es determinado a partir 
del valor de la excentricidad de la sección cónica como está dada por la 
ecuación 13-17. Si 


e = 0 la trayectoria de vuelo libre es un círculo 

e — 1 la trayectoria de vuelo libre es una parábola 

e < i la trayectoria de vuelo libre es una elipse 

e > 1 la trayectoria de vuelo libre es una hipérbola 


(13-23) 
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Cada una de estas trayectorias se muestra en la figura 13-25. A par- 
tir de las curvas se ve que cuando el satélite sigue una trayectoria 
parabólica, está en la frontera de nunca retornar a su punto inicial 
de partida. La velocidad inicial de lanzamiento, v tl . requerida para que 
el satélite siga una trayectoria parabólica se llama velocidad de escape. 
La rapidez, r,.. puede ser determinada usando la segunda de las ecua- 
ciones 13-23 con las ecuaciones 13-17. 13-20 y 13-21, Se deja como un 
ejercicio mostrar que 



(13-24) 


La rapidez v, requerida para lanzar un satélite en órbita circular puede 
encontrarse usando la primera de las ecuaciones 13-23. Como e está 
relacionada con h y C, ecuación 13-17. C debe ser cero para satisfacer 
esta ecuación (a partir de la ecuación 13-20. h no puede ser cero); por 
tanto, usando la ecuación 13-21. tenemos 



(13-25) 


Si r<) representa una altura mínima para el lanzamiento, en donde la 
resistencia de fricción de la atmósfera se ignora, toda rapidez en el 
lanzamiento que sea menor a i\ hará que el satélite entre de regreso a 
la atmósfera de la Tierra y se queme o se estrelle, figura 13-25. 




Trayectoria para bú i kü, 
e - 1 _ 



Fig. 13-25 
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a -f* <i 

Hg. 13-2G 


Todas las trayectorias descritas por planetas y por la mayoría de los 
satélites son elípticas, figura 13-26. Para la órbita de un satélite alre- 
dedor de la Tierra, la distancia mínima de la órbita al centro O de la 
Tierra (que está ubicada en uno de los focos de la elipse) es r p y se pue- 
de calcular usando la ecuación 13-22 con O = (T. Por tanto. 



(13-26) 


Esta distancia mínim a se llama perineo de la órbita. El apogeo o distan- 
cia máxima r u se puede calcular usando la ecuación 13-22 con 0 ~ 180 .* 
Entonces, 


'ti 

" (2 GM e /rtíV&) - 1 


(13-27) 


Con referencia a la figura 13-26, el eje sermmayor a de la elipse es 


r¡, + r a 


(13-28) 


Usando geometría analítica, se puede mostrar que el eje semimenor b 
está determinada mediante la ecuación 

b = \4yü (13-29) 


^Eu realidad* la terminología pengeo y apogeo pertenece sólo a órbitas alrededor 
de la Tierras Si cualquier otro cuerpo celeste está ubicado en el foco de ana órbita elíp- 
tica. Las distancias mínima y máxima son llamadas, fespectivamenie, periapsis y apoap- 
sis de la órbita. 


151 
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Además, por integración directa, el área de una elipse es 



(13-30) 


La velocidad areal ha sido definida por la ecuación 13-13. ilA/di — 
h/2. Integrando resulta A - hT ¡2. donde T es ei periodo requerido 
para efectuar una revolución orbital. A partir de la ecuación 13-30. el 
periodo es 



T = 


(13-31) 


Además de predecir ia trayectoria orbital de los satélites de la Tierra, 
la teoría desarrollada en esta sección es válida, en gran medida, para 
predecir el movimiento real de los planetas que viajan alrededor del Sol. 
En este caso, la masa dd Sol, M % . debe ser sustituida poj M f cuando se 
usen las fórmulas apropiadas. 

E¡ hecho de que los planetas siguen órbitas elípticas alrededor del Sol 
fue descubierto por el astrónomo alemán Johannes Kepler a principios 
del siglo XV TI, Este descubrimiento fue realizado antes que Newton 
desarrollara las leyes del movimiento y la ley de la gravitación, y even- 
l utilmente proporcionó una prueba importante de la validez de esas 
leyes. Las leyes de Kepler. desarrolladas después de 20 años de obser- 
vación planetaria, son resumidas como sigue: 

L Tod ° Paneta se mueve en su órbita de manera que la línea que lo 
une al Sol barre áreas iguales en intervalos iguales de tiempo, in- 
dependientemente de la longitud de la línea. 

2. La órbita de cada planeta es una elipse con el Sol situado en uno 
de sus focos. 

3. El cuadrado del periodo de cualquier planeta es directamente pro- 
porcional al cubo del eje menor de su órbita. 


Ln enunciado matemático de la primera y la segunda leyes está dado 
por las ecuaciones 13-13 y 13-22, respectivamente. La tercera ley puede 
demostrarse a partir de la ecuación 13-31 usando las ecuaciones 13-19 
13-28 y 13-29. 
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EJEMPLO 13.13 


Un satélite es lanzado a 600 km de la superficie de la Tierra con 
velocidad inicial de 30 Mm/h actuando paralelamente a la tangen- 
te a la superficie de la Tierra, figura 13-27. Suponiendo que el radio 
de la Tierra mide 6378 km y que su masa es de 5,976(10^) kg. deter- 
mine (a) la excentricidad de la trayectoria orbital, y (b) la velocidad 
det satélite en el apogeo. 


Solución 

La excentricidad de la órbita se obtiene usando la ecua- 
ción 13-17. Las constantes h y C son determinadas primero con las 
ecuaciones 13-20 y 13-2L Como 

r p = r 0 = 6378 km + 600 km = ó.978( 10 a ) m 
va = 30 Mm/h - 8333.3 m/s 

entonces 

h = r p VQ = 6.978(1 0 & ) (8333.3) = 58.15(10*) m 2 /s 


- !(, - m 

r„\ r p nJ 




| = 25.4(10"*) m -1 


66.73(10~ 12 )[5.976(10 24 )1 
63í78(l0 6 ) l * ~~ 6.978(1 0 6 ) (8333.3 ) 3 

Por consiguiente, 

Ch 2 2.54(l0 _a )(58.15(10 9 )] 2 , 

e - = — tí ^7-r = 0.215 < 1 

GM t 66.73(10 _12 )[5.976(10“ 4 )] 

A partir de la ecuación 13-23, observe que la órbita es una elipse. 

; Si el satélite fuese lanzado en el apogeo A mostrado en 
la figura 13-27, con velocidad v /(< se mantendría la misma órbita siem- 
pre que 

h - Zpib = r 0 v A = 58.15(10 9 ) m 2 /s 

Usando la ecuación 13-27, tenemos 

r p 6.978(1 0 6 ) 


2GM, 

r p vl 


Así, 


“ 


" f Zj66.73(10~ t2 ))|5.976[10 24 )] 
i 6^978( 10 fi ) (8333.3 ) 2 

58. 15( 10 v ) 




= 31) Mm/h 


- 10.804(10*) 



601) km 


1 0,804 (10 6 ) 


= 5382.2 m/s = 19.4 Mm/h 


íii>. t3~2? 



http://libreria-universitaria.blogspot.com 


154 • CAPÍTULO 13 Cinética de una partícula: Fuerza y aceleración 


PROBLEMAS 

En los siguientes problemas, exceptó donde se indique 
otra cosa, suponga que el radio de la Tierra es de 6378 km. 
la masa de la Tierra de 5.976(1 0 24 ) kg. la masa del Sol de 
1.99(1 0 30 ) kg, y la constante gravita toria G = 66 7t( 1.0 !3 1 
m 3 /(kg • s 2 ). 

13-112. El cohete está en órbita circular alrededor de 
la Tierra a una altura /; = 4 Mm. Determine el incremen- 
to mínimo en rapidez que debe tener para escapar del 
campo gravitatorio terrestre. 



Proh, 13-412 


y t' - Demuestre ¡a tercera ley del movimiento de 
Kepicr. Sugerencia: Ese las ecuaciones 13-19 13-2S ] 3.^9 
y 13-31. 

13-1 14, El satélite se está moviendo en una órbiia elíp- 
tica con excentricidad <? = 0.25. Determine su rapidez 
cuando está a sus distancias máxima A y mínima B de la 
Tierra. 



Prob. 13-114 


13-1 L5. El cohete está viajando en vuelo libre a Jo lar- 
go de una trayectoria elíptica A'A.El planeta tiene ma- 
sa de 0-60 veces la de la Tierra, Si el cohete tiene apoap- 
sis y periapsis como se muestra en la figura, determine su 
rapidez cuando está en el pumo A. 



Prnb. 1.3-115 


¡.w ift. Una trayectoria elíptica de un satélite tiene ex- 
centricidad e — 0.130. Si el satélite tiene rapidez de 15 
Mm/h cuando está en el perigeo, P, determine su rapi- 
dez cuando llega al apogeo. A. ¿Qué tan lejos se encuen- 
tra de la superficie de la Tierra cuando está en Al 



j '• ^Jn satélite es lanzado con velocidad inicial ?; f( 
= 2500 mi/h paralelamente a la s-uperíicie de la Tierra. 
Determine la altitud requerida (o el rango de altitudes} 
por arriba de la superficie de la Tierra para efectuar el 
lanzamiento si la trayectoria de vuelo líbre va a ser (a) 
circular, (b) parabólica, (c) elíptica, y (d I hiperbólica. To 
me G = 34.4(1 0- ’) I IP ■ pie’)/slug 2 . Af t = 409(10 21 ) slug. 
radio de la Tierra r, = 3960 mi. y i mi = 5280 pies. 
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13-11 \ F1 cohiete se acopla junio a un satélite ubicado 
a 18 Mm sobre la superficie de la Tierra. Si el satélite es- 
tá viajando en una órhita circular, determine la rapidez- 
tangente a la superficie de la Tierra que debe aplicarse 
repentinamente al cohete, con relación al satélite, de tal 
manera que viaje en vuelo libre alejándose del satélite a 
lo largo de una trayectoria parabólica como se muestra. 


15-122. Si el cohete mencionado en el problema 13-121 
debe aterrizar en la superficie del planeta, determine la 
rapidez de vuelo libre requerida que debe tener en A' 
para tocar él planeta en B. ¿Cuánto tiempo le toma ate- 
rrizar al cohete, al ir de A' a B a lo largo de una. trayec- 
toria elíptica? 


Prot». 13-118 




Prnhs. 13-121/122 


13-119, La rapidez de un satélite lanzado en órbita 
circular con respecto a la Tierra es dada por la ecuación 
13-25. Determine la rapidez de un satélite lanzado para- 
lelamente a la superficie de la Tierra para que viaje en 
órbita circular a 800 km de la superficie de la Tierra. 

1 3- ! 20. El cohete está en vuelo libre en una órbita elíp- 
tica con respecto a ta Tierra de tal forma que la excentri- 
cidad de su órbita es e y su perieeo es /y. Determine el 
mínimo incremento de rapidez que debe tener para es- 
capar de! campo gravitatorio terrestre cuando se encuen- 
tra en este punto a lo largo de su órbita. 


13-1 25. Un satélite S viaja en órbita circular alrededor 
de la Tierra. Un cohete está ubicado en el apogeo de su 
órbita elíptica para la cual e = 0.58. Determíne el cam- 
bio repentino de rapidez que debe ocurrir en A de ma- 
nera que el cohete pueda entrar en la órbita del satélite 
mientras está en vuelo libre a lo largo de la trayectoria 
elíptica mostrada en un tono distinto. Cuando llega a B, 
determine el ajuste repentino en rapidez que le debe ser 
aplicado al cohete para mantener la órbita circular. 




I'rnb. 13-12(1 

13-121. El cohete está viajando en vuelo líbre a lo largo 
de una trayectoria elíptica A' A. El planeta no tiene atmós- 
fera y su masa es 0.70 veces la de la Tierra. Si el cohete 
tiene apoapsis y periapsis como se muestra en la figura, 
determine su rapidez cuando está en el punto A. 


Pr«l>. 13-123 

13 ¡24. Un asteroide está en órbita elíptica alrededor 
del Sol de tal forma que su perihelio es de 9.30(10*') km. 
Si la excentricidad de la órbita es e - 0.073. determine el 
afelio de la órbita. 
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13-118, El cohete se acopla juntó a un satélite ubicado 
a 18 Mm sobre la superficie de la Tierra. Si el satélite es- 
tá viajando en una órbita circular, determine la rapidez 
tangente a ía superficie de la Tierra que debe aplicarse 
repentinamente at cohete, con relación al satélite, de L al 
manera que viaje en vuelo libre alejándose del satélite a 
lo largo de una trayectoria parabólica como se muestra. 


Prnb» 13-118 



15-110. La rapidez de un satélite lanzado en órbita 
circular con respecto a la Tierra es dada por La ecuación 
13-25, Determine la rapidez de un satélite lanzado para- 
lelamente a la superficie de la Tierra para que viaje en 
órbita circular a 800 krn de la superficie de la Tierra. 

? 3 1 20- El cohete está en vuelo libre en una órbita elíp- 
tica con respecto a la Tierra de tal forma que la excentri- 
cidad de su órbita es e y su perigeo es r$> Determine el 
mínimo incremento de rapidez que debe tener para es- 
capar del campo gravitatorio terrestre cuando se encuen- 
tra en este punto a lo largo de su órbita. 



Prob. 13-120 


1 - 1 22, Si el cohete mencionado en el problema 13-12 1 
debe aterrizar en la superficie del planeta, determine la 
rapidez de vuelo libre requerida que debe tener en A f 
para tocar el planeta en B. ¿Cuánto tiempo ie toma ate- 
rrizar al cohete, al ir de A' a B a lo largo de una trayec- 
toria elíptica? 



-6 Mm 


9 Mm 


Prohs. 1 3-121/122 


13423, Un satélite S viaja en órbita circular alrededor 
de la Tierra. Un cohete está uhicado en el apogeo de su 
órbita cüplica para la cual e = 0,58. Determine el cam- 
bio repentino de rapidez que debe ocurrir en A de ma- 
nera que el cohete pueda entrar en la órbita del satélite 
mientras está en vuelo líbre a lo largo de la trayectoria 
elíptica mostrada en un tono distinto. Cuando llega a B , 
determine ei ajuste repentino en rapidez que le debe ser 
aplicado al cohete para mantener la órbita circular. 



Prob. 13-123 


13-121. El cohete está viajando en vuelo libre a lo largo 
de una trayectoria elíptica A* A. El planeta no tiene atmós- 
fera y su masa es 0.70 veces la de la Tierra. Si el cohete 
tiene apoapsis y periapsis como se muestra en la figura, 
determine su rapidez cuando está en el punto A. 


LM2T Un asteroide está en órbita elíptica alrededor 
del Sol de tal forma que su perihelio es de 9.30{ Uf) km. 
Si la excentricidad de la órbita es e = 0.073, determine el 
afelio de la ótbita. 
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: El cohete está viajando en tina órbita elíptica 

de vuelo libre alrededor de la Tierra de tal manera que 
e - 0.76 como se muestra. Determine su rapidez cuando 
está en el punto A. Determine también el cambio súbito 
en rapidez que el cohete debe experimentar en B para 
viajar en vuelo libre a lo largo de la órbita indicada por 
la trayectoria de la línea discontinua. 



5 Míe — m 


"9 Mm ■ 


8 Mte 


Prut* 13-125 


de la trayectoria elíptica señalada en un tono más claro. 
Determine la rapidez necesaria que el cohete debe tener 
en A justo después del pulso de potencia, y el tiempo re- 
querido para llegar a la órbita extenor a" lo largo de la 
trayectoria AA . ¿Qué ajuste en rapidez debe hacerse en 
A para mantener la segunda órbita circular? 



A 


' El cohete está viajando en una órhita elíptica 
de vuelo Ubre alrededor de la Tierra de tal manera que 
e — D.76 y su pe rigen es de 9 Mm como se muestra. De- 
termine su rapidez cuando está en el punto B. Determi- 
ne también la disminución repentina en rapidez, que el 
cohete debe experimentar en A para viajar en una órbi- 
ta circular alrededor de ta Tierra. 


|* — — 9 Mm — 

l’rnh. 13-126 

B- U17. El cohete mostrado está originalmente en una 
órbita circular 6 Mm por arriba de la superficie de la Tie- 
rra. Se requiere que viaje en otra órbita circular con al- 
titud de 14 Mm. Para que así suceda, ai cohete se le da 
un corto pulso de potencia en A de manera que viaje, de 
la primera órbita a la segunda, en vuelo libre a lo la rao 


i’roh, 13-127 


PROYECTOS DE DISEÑO 

T 3 - 1 D, DISEÑO DE UN DISPARADOR DE RAMPA 

El bloque B tiene una masa de 20 kg y va a ser dispara- 
do desde la mesa. Diseñe un mecanismo de disparo que 
pueda estar unido a la mesa y al receptáculo del bloque, 
usando cables y polcas. Desprecie ta masa del receptácu- 
lo. y suponga que el operador puede ejercer una lensión 
constante de 120 N sobre un solo cable durante la ope- 
ración y que el movimiento máximo de su brazo es de 0.5 
m. El coeficiente de fricción cinética entre la mesa y el 
receptáculo es ¿íi, — 0.2. Presente un dibujo de su diseño 
y calcule el rango máximo R en que el bloque locará el 
sucio. Compare su valor con el de los otros diseños oh- 
tenidos en clase. 


8 
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13-2IX DISEÑO DE UN LANZADOR DE 
GLOBOS DE AGUA 

Diseñe ün método para disparar un globo de agua de 0,25 
Ib de peso. Organice una competencia con otros estudian 
íes para ver quién puede disparar el globo más lejos o acer- 
tar con éí a un Manco. Los materiales deben ser una soía 
banda de hule de longitud y rigidez específicas, y de sct ne- 
cesario. no más de tres piezas de madera de tamaño espe- 
cífico. Presente un reporte que muestre sus cálculos sobre 
donde tocará el sudo d globo a partir del punto del cual 


sea lanzado. Compare esto con d valor real R y analice por 
qué las dos distancias pueden ser diferentes 

/ N 

^ / \ 

Prob. I3-2D 


REPASO DE1 CAPÍTULO 


La cinética es el estudio de la relación euire las fuerzas y la aceleración que producen. 
Esta relación se basa en la segunda ley del movimiento de Newton, expresada matemáticamente 
como 2F — ma* Aquí la masa es la constante de proporcionalidad entre la fuerza resultante 2F que 
actúa sobre la partícula y la aceleración a causada por esta resultante. La masa representa la canti- 
dad de materia contenida dentro de la partícula. La masa mide la resistencia a un cambio en su mo- 
vimiento. 


Antes de aplicar la ecuación de movimiento, es importante dibujar primero el diagrama de cuerpo 
libre para tomar en cuenta todas las fuerzas que actúan sobre la partícula. Gráficamente, este dia- 
grama puede ser igual al diagrama cinético, el cual muestra la resaltante de las fuerzas, es decir, el 
vector ma. 

Al aplicar la ecuación de movimiento, es importante hacer medicio- 
nes de la aceleración desde un sistema coordenado inercia]. Este sistema tiene ejes que no giran sino que 
están fijos o se trasladan con velocidad constante. Varios lipas de sistemas coordenados inerciales pue- 
den ser usados para aplicar ZF = ma en forma de componentes. Los ejes rectangulares x. y^z se usan pa* 
ra describir el movimiento rectilíneo a lo largo de cada uno de los ejes. Los ejes n , r normal y tangencial 
a menuda son usados cuando la trayectoria es conocida. Recuerde que a„ siempre va en la dirección + 
a,, indica el cambio en la dirección de la velocidad, Y a, es tangente a la trayectoria. a r Indica el cambio 
en la magnitud de la velocidad. Finalmente, las coordenadas cilindricas son útiles cuando el movimiento 
angular de la coordenada radial r está especificado o cuando la trayectoria puede ser convenientemente 
descrita con estas coordenadas. Para algunos problemas, la dirección de las fuerzas en el diagrama de 
cuerpo libre requiere que se encuentre el ángulo t// entre la coordenada radial extendida y la tangente a 
la curva. Este ángulo puede ser determinado usando 


t an i}r = 


r 

dr/dO 


Cuando una sola fuerza actúa sobre una partícula, como en la trayec- 
toria de vuelo libre de un satélite en un campo gravitatorio, al movimiento se le llama entonces movi- 
miento bajo fuerza central. La órbita depende de la excentricidad <?, y como resultado, la trayectoria pue- 
de ser circular, parabólica, elíptica o hiperbólica. 
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Para diseñar apropiadamente el lazo de esta montaña rusa, es necesario 
garantizar que ios carros tengan suficiente energía para rodar por el lazo sin 
separarse de los rieles 


* 
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Trabajo y energía 


OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 


■ Desarrollar el principio del trabajo y la energia y aplicarlo para 
resolver problemas que implican fuerza, velocidad y desplazamiento. 

• Estudiar problemas que implican potencia y eficiencia. 

• Presentar el concepto de fuerza conservativa y aplicar el teorema de 
conservación de la energía pata resolver problemas cinéticos. 


CAPÍTULO 

ü 


14.1 El trabajo de una fuerza 


En mecánica, una fuerza F efectúa trabajo sobre una 
partícula sólo cuando ésta experimenta un despla- 
zamiento en ¡a dirección de la fuerza. Por ejemplo, 
considere la fuerza F que actúa sobre la panícula 
en la figura 14-1. Sí la partícula se mueve a lo largo 
de la trayectoria s desde la posición r hasta una nueva 
posición r', el desplazamiento es entonces dr - r r. 
La magnitud de dr es representada por ds, q ue es un 
segmento diferencial a lo largo de la trayectoria. Si 
el ángolo entre las colas de dr y F es f). figura 14-1. 



Hg. 14—1 


159 
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uf 



Fig, 14-1 


Cinética de una partícula: Trabajo y energía 


entonces el trabajo dV que es realizado por F es una cantidad escalar . 
definida mediante 


dÜ — F ds eos ti 

Por definición del producto punto (vea la Ec. C-14). esta ecuación 
también puede ser escrita como 


di] = F*r/r 

Esle resultado puede ser interpretado de dos maneras: como el producto 
de F y la componente del desplazamiento en la dirección de la fuerza, 
es decir, ds eos 0. o como el producto de ds y la componente de la 
fuerza en la dirección del desplazamiento, es decir. F eos ti. Observe que 
si ()' s 0 < 90°. entonces la componente de fuerza y el desplazamiento 
tienen el mismo sentido de manera que el trabajo es positivo', mientras 
que si 90 í os 180 . esos vectores tienen sentido opuesto, y por tanto 
el trabajo es negativo. Además. dU = 0 si la fuerza es perpendicular al 
desplazamiento, ya que eos 90° = 0. o si la fuerza es aplicada a un punta 
fijo, en cuyo caso el desplazamiento es cero. 

La unidad básica para el trabajo en el SI se llama joule { J ). Esta unidad 
combina las unidades de fuerza y desplazamiento. Específicamente, t 
joule de trabajo es realizado cuando una fuerza de 1 newton se mueve 
1 metro a lo largo de su línea de acción (1 J 1 N ■ m). Et momento 
de una fuerza tiene la misma combinación de unidades (N • m); sin 
embargo, los conceptos de momento y trabajo no están relacionados de 
ninguna manera. Un momento es una cantidad vectorial, mientras que 
el trabajo es un escalar. En el sistema EPS, generalmente el trabajo es 
definido escribiendo las unidades como pies • Ib. lo que se distingue de 
las unidades empleadas para un momento, escrito como Ib ■ pie. 

Trabajo de una fuerza variable. Si la partícula experimenta un 
desplazamiento finito a lo largo de su trayectoria desde r, hasta r 2 o de s ] 
a s 2 . figura 14-2 íi. el trabajo es determinado por integración. Si F se expresa 
como una función de posición, F = F(s). tenemos 




F¿r = 


F eos ti ds 


(14-1) 


Si la componente de trabajo de la fuerza. Feos ti. es ¿traficada contra s. 
liguia N -2b. en esta ecuación la integral puede ser interpretada como 
el área hajo la curva desde la posición íj hasta la posición js. 



Fí|». 1 4-2 
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F cus 0 



1 % I4-Í 


Trabajo de una fuerza constante que se mueve a lo largo de una 
línea recta. Si la fuerza F, tiene magnitud constante y actúa bajo un 
ángulo constante & desde su trayectoria en línea recta, figura i4-3u. 
entonces la componente de F c en la dirección del desplazamiento es F c 
eos f). El trabajo realizado por F, cuando la partícula es desplazada de s, 
a s 2 es determinado con la ecuación 14-1. en cuyo caso 


r s i 


üj .2 = F r eos tí 


ds 


o bien 


U {_2 ~ F c eos 0(.v 2 — JTi ) 


(14-2) 


Aquí el trabajo de F, representa el área del rectángulo en la figura I 4-3 /j. 

Trabajo de un peso. Considere una partícula que se mueve hacia 
arriba a lo largo de La trayectoria s mostrada en la figura 14-4 desde la 
posición .v, hasta la posición s 2 .En un punto intermedio, el desplazamiento 
dr = í¿ci + dy\ + rfzk. Como W - - Wj, aplicando la ecuación 1.4*1 
obtenemos 


o bien 


U\- 




F • dr = 


(— Wj) • (d.vi -F dy] + rfzk) 


r 

J .Vi 


Wdy = -Wiy, - yj 



(14—3) 


Así. el trabajo realizado es igual a la magnitud del peso de la partícula 
multiplicado por su desplazamiento vertical. En el caso mostrado en 
la figura 14-4 el trabajo es negativo , va que W está dirigido hacia 
abajo y Ay está dirigido hacía arriba. Sin embargo, observe que si la 
partícula es desplazada hacia ahajo < - Ay), el trabajo del peso es po- 
sitivo. ¿Por qué? 


v 



Fi|í, 14-4 
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Posición m 
alargada, í = Q 




\b) 


Posición no 
alargada, ¡v - 0 


;rabajo de la fuerza de un resorte. La magnitud de la fuerza 
desarrollada en un resorte elástico lineal cuando el resorte es desplazado 
una distancia s desde su posición no alargada es F s = ks. donde k es la 
rigidez del resorte. Si el resorte es alargado o comprimido desde una 
posición S| hasta otra posición figura 14-5». el trabajo realizado sobre 
el resane por F, es positivo, ya que en cada caso la fuerza y el despla- 
zumiento tienen la misma dirección. Se requiere que 



Estaecuación representa el área trapezoidal bajo la línea F, - ks. finura 

Si una partícula (o un cuerpo) está unida a un resorte, entonces la 
tuerza F, ejercida sobre la partícula es opuesta a la ejercida sobre el 
resorte, figura 14-5c. En consecuencia, la fuerza realizará trabajo 
negativo sobre la partícula cuando ésta se mueva alargando más (o 
comprimiendo) al resorte. Por consiguiente, la ecuación anterior toma la 
forma 


= -(|M - 


(14-4) 


Cuando se usa esta ecuación, un error en signo puede ser eliminado 
si se observa simplemente la dilección de la tuerza del resorte que 
está actuando sobre la partícula y se compara con la dirección del des- 
plazamiento de ésta si ambos tienen la misma dirección, resulta un 
trabajo positivo : si las direcciones son opuestas entre sí, el trabajo es 
negativo. 




Füena iobrí 
iú partir lila 


(O 


Fig, 14-5 



Las fuerzas que actúan sobre el carro, al ser jalado una distancia v hacia arriba por 
el plano inclinado, se muestran en su diagrama de cuerpo libre. La fuerza constante 
I efectúa trabajo positivo igual a U, = (T eos 4>h. el peso efectúa trabajo negativo 
igual a ü w - -( W' sen tt)s. y la fuerza normal N no trabaja va que no hav 
desplazamiento de esta fuerza a lo largo de su linea de acción. 
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El bloque de 10 kg mostrado en la figura 14-6ít descansa sobre el 
plano indinado liso. Si inicialmente el resorte está estirado 0.5 m. 
determine el trabajo total realizado por todas las fuerzas que ¡ 
sobre el bloque cuando una fuerza horizontal P = 400 N lo e 



hacia arriba por el plano r = 2 ni, 


Solución 


Primero se dibuja el diagrama de cuerpo libre de! bloque para tomar 
en cuenta todas las fuerzas que actúan sobre éste, figura 14-66. 

■ . . . Como esta fuerza es constante, el trabajo se 

determina aplicando la ecuación 14-2. El resultado puede ser calculado 
como la fuerza multiplicada por la componente del desplazamiento 
en la dirección de la fuerza: esto es. 



P - 400 N 


Ufi — 400 N (2 m eos 30°) = 692.8 J 

o como el desplazamiento multiplicado por la componente de la 
fuerza en la dirección del desplazamiento, esto es. 

U P = 400 N eos 30°(2 m) = 692.8 J 


r . . , . fr En la posición inicial el resorte está estirado 

~ 0.5 m. y en la posición final está estirado s 2 = 0.5 + 2 = 2.5 m. 
Requerimos que el trabajo sea negativo ya que la fuerza y el 
desplazamiento están en direcciones opuestas. El trabajo de F, es 
entonces 

U , = • [|{30N/M)(2.5 m} 2 - J(30N/m)(0.5 m) 2 ] = -90 J 

’ Como el peso actúa en la dirección opuesta a su despla- 

zamiento vertical, el trabajo es negativo; es decir. 


U w - -98.1 N (2 m sen 30*) = -98.1 J 


Observe que también es posible considerar la componente del peso 
en la dirección del desplazamiento; es decir. 


Uw = -(98.1 sen 30* N)2 m = -98.1 .1 


Esta fuerza na trabaja ya que es siempre per- 
pendicular ai desplazamiento. 

El trabajo de todas las fuerzas cuando el bloque es 
desplazado 2 m es entonces 


U T = 692.8 - 90 - 98,1 = 505 J 
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14.2 Principio del trabajo y la energía “ 

C onsidere una partícula P en la figura 14-7. que en el instante conside- 
rado está localizada sobre la trayectoria como medida desde un sistema 
coordenado inercial. Si la partícula tiene masa m y está sometida a un 
sistema de luerzas externas representadas por la resultante F* = 2F. 
entonces la ecuación de movimiento para la partícula en la dirección 
tangencial es J.F, = ma,. AI aplicar la ecuación cinemática a, — v dvfds 
e integrando ambos lados, suponiendo inicialmente que la partícula tiene 
una posición s = A' t y rapidez v = % y luego en s = s 2 , v = v 2 , obtenemos 



\ 

_ r* 


n 

E F, ds — 

mv dv 


\ 



Sistema i-cxirdcnacfa inercial 


Fig. 14-7 


í I Fjds = 


(14-5) 


A partir de la figura 14-7, 'LF) — 'Lt'cos tí, y como el trabajo es definido 
mediante la ecuación 14-1. el resultado final puede ser escrito como 



Si un carro golpea estos barriles amicho- 
que la energía cinética del cairo se iraas- 
formará en trabajo, lo cual causará que los 
barrites y en alguna medida el carro se de- 
formen. Conociendo la cantidad de ener* 
gia absorbida por cada barril, es posible 
diseñar un colchón antichoque como éste, 


= imtf - \mv\ (14_6) 

Esta ecuación representa el principio dei trabajo y la energía para la 
partícula. El término situado a la izquierda es la suma del trabajo 
realizado por todas las fuerzas que actúan sobre la panícula cuando ésta 
se mueve del punto 1 al punto 2. Los dos términos del lado derecho, que 
son de la forma T = ¿mv 2 , definen la energía cinética final e inicial de 
la partícula, respectivamente. Estos términos son siempTe escalares 
positivos. Además, la ecuación 14-6 debe ser dimensionalmente homo- 
génea para que la energía cinética tenga las mismas unidades que el 
trabajo, por ejemplo, joules (J) o pies • Ib. 

C uando la ecuación 14-6 es aplicada, a menudo se le simboliza en la 
tomia 


t i + st/ lL2 « r ? 


(14-7) 


la cual establece que la energía cinética inicial de la partícula más el 
trabajo realizado por todas las fuerzas que actúan sobre la partícula, al 
moverse ésta desde su posición inicial hasta su posición final, es igual a 
la energía emética final de la partícula. 

Como se ve en la derivación, el principio de) trabajo y la energía re- 
presenta una forma integrada de '¿.F, = ma r obtenida al usar la ecuación 
cinemática a, — v dv/ds. Como resultado, este principio proporcionará 
una sustitución conveniente de SF r = mu, al resolver aquellos tipos de 
problemas eméticos que implican fuerza, velocidad y desplazamiento, ya 
que esas variables están contenidas en ios términos de ía ecuación 14-7. 
Por ejemplo, si la rapidez inicial de una partícula es conocida y e! traba- 
jo de todas las luerzas que actúan sobre ésta puede ser determinado, 
entonces la ecuación 14-7 proporciona un medio directo de obtener la 
rapidez final o 2 de la partícula después que ella experimenta un des- 
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plazainienio específico. Si en vez de esto v? es determinada por medio 
de la ecuación de movimiento, es necesario un proceso de dos pasos, esto 
es, la aplicación de SF, = tna, para obtener a,, y luego integrar a, — i> 
dv i ds para obtener v 2 . Observe que el principio del trabajo y la energía 
no puede ser usado, por ejemplo, para determinar fuerzas dirigidas 
normalmente a la trayectoria del movimiento, ya que esas fuerzas no 
trabajan sobre la partícula. En lugar de eso. debe ser aplicada '1F„ - ma„. 
Sin embargo, para trayectorias curvas, la magnitud de la fuerza normal 
es una función de la rapidez. Por consiguiente, puede ser más fácil 
obtener esta rapidez usando el principio del trabajo y la energía, y lue- 
go sustituir esta cantidad en la ecuación de movimiento 2F„ = nrm/p 
para obtener la fuerza normal. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El principio del trabajo y la energía se usa para resolver problemas 
cinéticos que implican velocidad, fuerza y desplazamiento, ya que 
esos términos aparecen en la ecuación. Para las aplicaciones, se 
sugiere usar el siguiente procedimiento. 

Trabajo (Diagrama de cuerpo Ubre) 

Establezca el sistema coordenado inercial y dibuje un diagrama 
de cuerpo Libre de la partícula para tomar en cuenta todas las 
fuerzas que trabajan sobre ésta cuando se mueve a lo largo de su 
trayectoria. 

Principio del trabajo y la energía 

Aplique el principio del trabajo y la energía, 7\ + Sí/j_ 2 = 7Y 
La energía cinética presente en los pumos inicial y final es siempre 
positiva, ya que implica el cuadrado de la velocidad (T = ¿mv 2 ). 

Una fuerza efectúa trabajo cuando se mueve por un desplazamien- 
to en la dirección de la fuerza. 

El trabajo es positivo cuando la componente de la fuerza tiene 
la misma dirección que su desplazamiento: de otra manera es 
negativo. 

Las fuerzas que son funciones del desplazamiento deben ser 
integradas para obtener el trabajo. Gráficamente, el trabajo es 
igual al área bajo la curva fuerza -desplazamiento. 

El trabajo de un peso es el producto de la magnitud del peso y 
el desplazamiento vertical, Uw = iWy. El trabajo es positivo 
cuando el peso se mueve hacia abajo. 

El trabajo de un resorte es de la forma Ú s = , donde k es la 

rigidez del resorte y s el elongamiento o compresión del mismo. 


165 


Una aplicación numérica de este procedimiento está ilustrada en los 
ejemplos que siguen a la sección 14.3. 
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14.3 


CAPÍTULO 14 Cinética de una partícula; Trabajo y energía 


Principio del trabajo y la energía para un sistema de partículas 



Sistema coordinado ínercial 




F.l principio del trabajo y la energía puede ser ampliado para incluir un 
sistema de n partículas aisladas dentro de una región cerrada como se 
muestra en la figura 14-8. Aquí la partícula arbitraria í-ésima. con masa 
m,. esta sometida a una fuerza externa resultante F, y a una fuerza intema 
resultante f que ejercen sobre ella cada una de las otras panículas. Usando 
<i ecuación 14-5, que se aplica en la dirección tangencial, el principio del 
trabajo y la energía escrito para la í-ésíma partícula es entonces 

2 m iVfí+ | {F l ),ds+ f (fi)[ds ~ 

% J ííi 

Si se aplica el principio del trabajo y la energía a cada una de las otras 
partículas del sistema, resultan ecuaciones similares, Como el trabajo y 
la energía cinética son escalares, los resultados pueden sumarse alge- 
braicamente, de modo que 

+ 2 I (F>)< ds + 2 I Vi)t ds « Xkmfé 


Podemos escribir simbolicctmente esta ecuación 


como 


27Í 4- 2üi_ 2 = Sr 2 (14-8) 

Esta ecuación establece que la energía cinética inicial (2 T { ) del sistema 
mas el trabajo realizado por todas las fuerzas extemas e internas que 
actúan sobre las partículas del sistema (Zü,^ es igual a la energía 
emética final (2 A) del sistema. Para mantener este balance de energía, 
de he tomarse en cuenta estrictamente el trabajo realizado por todaslas 
uerzas. Con respecto a esto, observe que aunque las fuerzas internas 
sobre partículas adyacentes ocurren en pares colineales iguales pero 
opuestos, el trabajo tota) realizado por cada una de esas fuerzas en ge- 
neral. no .ve cancelará ya que las trayectorias sobre ¡as que las partículas 
correspondientes viajan serán diferentes. Sin embargo, hay dos importantes 
excepciones a esta regla que a menudo ocurren en la práctica. Si las 
partículas están contenidas dentro de los límites de un cuerpo rígido en 
traslación, todas las fuerzas internas sufren el mismo desplazamiento v 
por tanto el trabajo interno será cero. También, ¡as partículas conectadas 
medíame cables inextensibles forman un sistema que tiene fuerzas in^ 
ternas que son desplazadas una cantidad igual. En este caso, las partículas 
adyacentes ejercen fuerzas internas iguales pero opuestas que tienen 
componentes que sufren el mismo desplazamiento, y por tanto el trabajo 
de esas fuerzas se cancela. Por otra parte, observe que cuando se supone 
que el cuerpo no es rígido , las partículas del cuerpo son desplazadas a 
lo largo de trayectorias diferentes, y debido a las interacciones de las fuer- 
zas paite de la energía se pierde como calor o se almacena en el cuerpo 
si ocurren deformaciones permanentes. Discutiremos estos efectos 
brevemente al final de esta sección y en la sección 15.4. Sin embargo, en 
todo este texto se aplicará el principio del trabajo y la energía a la~ solu- 
ción de problemas sólo cuando no tengan que tomarse en cuenta esas 
pérdidas de energía. 
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El procedimiento de análisis dado en la sección 14.2 proporciona un 
método para aplicar la ecuación 14-8: sin embargo, sólo una ecuación es 
aplicable a todo el sistema. Si las panículas están conectadas por cuerdas, 
pueden obtenerse otras ecuaciones usando los principios cinemáticos 
dados en la sección 12.9 para relacionar toda rapidez de las panículas. 
Vea el ejemplo 14.6. 



Trabajo de fricción causado por deslizamiento. A continuación 
estudiaremos una clase especial de problemas t|uc requiere una cuidadosa 
aplicación de la ecuación 14-8. Todos estos problemas implican casos 
donde un cuerpo está deslizándose sobre la superficie de otro en presencia 
de fricción. Por ejemplo, considere un bloque que se traslada una distan- 
cia s sobre una superficie rugosa como se muestra en la figura 14-9a. Si la 
fuerza aplicada P equilibra justamente la fuerza de fricción resultante . 
figura 14-9/). entonces, por equilibrio, se mantiene una velocidad cortstanLe 
v, y esperaríamos aplicar la ecuación 14-8 como sigue: 

+ Ps — tikNs — ^mv 2 

Realmente esta ecuación es satisfecha si P = sin embargo, como 
sabemos por experiencia, el movimiento deslizante generan i calor, una 
forma de energía que parece no tomarse en cuenta en la ecuación tra- 
bajo-energía. Para explicar esta paradoja y representar más exacta- 
mente la naturaleza de la fricción, debemos modelar el bloque de manera 
que las superficies de contacto sean deformables (no rígidas). Recuerde 
que las porciones rugosas presentes en el fondo del bloque actúan como 
“dientes”, y cuando el bloque se desliza esos dientes se deforman lige- 
ramente y se rompen o vibran debido a efectos de trabazón y arranque 
sobre la superficie de contacto, figura 14-9c. Como resultado, las fuerzas 
de fricción que actúan sobre el bloque en esos puntos son desplazadas 
ligeramente, debido a las deformaciones localizadas, y entonces son 
reemplazadas por otras fuerzas de fricción conforme se establecen otros 
puntos de contacto. En cualquier instante, la resultante F de todas estas 
fuerzas de fricción permanece esencialmente constante, esto es. 
sin embargo, debido a las muchas deformaciones localizadas , el despla- 
zamiento real s ' de ¡jb k N no es el mismo desplazamiento s que el de la 
fuerza aplicada P. En lugar de eso. s' será menor que s (s' < s), y por 
tanto el trabajo externo realizado por la fuerza externa de fricción será 
fi k Ns‘ y no fi k Ns. La cantidad restante de trabajo. fi k N(s — .?')■ se 
manifiesta como un incremento de energía intenta, la cual de hecho causa 
una elevación de temperatura en el bloque. 

En resumen, la ecuación 14-8 puede ser aplicada a problemas que 
implican fricción por deslizamiento: sin embargo, debe entenderse clara- 
mente que el trabajo de la fuerza resultante de fricción no se representa 
por fi k Ñs\ en vez de ello, este término representa el trabajo externo de 
fricción (ju*ArV) y el trabajo interno [ix k N(s - s'] que es convertido en 
varias formas de energía interna, por ejemplo, en calor. t 




<C> 


Fíg. 14-<> 


♦Vea el capítulo 8 út Mecánica vectorial para ingenieros; Estática. 
f Vea B. A. Sherwood y W_ H. Bernarda ‘Work and Heat Transfer ín ihe Presertce oí 
SJiding FrkSioa”, Am, / Phyx. 52, iOOt (1984). 
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EJEMPLO 14.2 


20 pies/s 






EU automóvil de .1500 Ib mostrado en la figura 1 4- 1 viaja hada 
abajo por el camino inclinado 10° con una rapidez de 20 pies/s. Si 
el conductor acciona los frenos, ocasionando que las ruedas se 
traben, determine qué tan lejos .y resbalan las ruedas sobre el camino 
El coeficiente de fricción cinética entre las ruedas v el camino es 
M* = 0.5, 

Solución I 

Este problema puede ser resuelto usando el principio del trabajo v la 
energía, va que implica fuerza, velocidad y desplazamiento. 

i¡ / - Como se muestra en la figura 

14-10/). ia tuerza normal no trabaja puesto que nunca experi- 
menta desplazamiento a lo largo de su línea de acción. El peso. 3500 
li\ es desplazado s sen 10 y efectúa trabajo positivo. ¿Por qué? La 
fuerza de fricción F* efectúa trabajo externo e interno cuando se 
considera que sufre un desplazamiento 5. Este trabajo es negativo ya 
que ocurre en la dirección opuesta al desplazamiento. Aplicando la 
ecuación do equilibrio normal al camino, tenemos 

+ -Ya “ 3500 eos 10° Ib - 0 A r A = 3446.8 Ib 

Así. 

F a = Q.5N A = 1723.4 Ib 

Principio del trabajo y ia energía. 

Ti + Xt/U = T 2 

1 ( 35001b \ 

2 V 32.2 pies/? / (2 ° pÍeSj/s ) Í + { 35o °lb(ísen I0 41 ) - (1723.4 Ib» » 0 
Despejando para s obtenemos 

.t = 19.5 pies 

Solución II 

Si este problema es resuelto usando la ecuación de movimiento están 
implicados dos pasos. Primero, a partir del diagrama de cuerpo libre, 
tigura 14-106, la ecuación de movimiento es aplicada a lo largo del plano 
inclinado. Esto da ® p 


+ i/SF, = ma„ 3500 sen 10° ib - 1723.41b = — 

32.2 pies/s 2 

a = -10.3 pies/s 2 

Luego, usando la forma integrada de n ds = v dv (cinemática), como 
a es constante, tenemos 

(+*0 f- 4+ - So); 

(0) 2 = (20 pies/s) 2 + 2(-10.3 pies/s 2 ') (s — 0) 

* = i*s pies R 
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EJEMPLO 14.3 


Por un corto tiempo, la grúa mostrada en la figura 14- 1 lo levanta la 
viga de 2.50 Mg con una fuerza F — (28 + 3s’) kN. Determine la ve- 
locidad de la viga cuando se ha levantado s = 3 m. ¿Cuánto tiempo 
le toma alcanzar esta altura partiendo del reposo? 


Solución 

Podemos resolver parte de este problema usando el principio del 
trabajo y la energía ya que implica fuerza, velocidad y desplazamiento. 
La cinemática debe ser usada para determinar el tiempo. 

Como se muestra en el diagrama 
de cuerpo libre, figura 14-116. la fuerza de izado F efectúa trabajo 
positivo, el cual debe ser determinado por integración ya que esta 
fuerza es variable. También, el peso es constante y realizará trabajo 
negativo ya que el desplazamiento es hacia arriba. 

Principios del trabajo y la energía, 

Tj + Sí/|_2 ~ 7j 


f* 


0 + 


(28 + 3s' 2 ) ( 1 O v )r/.v - (2.5U)(10 3 H9.81j5 = ¿(2.50)(10V 

28(10*).<r 4- (10 V - 24.525 (10 3 )s = 1.25(l(^)u 2 
v = (2.78 s + 0.8^ 


Cuando s = 3m. 


v = 5.47 m/s 


Resp, 


Como pudimos expresar la velocidad en función del 
desplazamiento, el tiempo puede ser determinado usando t> = dsfdl. 
En este caso. 


(2.78^ + 0.8.v i ): 


,3\- = 


ds 

dt 


r3 


i — 


ds 


(i (2.78s + 0.8, s 3 )* 


La integración puede ser efectuada numéricamente usando una 
calculadora de bolsillo. El resultado es 


r = 1.79 s 


Resto , : 



(a) 



Fljj. 14-1 1 
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EJEMPLO 14,4 


19.62 N 



(c) 












La plataforma P, mostrada en la figura 1442o, tiene masa insignifi- 
cante y está unida de manera que las cuerdas de 0.4 m de longitud 
mantienen comprimido 0.6 m a un resorte de 1 m de longitud cuan- 
do no hay nada sobre la plataforma. Si se coloca un bloque de 2 kg 
sobre la plataforma y se libera del reposo después que ésta es empu- 
jada hacia abajo ü.l m. figura 14-126. determine la altura h máxima 
que el bloque se levanta en el aire, medida desde el suelo. 


. - -flBHP 


< a ) (b) 

Fie- 14-12 

Solución 

■ Como el bloque es liberado 

del reposo y después alcanza su altura máxima, las velocidades inicial 
y Tinal son cero. El diagrama de cuerpo libre del bloque cuando aún 
está en contacto con la plataforma se muestra en la figura 14- 12c. 
Observe que el peso electúa trabajo negativo y el resorte trabajo po- 
sitivo. ¿Por qué'? En particular, la compresión inicia / en el resorte es 
.Ti = 0.6 ra + 0.1 m = 0.7 m. Debido a (as cuerdas, la compresión final 
del resorte es s 2 = 0.6 m (después que el bloque deja la plataforma ). El 
fondo del bloque se eleva desde una altura de (0.4 m - 0. 1 m) = 03 m 
hasta una altura final Jt. 

Principio del trabajo y la enervia. 

7 j + sí /,.2 - r 2 

+ {-#4 - U4) - Wáy} = \mvi 

Observe que aquí s¡ - 0.7 m > ,r 2 ' 0.6 ni. por lo que el trabajo del 
resorte determinado por la ecuación 14-4 ciertamente será positivo 
una vez que se haga el cálculo. Así. 

0 + {~t|(200 N/m)(0.ó m) : - |(200N/m)(.0.7m) 2 ] 

- (19.62 N)[/t - (0.3 m)]} = 0 

Al resolver obtenemos 

h = 0.963 m R es;i 




k = 201) H/m 
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Los paquetes con masa de 2 kg son entregados pOT una banda trans- 
portadora a una rampa circular lisa con una velocidad — 1 m/s, 
como se muestra en la figura 14-13«. Si el radio de la rampa es de 0.5 
m. determine el ángulo 6 — en el que cada paquete empieza a 
dejar la superficie. 

Solución 

El diagrama de cuerpo 
libre del bloque se muestra en la ubicación intermedia 0. El peso 
W - 2(9.81) " 19.62 N efectúa trabajo positivo durante el despla- 
zamiento. Si se supone que un paquete deja la superficie cuando 0 — 
entonces el peso se mueve a través de un desplazamiento vertical 
de [0.5 - 0.5 eos m. como se muestra en la figura. 

Principio del trabajo y la energía. 

^ + St/¡_ 3 = T 2 

4(2 kg)( 1 m/s) 2 + (19.62 N(0.5 - 0.5cos(? mfiI )m[ = ¿(2 kg)t£ 

a| = 9.81(l -eos B^) + 1 (1) 




- 1 m/s 


y 

0.5 m 


Ecuación de Hay dos incógnitas en la ecuación 1, 

y v 2 . Una segunda ecuación que relaciona esas dos variables se puede 
obtener aplicando la ecuación de movimiento en la dirección normal 
a las fuerzas en el diagrama de cuerpo libre. (El principio del trabajo 
y la energía ha reemplazado la aplicación de T.F, = ma¡ como se vio 
en la derivación.) Así. 


+ i/2F n = ma„\ 


-N u + 19.62 N eos 6 = (2 kg) 




Cuando el paquete deja la rampa en 0 = ¿Lar, A/, = 0 y v — tij; por 
tanto, esta ecuación resulta ser 


eos 0 m&x - 


4 

4.905 


( 2 ) 


Eliminando la incógnita entre las ecuaciones 1 y 2 resulta 
4.905 eos ~ 9.81(1 - costf^J + I 
Despejando, obtenemos 

eos i9 má „ = 0.735 
= 42 . 7 ° 

Este problema también ha sido resuelto en el ejemplo 13.9. Si se 
comparan los dos métodos de solución, quedará claro que un enfoque 
por trabajo y energía da una solución más directa. 
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EJEMPLO 14.6 



1F 

981 N 


98.1 N 
íb) 

He. 14-14 


Los bloques A y B mostrados ca la figura 14-14a tienen masa de 10 y 
100 kg. respectivamente. Determine la distancia que B recorre desde el 
punto donde es liberado del reposo hasta el punto en que su rapidez es 
de 2 m/s. 

Solución 

El problema puede ser resuelto considerando los bloques por separado 
y aplicando el principio del trabajo y la energía a cada bloque. Sin 
embargo, el trabajo de la tensión (desconocida) en el cable puede ser 
eliminado del análisis considerando los bloques Ay B juntos como un 
sistema. La solución requerirá resolver simultáneamente las ecuaciones 
de trabajo y energía y cinemática. Para ser consistentes con nuestra 
convención de signos, supondremos que ambos bloques se mueven en 
la dirección positiva hacia abajo. 

1 tíh. Como se muestra en el diagrama 

de cuerpo libre del sistema, figura 14-14Ó, la fuerza T presente en el 
cable y las reacciones R; y R 2 no trabajan, ya que estas fuerzas 
representan las reacciones en los soportes y, en consecuencia, no se 
mueven mientras los bloques son desplazados. Los pesos realizan 
trabajo positivo ya que, como se indicó, se supone que ambos se mue- 
ven hacia abajo. 

Observando que los bloques son 

liberados del reposo, tenemos 

2T, + 2üj_ 2 = 27} 

+ §»»*(%)!} + {W a As a + W s As fl } - 

+ 2 m b( v b)z) 

{0 + 0} + {98.1 N(Ay¿) + 981 N(A.r fl )} - 

íldO kgK*U)f + 1(100 kg)(2 m/s) 2 } (1) 

Usando los métodos de la cinemática analizados en la 
sección 12.9, en La figura 14~14n puede verse que en cualquier instante 
la longitud total i de todos los segmentos verticales de cable puede ser 
expresada en términos de las coordenadas de posición s A y s B como 

S A E — / 

Por consiguiente, un cambio en posición da la ecuación de desplaza- 
miento 

As^ + 4 As ;¡¡ — 0 

= -4 A j fl (2) 

Tal como se requiere, ambos desplazamientos son positivos hacia 
abajo. Tomando la derivada con respecto al tiempo resulta 

v a — ~4v b = —4(2 m/s) ~ -8 m/s 

Reteniendo el signo negativo en la ecuación 2 y sustituyendo en la 
ecuación 1 obtenemos 

A s B = 0.883 m,| 
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PROBLEMAS 

14-1, Una mujer con masa de 70 kg está de pie en un 
elevador que tiene una aceleración hada abajo de 4 m/s 2 
partiendo dd reposo. Determine eJ trabajo realizado por 
su peso y el trabajo de la fuerza normal que el piso ejerce 
sobre elía cuando él elevador desciende 6 m. Explique 
por qué el trabajo de estas fuerzas es diferente, 

t4-2. El. automóvil con masa de 2 Mg originalmente está 
viajando a 2 m/s. Determine la distancia que debe ser 
jalado por una fuerza F - 4 kN para que alcance una 
rapidez de 5 m/s. Desprecie la fricción y la masa de las 
ruedas. 


M - i El “resorte de aire" A se usa para proteger la 
estructura de soporte H y prevenir daño al peso pen- 
sióname C de la banda transportadora en el caso de que 
ocurra una falla en la banda D. La fuerza desarrollada 
por el resorte como una función de su deflexión se mués- 
Ira en la gráfica. Sí el peso es de 50 Ib y está suspendido 
a una altura d — 1.5 pies por arriba de la parte superior 
del resorte, determine la deformación máxima del resorte 
en caso de que la banda transportadora falle. Desprecie 
la masa de la polea y la banda. 



Pr íAk 14-2 



Prob, 14-4 


!4-a. La caja de 20 kg está sometida a una fuerza que 
tiene dirección constante v magnitud F - 100 N. donde s 
es medida en metros. Cuando s = 15 m, la caja se está 
moviendo hacía ta derecha con rapidez de 8 m/s. 
Determine su rapidez cuando s - 25 m, Ei coeficiente de 
fricción cinética entre la caja y el suelo es ^ = 0.23, 


rí 5 

1 4-?. El tapón liso tiene un peso de 20 Ih y es empujado 
contra una serie de roldanas de resorte BellevUle de 
manera que la compresión en el resorte es » = 0.05 pies. 
Si la fuerza de éste sobre el tapón es F = (3s J 3 ) Ib. 
donde ,v está dada en pies, determine la rapidez del tapón 
después que se mueve alejándose del resorte. Desprecie 
la fricción. 




Prole 14-3 


Prob. 14-5 
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!4-K Cuando un proyectil de 7 kg es disparado por el 
barril de un cañón que tiene 2 m de longitud. la tuerza 
explosiva ejercida sobre el proyectil, mientras está en el 
barril, varía como se muestra en el diagrama. Determine 
la velocidad aproximada del proyectil en el instante en 
que sale del barril. Desprecie los efectos de la fricción 
dentro del barril y suponga que éste es horizontal 


FíMNi 



Prut). 1 4-A 


simi 


Consideraciones de diseño para el amortiguador 
B sobre el carro de 5 Mg de un ferrocarril requieren el 
uso de un resorte no lineal cuyas características car- 
ga -denexiíjn se muestran en la gráfica. Seleccione el valor 
apropiado de k de manera que la deflexión máxima del 
resorte sea de 0.2 m cuando el carro/ viajando a 4 m/s, 
choque contra el tope rígido. Desprecíe la masa de las 
ruedas del carro. 


y energía 


14 S La caja, que tiene masa de IDO kg, está sometida 
a la acción de las dos fuerzas. Si originalmente está en 
reposo, determine la distancia que se desliza para alcanzar 
una rapidez de 6 m/s. El coeficiente de fricción cinética 
entre la caja y la superficie es ¿ i k — 0.2. 



Prob. 14-8 


" Cuando el conductor acciona los frenos de una 
camioneta ligera que viaja a 40 km /h. ésta reshala 3 m 
antes de detenerse. ¿Qué distancia resbalará la camioneta 
si está viajando a 80 km/b cuando se accionan ios frenos? 



Prok I4-? 

C Xj l ■ 

La bola de 0.5 kg de tamaño insignificante es 
disparada hacia arriba por la vía %ertical circular usando el 
embolo de resorte. El émbolo mantiene comprimido al 
resorte 0.08 m cuando s — 0, Determine qué tan lejos, .y, 
debe ser jalado hacia atrás el émbolo v liberado de manera 
que la bola empiece a dejar la vía cuando Q ~ 135 , 



s i im 




k = 5no N/m 



Pnib. 14-7 


IVnít* 14-10 
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■ U-H, La t uerza F, que actúa en dirección constan te 
sobre el bloque de 20 kg. tiene una magnitud que varía 
con la posición $ dd bloque. Determine que distancia se 
desliza el bloque antes que su velocidad sea de 5 m/s. 
Cuando a = Ü.d bloque se está moviendo hacia Ja derecha 
a 2 m/s. El coeficiente de fricción cinética entre d bloque 
y la superficie es /i* *= 0.3. 


F (N) 



La fuerza F, que actúa en dirección constante 
sobre el bloque de 20 kg, tiene una magnitud que varía 
con la posición s del bloque. Determine la rapidez de! 
bloque después que se ha deslizado 3 m. Cuando s - t) 
et bloque se está moviendo hacia la derecha a 2 m s. El 
coeficiente de fricción cinética entre ei bloque y la 
superficie es pL k = 0.3. 


14 -i ; Como se indicó en la derivación^ el principio del 
trabajo y la energía es válido para observadores en cual* 
quier marco de referencia inercia!. Demuestre que esto 
es así mediante la consideración del bloque de 10 kg que 
descansa sobre la superficie lisa y está sometido a una 
fuerza horizontal de ó N. Si el observador A se encuentra 
en un marco fijo x m determine la rapidez final del bloque 
si tiene una rapidez inicial de 5 m/s y viaja 1Ü m, ambas 
dirigidas hacia ía derecha y medidas desde el marco fijo. 
Compare el resellado con el obtenido por un observador 
B. unido al eje x' y moviéndose a velocidad constante de 
2 m/s con relación a A . Sugerencia: La distancia que viaja 
d bloque tendrá que ser calculada primero para el ob- 
* servador B antes de aplicar el principio dd trabajo y la 
energía* 


.4 

• ,T 

B 

• x* 

2 m/s 


5 m/s 



10 m 


I’rob. 14-13 


1414. Determine la velocidad del bloque A de 20 kg 
después de liberarlo dd reposo y que se mueve 2 m hacia 
abajo por d plano. Ei bloque B tiene masa de 10 kg y el 
coeficiente de fricción cinética entre el plano y et bloque 
A es - 0.2. ¿Cuál es la tensión en la cuerda? 



Prnh. 14-12 


Pnib. 14-14 
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14-15* Et bloque A pesa 60 Ib y el bloque B 10 ib r 
Determine la rapidez del bloque A después de que se 
mueve 5 pies hacia abajo por el plano, partiendo del 
reposo. Desprecie la fricción y la masa de cuerda y poleas. 




0.25 m 


Prob. 14-17 


14’ f S, Determine qué altura h puede alcanzar el carro 
de 200 kg sobre el plano indinado curvo D sí se lanza 
desde B con rapidez suficiente justo para alcanzar la parte 
superior del lazo en C sin abandonar la vía. El radio de 
eurv atura en C es p c = 25 m 


I J - 16. El tapñn liso tiene un peso de 2U Ib y es empu- 
jado contra una serie de roldanas de resorte Bellevilíe de 
manera que la compresión en el resorte es s - 0,05 píes. 
Si la fuerza del resorte sobre el tapón es F = fiüOs 1 ) Ib, 
donde s esta en pies, determine la rapidez del tapón justo 
después que se aleja del resorte, es decir, en $ = 0, 



Prob, 14-16 


14-17. El collar tiene una masa de 20 kg y descansa 
sobre la barra lisa. Dos resortes están unidos a ét y a los 
extremos de la barra como se muestra. Cada resorte tiene 
longitud no comprimida de 1 m. Si el collar es desplazado 
a = 0.5 ni y liberado del reposo, determine su velocidad 
en el instante en que retorna al punto v = (X 



Prub. U^tH 


14-t ( X El bloque de 2 kg está sometido a una fuerza de 
dirección constante y magnitud F ■= (300/(1 + j)) N. 
donde s está en metros. Cuando v = 4 m,d bloque se está 
moviendo hacia la izquierda con rapidez de H m/s. Deter- 
mine su rapidez cuando s — 12 m. El coeficiente de fric- 
ción cinética entre d bloque y el suelo es = {L25, 



Pririb, 14-19 
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i 4 El movimiento de una camioneta es frenado 
usando una cama de piedras sueltas AB y un conjunto de 
barriles aütichoque BC. Si los experimentos muestran 
que las piedras proporcionan una resistencia al rodamien- 
to de 16U Ib por rueda y los barriles proporcionan una 
resistencia como se muestra en la gráfica* determine la 
distancia x que la camioneta de 4500 Ib penetra en los 
barriles si está viajando libremente a 60 pies/s cuando se 
acerca a A. Considere s — 50 pies y desprecíe el tamaño 
de la camioneta. 


F ilbj 

F = |]0 , }r ) 



t¡ J—A" J 


Proli. 14-211 


La barrera amichoque en una autopista consiste 
en un grupo de barriles llenos con material absorbente 
de impactos. La fuerza de contención de la barrera se 
mide contra la penetración del vehículo en ella. Determi- 
ne ia distancia que un carro con peso de 4000 Ib penetrará 
la barrera si está viajando originalmente a 55 pies/s cuan- 
do golpea el primer barril. 



Problemas 177 

- L Los dos bloquea: A y B tienen pesos W A — óü ib 
y W B = 10 Ib. Si el coeficiente de fricción cinética entre 
el plano inclinado y el bloque A es ¡x k — 0,2* deiermine 
la rapidez de /I después que se ha movido 3 pies hacia 
abajo por el plano inclinado partiendo del reposo* 
Desprecie la masa de cuerda y poleas. 



- Los paquetes, que tienen un peso de 50 Ib* son 
entregados a La canaleta a ~ 3 pies/s usando una 
banda transportadora, Determine su rapidez cuando 
llegan a los punios B, C y D. Calcule también la fuerza 
normal de la canaleta sobre los paquetes en B y C. 
Desprecie la fricción y el tamaño de los paquetes. 


ü Á = 3 pies/s 



PnilL 14-21 


Prut». 14-13 
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14 . -L E] lingote de acero tiene masa de i 800 kg. Viaja 
a lo largo de la banda transportadora con rapidez v = 0.5 
m/s cuando choca con el dispositivo de resortes "anida- 
dos . Determine la deflexión máxima necesaria en cada 
resorte para detener el movimiento del lingote. Considere 
k A = 5 kN/m. k R = 3 kN/m. 


i4'2.^. El lingote de acero tiene masa de 180(5 kg, Viaja 
a lo largo de la banda transportadora con rapidez v = 0,5 
m/s cuando choca con el conjunto de resortes "anida- 
dos". Si la rigidez del resorte exterior es k A — 5 k_N m, 
determine la rigidez k B requerida en el resorte interno de 
manera que el movimiento del lingote sea detenido en el 
momento en que el frenre C del lingote esté a 0.3 m de 
la pared. 


i4-2n. £1 bloque A pesa 60 Ib y el bloque B 10 Ib. 
Determine la distancia que A debe descender desde el 
reposo antes de obtener una rapidez de 8 pies s. ¿Cuál 
es la tensión en la cuerda que soporta al bloque A ? 
Desprecie la masa de cuerda y polcas. 



• ' F.l bloque de 25 Ib tiene rapidez inicial i? (l ■= 10 
pies/s cuando está a la mitad del camino entre A y B. 
Después de golpear al resorte B, rebota y se desliza por 
el plano horizontal hacia el resorte A . etc. Si el coeficiente 
de fricción cinética entre el plano y el bloque es Mr = 0.4. 
determine la distancia toral recorrida por el bloque- 
an tes de detenerse. 





I’rnlh 14-25 


Prut*. 14-27 
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14*2$. El ladrillo de 2 Ib se desliza hacia abajo por un 
techo liso de tal forma que cuando está en A su velocidad 
es de 5 píes A Determine la rapidez dd bloque justo antes 
de dejar la superficie en B. la distancia d desde la pared 
hasta donde toca el ^udo. y la rapidez con que toca el 
suelo. 


v 



Prute U-2H 


1 4-2 { K Las montañas rusas son diseñadas de manera que 
los pasajeros no experimenten más de 3.5 veces su peso 
como fuerza normal contra el asiento del carro. Deter- 
mine el radío de curvatura p más pequeño de la vía en 
su punto más bajo si el carro tiene rapidez de 5 pies / s 
en la cresta de la caída. Desprecie la fricción, 


Problemas * 179 

LL3M. El mecanismo de catapulta se usa para impulsar 
el deslizador A de 10 kg hacia la derecha a lo largo de la 
vía lisa. La acción de propulsión se obtiene jalando la polea 
unida a la barra BC rápidamente hacia ia izquierda por 
medio de un pistón P. Si el pistón aplica una fuerza 
constante F = 20 kN a la barra BC de tal manera que la 
mueve 0.2 m. determíne ía rapidez alcanzada por el des- 
lizador que originalmente estaba en reposo. Desprecie la 
masa de poleas, cable, pistón y barra BC. 


A 



Prote J 4-3*1 


-.4 


/ 


1 4-31 * El collar tiene masa de 20 kg y se desliza a lo 
largo de la barra lisa. Dos resortes están unidos a! collar 
y a los exiremos de la barra como se muestra. Si cada 
resorte tiene longitud no comprimida de 1 m y el collar 
tiene rapidez de 2 m/s cuando s = 0, determine la com- 
presión máxima de cada resorte debida al movimiento de 
vaivén { oscilatorio) del collar. 



1 20 pies 



Prute 14-29 


Pmte 14-31 
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El ciclista viaja al punto A pedaleando hasta que 
alcanza una rapidez dé v Á - 8 m/s. Luego viaja libre- 
mente hada arriba por la superficie curva. Determine la 
fuerza normal que él ejerce sobre la superficie cuando 
liega al punto B. La masa total de la bicicleta v el ciclista 
es de 75 kg> Desprecie la fricción, la masa de las ruedas 
y el tamaño de la bicicleta. 



' El ciclista viaja al punió A pedaleando hasta 
que alcanza una rapidez de v Á - 4 m/s Luego viaja 
libremente hacia arriba por ta superficie curva. Deter- 
mine qué lan alio sube él por la superficie ames de 
detenerse. También, ¿cuáles son la fuerza normal re- 
sultante sobre la superficie en este punto y la acele- 
ración? La masa total de la bicicleta y el ciclista es de 
75 kg. Desprecie la fricción, la masa de las ruedas y el 
tamaño de la bicicleta. 


y 



i 4 " La caja A de 3(3 Ib es liberada del reposo y se 
desliza hacia abajo a lo largo de la rampa lisa y sobre la 
superficie de un carro. Si el carro está /í;o T determine 
la distancia ¿ desde el extremo de! carro hasta donde la 
caja se de licué. El coeficiente de fricción cinética entre 
el carro y la caja es ft k = 0i6, 



PmK 14-34 


El hombre situado en la ventana /I desea lanzar el 
suco de 3t) kg sobre el sudo. Para lograrlo hace oscilar 
el saco desde el reposo en B hasta d punto C donde 
libera ta cuerda en 0 = 30L Determine la rapidez con que 
el saco toca el suelo y la distancia R. 



PrnJt. 14-33 


Prcih, 14-35 
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14 Un bloque de 2 Ib descansa sobre la superficie 
lisa semicilmdrica.I'na cuerda elástica con rigidez k - 2 
Ib /pie está unida al bloque en B y a la base del semi- 
cilindro en el pumo C. Si el bloque es liberado del reposo 
en A {$ ■= 0 C ), determine la longitud no alargada de la 
cuerda de manera que el bloque empiece a dejar el semi- 
cilindro en el instante 0 = 45 , Desprecie el tamaño del 
bloque. 



Prut». 14*36 



■ ' El collar tiene masa de 20 kg v está soportado 
sobre la barra lisa. Los resortes unidos a él no están defor- 
mados cuando <i = 0.5 m. Determine la rapidez del collar 
después que la fuerza aplicada F - 100 N provoca que 
se desplace de manera que d — 0,3 m. Cuando d = 0.5 m 
el collar está en reposo. 


f A 

í -V. El parachoques de resorte se usa para detener el 
movimiento dd bloque de 4 Ib que se está deslizando 
hacia él a v = 9 pies/s. Como se muestra, el resorte está 
confinado por la placa P y el muro usando cables de 
manera que su longitud es de 1.5 pies. Si la rigidez del 
resorte es k =■ 50 ib pie. determine la longitud no 
alargada requerida en el resorte de manera que la placa 
do sea desplazada más de 0.2 pies después que el bloque 
choca con él. Desprecie la fricción. la masa de la placa y 
el resorte, y la energía perdida entre la placa y el bloque 
durante i a colisión. 


Priih, 14-3V 




Prub. 14-37 


14 El cilindro A tiene masa de 3 kg y el cilindro B 
tiene masa de S kg. Determine la rapidez de A después 
que se mueve hacía arriba 2 m partiendo del reposo, 
Desprecie la masa do cuerda y poleas. 


El esquiador parte del reposo en Ay viaja hacia 
abajo por la rampa. Si la fricción y la resistencia del aire 
pueden ser despreciada^ deleraiine su rapidez atando 
llega a B. Encuentre también la distancia y en donde él 
golpea el suelo en C cuando efectúa el salto viajando hori- 
zontalmente en £. Desprecie el tamaño deí esquiador, que 
tiene masa de 70 kg. 



Fruí*. 14-4*1 


50 m 
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14.4 Potencia y eficiencia 7 

Potencia. La potencia se define eximo la cantidad de trabajo realizado 
por unidad de tiempo. Así, la potencia generada por una máquina o un 
motor que realizan una cantidad de trabajo dU dentro del intervalo de 
tiempo dt es 



(14-9) 


Si el trabajo dü es expresado por dU = F ■ dr. entonces también es 
posible escribir 


p = dU_ _ fj_dr dr 

dt di dt 


o bien 



La salida de potencia de esta locomotora 
proviene de la fuer/a impulsora de fric- 
ción F desarrollada en sus ruedas. Esta 
es la fuerza que vence la resistencia de 
fricción de los carros y puede subir el 
peso del tren por la pendiente. 


P = F-v 


( 14 - 10 ) 


Por consiguiente, la potencia es un escalar, en donde la formulación v 
representa la velocidad del punto sobre el que actúa la fuerza F. 

Las unidades básicas de potencia usadas en los sistemas SI y FPS son 
el watt (W) y el caballo de potencia ( hp }. respectivamente. Esas unidades 
son definidas como 


1 W — 1 J/s = 1 N ■ m/ s 
I hp = 550 pies * lb/s 

Para la conversión entre los dos sistemas de unidades. L hp = 746 W. 

El término “potencia'' proporciona una base útil para determinar el 
tipo de motor o máquina requeridos para efectuar cierta cantidad de tra- 
bajo en un tiempo dado. Por ejemplo, cada una de dos bombas puede 
ser capaz de vaciar un depósito si se le da suficiente tiempo: sin embargo, 
la bomba con mayor potencia terminará el trabajo más pronto. 

fc 'ncien cia. La eficiencia mecánica de una máquina se define como la 
razón de la salida de potencia útil producida por la máquina a la entrada 
de potencia suministrada a la máquina. Por consiguiente. 


salida de potencia 
entrada de potencia 


( 14 - 11 ) 
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Si la energía aplicada a la máquina ocurre durante el mismo intervalo 
de tiempo en que es retirada, entonces la eficiencia puede ser expresada 
también en términos de la razón de salida de energía a entrada de ener- 
gía: es decir. 


salida de energía 
entrada de energía 


(14-12) 


Como las máquinas constan de una serie de partes móviles, las tuerzas 
de fricción siempre serán desarrolladas dentro de la máquina, y como re- 
sultado, es necesaria energía o potencia adicional para vencer esas fuerzas. 
En consecuencia, la eficiencia de una máquina siempre es menor que 1. 



Los requisitos de potencia de este elevador de- 
penden de la fuerza vertical F que actúa sobre el 
elevador y causa que se mueva hada arriba. Si la 
velocidad del elevador es v. entonces la salida Je 
potencia es P — F ■ v. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

La potencia suministrada a un cuerpo puede calcularse usando el 
siguiente procedimiento. 

Primero determine la fuerza externa F que actúa sobre el cuerpo 
que causa el movimiento. Esta fuerza es usualmente desarrollada 
por una máquina o un motor colocados dentro o fuera del cuerpo. 

Si el cuerpo está acelerando, puede ser necesario Dibujar su 
diagrama de cuerpo libre y aplicar la ecuación de movimiento 
(£F = ma) para determinar F. 

Una vez que F y la velocidad v del punto donde F está aplicada 
han sido encontrados, la potencia es determinada multiplicando 
la magnitud de la fuerza por la componente de velocidad que 
actúa en la dirección de F, (esto es. P = F ■ v = Fv eos 0). 

En algunos problemas la potencia puede ser encontrada 
calculando el trabajo realizado mediante F por unidad de tiempo 
(P ptom = £kU/At,a P = dU/dt). 
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Dauiin 



, 1 2T 

E3 h 


75 lh 


ib) 


lt-t> 


El motor M del malacate mostrado en la figura I4-15 a opera con 
eficiencia e = 0.85. Determine la potencia que debe suministrarse al 
motor para levantar la caja C de 75 ib en el instante en que el punto 
P sobre el cable tiene aceleración de 4 pies/s 2 y velocidad de 2 pies/s. 
Desprecie la masa de la polea y el cable. 

Solución 

Para calcular la salida de potencia del motor, primero es necesario 
determinar la tensión en el cable ya que esta fuerza es desarrollada 
por el motor. 

A partir del diagrama de cuerpo libre, figura 14-156, tenemos 


+ | 27), = ma, 


27 + 75 Ib 


751b 


ra- 


íl) 


32.2 pies/s 2 

La aceleración de la caja puede obtenerse usando cinemática para 
relacionarla con la aceleración conocida del punto P. figura 14- 15 a. 
Usando los métodos de la sección 1 2,9. las coordenadas s c y s> en la 
figura 14-15n pueden ser relacionadas con una porción constante de 
cable de longitud l que está cambiando en las direcciones vertical y 
horizontal. Tenemos 2sc + Sp — I. Tomando la segunda derivada con 
respecto a) tiempo de esta ecuación resulta 

2a c = ~a F (2) 

Como a P = +4 pies/s 2 , entonces a c - (-4 pies/s 2 } /2 = -2 pies/s 2 . 
¿Qué indica el signo negativo? Sustituyendo este resultado en la 
ecuación 1 y reteniendo ei signo negativo ya que la aceleración en 
ambas ecuaciones 1 y 2 es considerado positivo hacia abajo, tenemos 


-27 + 75 Ib - 


75 Ib 


- 2 pies/s 2 ) 


32.2 pies/s 
7 = 39.8 Ib 

La salida de potencia, medida en unidades de caballos de potencia, 
requerida para extraer el cable a razón de 2 pies/s es, por tanto, 

7 = T-v = ( 39.8 Ib) (2 pies/s)[l hp /(550 píes - lb/s)] 

= 0.145 hp 

Esta salida de potencia requiere que el motor proporcione una entrada 
de potencia de 

entrada de potencia = ^ (salida de potencia) 

= ( 0 - 1 45 bp) = 0.170 hp R . : 

Como la velocidad de la caja está cambiando constantemente, observe 
que este requisito de potencia es instantáneo. 
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E! carro deportivo mostrado en la figura 14-16« tiene masa de 2 Mg 


y está viajando con rapidez de 25 m/s. cuando ios frenos de todos 
ios neumáticos son aplicados. Si el coeficiente de fricción cinética 
es = 0.35. determíne la potencia desarrollada por la fuerza de fricción 
cuando el automóvil resbala. Luego encuentre la rapidez del auto- 
móvil después que se ha deslizado 10 m. 


19.62 kN 



FJi¡. I4-IÉ 


Solución 

Como se muestra en el diagrama de cuerpo libre, figura 14- 16b. ta 
fuerza normal N c ; y la fuerza de fricción F c representan las fuerzas 
resultantes de las cuatro ruedas. 

Aplicando la ecuación de equilibrio en la dirección y para deter- 
minar JV r , tenemos 

+ *£/>=*(); N c = 19,62 kN 

La fuerza de fricción es, por tanto, 

F c = 0.35(19.62 kN) = 6.867 kN 

La velocidad del automóvil puede ser determinada cuando s : 10 m 
aplicando el principio del trabajo y la energía. ¿Por qué? 

Tj + W ^ 2 = T 2 

|(20íXJ kg)(25 m/s)- - 6.867(10 ? )N(10 m) = ±(2000 kg)u 2 
V = 23.59 m/s 

La potencia de la fuerza de fricción en este instante es entonces 
P = [F f - • v| = 6.867( 1 ü 3 )N(25 m/s) = 172kW 
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PROBLEMAS 

1 * • El motor diesel de un lien de 400 Mg incrementa 
su rapidez uniformemente desde el reposo hasta 10 rrt/s 
en 100 s a lo largo de una vía horizontal, Determíne la 
potencia promedio desarrollada, 

— Determine la entrada de potencia necesaria en 
un motor para levantar 300 !b a razón constante de 5 
pies/s, La eficiencia del motor es e = 0.65. 

í : ■ ' Un tranvía eléctrico tiene un peso de 1 5 Ü0D Ib \ 
acelera a lo largo de un camino horizontal recto desde el 
reposo de tal manera que ía potencia es siempre de 100 
hp. Determine cuánto tiempo le toma alcanzar una rapi- 
dez de 40 pios/s. 

14-44, El jeep tiene un peso de 2500 Ib y un motor que 
transmite una potencia de 100 hp a todos las ruedas. 
Suponiendo que las ruedas no resbalan sobre el sudo, 
determine el ángulo (/ del plano más inclinado que et jeep 
puede subir con rapidez constante v == 30 píes/s, 


Prole 14-44 


- Un automóvil con masa de 2 Mg viaja hacia arriba 
pur una pendiente de T con rapidez constante v = 100 
km , h. Si (a fricción mecánica y la resistencia det aire son 
despreciadas, determine la potencia desarrollada por el 
motor si d automóvil tiene una eficiencia e - Ü.65. 


14-4(1» Un camión cargado pesa 16(1 0 3 ) Ib v acelera uni- 
formemente en un camino a nivel desde 15 pie-s/s hasta 
30 pies/s durante 4 s. Si la resistencia por fricción del 
movimiento es de 325 ¡b. determine la potencia máxima 
que debe ser entregada a las ruedas. 

Un tranvía eléctrico tiene un peso de 15 0GÜ Ib y 
acelera a lo largo de una vía horizontal recta desde d re- 
poso de tal manera que la potencia es siempre igual a 100 
hp. Determine qué tan tejos debe viajar para alcanzar una 
rapidez de 40 pies/s. 

Los escalones de una escalera mecánica se 
mueven con rapidez constante de 0.6 m/s. Sí los esca- 
lones tienen 125 mm de alto y 250 mm de longitud, de- 
termine la potencia necesaria en el motor para levantar 
una masa promedio de i 50 kg por escalón. Se tienen 32 
escalones. 

A la caja de 5ÍJ Ib se le imprime una rapidez de 
10 pies/s en í = 4 s partiendo del reposo. Si la ace- 
leración es constante, determine ía potencia que debe 
ser suministrada al motor cuando t = 2 s. El motor tiene 
eficiencia e = Ü.76. Desprecie la masa de la polea y d 
cable. 






Prnht 14-45 


Prtifo, I4-4V 
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1 i j Un carro \iene masa m y acelera a lo largo de un 
camino recto horizontal desde el reposo de tal manera 
que la potencia es siempre una cantidad constante P> 
Determine qué tan lejos de he viajar el carro para alcanzar 
una rapidez de v. 

t l’5I. Para dramatizar la pérdida de energía en un au- 
tomóvil, considere un carro con peso de 5 000 Ib que 
está viajando a 35 mi/h. Si d carro es detenido, deter- 
mine cuánto tiempo debe permanecer encendido un 
foco de 1ÜÜ W para consumir ía misma cantidad de 
energía. (I mi = 5280 pies,) 

14-52. El motor M se usa para levantar el elevador 
de 500 kg con velocidad constante v E = 8 m/s. Si el 
motor extrae 60 k W de potencia eléctrica, determine su 
eficiencia. Desprecie la masa de poleas y cable, 


El elevador de 500 iíg parte del reposo y viaja 
hacia arriba con aceleración constante a t = 2 m/s i 2 . Deter- 
mine la salida de potencia del motor M cuando t = 3 s. 
Desprecie la masa de poleas y cable. 




Prob, 14-53 


i - La caja tiene masa de 150 kg y descansa sobre 
una superficie para la cual los coeficientes de fricción 
estática y cinética son m, = 0.3 y ¿t* = 0.2. respectiva- 
mente. Si el motor M suministra en el cable una fuerza 

F - (Rr + 20) N, donde í está en segundos, determine 
la salida de potencia desarrollada por el motor cuando 
f = 5 s. 



Preb, ¡4-52 


Prnft. 14-54 
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El elevador F y su carga tienen una masa total 
de 400 kg. El izado es proporcionado por el motor XI 
y el bloque C de 6ü kg. Si el motor tiene eficiencia 
c = 0,6, determine la potencia que debe suministrarse 
a éste cuando el elevador es izado con rapidez constan- 
te = 4 tu /s. 



El carro deportivo tiene masa de 2.3 Mg y mien- 
tras está viajando a 28 m s el conductor lo acelera a 5 
náM Si Ja resistencia debida al viento es F B - (0.3 ir) N 
sobFe el carro, donde o es la velocidad en m /s. determine 
la potencia sumí nisl rada al motor en este instante, El 
motor tiene eficiencia € = Ü.68. 

El carro deportivo tiene mass de 2.3 Mg y 
acelera a 6 tn/íT. partiendo de! reposo. Si la resistencia 
debida al viento es F B — (IÜm) N sobre el carro, donde 
v es la velocidad en m/'s # determine la potencia sumi- 
nistrada al motor cuando r — 5 s, Éste tiene eficiencia 
e = 0.68. 



ITob, 14-57/58 


Froto. 14-55 


1 ióf). La caja de 5ü kg es levantada por el plano 
indinado 30 mediante el sistema de polea y motor V/. 
Si la caja parle del reposo y por aceleración constante 
alcanza una rapidez de 4 m/s después de viajar 8 m a 
lo largo del piano, determine la potencia que debe ser 
suministrada al motor en este instante. Desprecie la 
fricción a lo largo del plano. El motor tiene eficiencia 
e = 0-74. 


La carga de 50 Ib es levantada medíante d sis- 
tema de polea y motor M. Si éste ejerce una fuerza cons- 
tante de 30 Ib sobre el cable, determine la potencia que 
le debe se r suministrada si la carga ha sido levantada v - 
Hl pies partiendo del reposo. El motor tiene eficiencia 
e = 0,76. 




Froto. 14— 5f* 


Froto. 14*59 
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El trineo cohete llene masa de 4 Mg y viaja 
desde el reposo a lo largo de la vía horizontal para la 
cual el coeficiente de fricción cinética es \j — U.20. Si 
el motor proporciona un empuje constérne T = 150 kN. 
del entúne su salida de potencia como función del tiem- 
po. Desprecie la pérdida de masa combustible y la resis- 
tencia del aire. 


- ^ Un atleta empuja contra una máquina de ejer- 
cicio con una fuerza que varia con el tiempo como se 
muestra en ía primera gráfica. Además. la velocidad dd 
brazo del atleta actuando en la misma dirección que la 
fuerza varia con el tiempo como se muestra en la segunda 
gráfica. Determine la potencia aplicada como función dd 
tiempo y el trabajo realizado en r = 0,3 s. 




11 II II M fr'ii M r l'T — r 


Un atleta empuja contra una máquina de ejercicio 
con una fuerza que varía con el tiempo como se muestra 
en la primera gráfica. Además, la velocidad del brazo del 
atleta actuando en la misma dirección que la fuerza varía 
con el tiempo como se muestra en la segunda gráfica. 
Determine la potencia máxima desarrollada durante el 
periodo de 03 segundos. 


Prob, 14-60 


- r p'j 

14-61. El collar de 10 Ib parte del reposo en A y es 
levantado aplicando una fuerza constante F - 25 Ib a la 
cuerda. Si la barra es lisa, determine h potencia desa- 
rrollada por la fuerza en el instante 0 — 6Q\ 


N) 

SüQ — 



0.2 03 


í’ím/S) 




Vmh. 14-n.t 


Prob>* 14—02/ 63 
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14.5 Fuerzas conservativas y energía potencial 

Fuerza CO! ise? vativa. ( uando el trabajo realizado por una fuerza ai 
mover una partícula de un punto a otro es independiente de l a trayectoria 
seguida por la partícula, entonces esta fuerza se denomina fuerza con- 
servativa. EJ peso de una partícula y la fuerza de un resorte elástico son 
dos ejemplos de fuerzas conservativas encontradas a menudo en mecánica. 
El trabajo realizado por el peso de una partícula es independiente de la 
trayectoria ya que depende sólo del desplazamiento vertical de la partícula. 
El trabajo realizado por un resorte que actúa sobre una partícula es 
independiente de la trayectoria de la partícula, ya que depende sólo de la 
extensión o compresión s del resorte. 

En contraste con una tuerza conservativa, considere la fuerza de fric- 
ción ejercida sobre un objeto deslizable por una superficie fija. El trabajo 
realizado por la fuerza de fricción depende de la trayectoria', entre más 
larga sea la trayectoria, mayor es el trabajo. En consecuencia, las fuerzas 
de fricción no son conservativas. El trabajo es disipado por el cuerpo en 
turma de calor. 


Energía potencia La energía puede ser definida como la capacidad de 
efectuar trabajo. Cuando la energía proviene del movimiento de la partícula 
se llama energía cinética. Cuando proviene de la posición de la partícu- 
la, medida desde un datum Ojo o plano de referencia, la fuerza se denomina 
energía potencial. Así, la energía potencial es una medida de la cantidad 
de trabajo que una fuerza conservativa realizará cuando se mueva desde 
una posición dada basta el datum. En mecánica, la energía potencial 
debida a la gravedad 1 peso) o a un resorte elástico es de gran importancia. 


Energía potencial graviíntoria. Si una partícula está localizada a una 
distancia y por arriba de un datum elegido arbitrariamente, como se 
muestra en la figura 14-17. el peso W de la partícula tiene una energía 
potencial gravitaroria positiva, V^ya que W tiene la capacidad de efectuar 
trabajo positivo cuando la partícula es movida hacia abajo de recreso al 
datum. Igualmente, si la partícula está localizada a una distancia v por 
abajo del datum, V v es negativa va que el peso efectúa trabajo negativo 
cuando la partícula es movida hacia arriba de regreso al datum. En el 
datum V g » 0. 

En general, sí y es positiva hacia arriba, la energía potencial gra- 
vitatoriá de la partícula de peso VV es 


V, = Wy 


( 14 - 13 ) 


Aquí el peso se supone constante. Esta suposición es adecuada para pequeñas 
diferencias en elevación Ay. Sin embargo. cuando el cambio en elevación es im- 
portante, una variación del peso con la elevación debe ser tomada en cuerna (vea e! 
Prob. 14-96). 
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w 

Fie. 14-17 


Energía potencial elástica. Cuando un resorte elástico es alargado 
o comprimido una distancia s desde su posición no alargada, la energía 
potencial elástica V e debida a la configuración del resorte puede ser 
expresada como 


v, = +U-.v 2 


(14-14} 


Aquí V e es siempre positiva ya que, en la posición deformada. La fucr/a 
del resolte siempre tiene la capacidad de efectuar trabajo positivo 
sobre la partícula cuando el resorte retoma a su posición no alargada, 
figura 14-18. 


1 


Posición 

no alareadiL * - 0 




V ( = ü 


— +.í H 




(• 


M 


V r = + |¿s- 


twWWlMK: V = + y kr 


Energía porencíal elásiicii 
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Fig. 14-18 
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runción potencial. En el caso general. si una partícula está sometida 
a tuerzas gravita tonas y a fuerzas elásticas, su energía potencial puede ser 
expresada como una función potencial, C|UC es la suma algebraica 



(14-15) 


La medida de V depende de la ubicación de la partícula con respecto a 
un datum seleccionado de acuerdo con las ecuaciones 14-13 y 14-14. 

Si la partícula está ubicada en un punto arbitrario {.v.y. z) en el espacio, 
esta I unción potencial es entonces V — Vfx. y, z). El trabajo realizado 
por una fuerza conservativa al mover la partícula desde el punto (x,, yj. 
z t l hasta el punto (.v?. y ; . es medido por la diferencia de esta función, 
esto es, 


&W “ Vy ~ L 2 (14-16) 

Por ejemplo, ia función potencial para una partícula de peso W sus- 
pendida de un resorte puede ser expresada en términos de su posición 
j medida desde un datum ubicado en la longitud no alargada del resorte, 
figura 1 4-19. Tenemos 


v = v s + v e 

= -Ws + !*.r 

Si la panícula se mueve desde hasta una posición inferior ,v->. 
entonces, aplicando la ecuación 14-16. puede verse que el trabaio de 
W y F, es J 

Ui-2 = V\ ~ V 2 = (-W'j, -(- - (-ffr, + ^ ksl) 

= W(j 2 -s x ) - (Ia-íI - ifcsf) 


Datum 



]f W 


14— iy 
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Cuando ei desplazamiento a lo largo de la trayectoria es infinitesimal, 
es decir, del punto (.y. y. z) a (y + dx. y + dy. z + rfz). la ecuación 14-16 
toma la forma 


dU = V(.r, y. z) — V{x +dx. y + dy . z + dz) 

= -dV{x,y,z) ( 1 4 — 17 ) 

Si la fuerza y el desplazamiento son definidos usando coordenadas rec- 
tangulares. entonces e! trabajo también puede ser expresado como 

dU ~¥- dr ~ (F, ¡ + F v j + F.k) * [dx 1 + í/yj + dzk) 

= F v dx + F x dv + F. dz 

Sustituyendo este resultado en la ecuación 14-17 y expresando la dife- 
rencial dVfx, v. z) en términos de sus derivadas pardales obtenemos 

(i)V ¿IV dV , \ 

F x dx + F v dv + F- dz = -[ — dx -i dy H dz 

\ ñ.Y di y nz / 

Como todos los cambios en ,v. y y z son independientes uno de otro, esta 
ecuación se satisface si 



F = 

x dx' 

F = — — 

1 V - ' 

dy 

K = 

_av 

ñz 

(14-18) 

Entonces. 

F — 

av. av . av t 





r — 

á.r 3 y ^ 9z 





= 

(a . a . a, 

V dx 3y J dz 

> 



o bien 


F ** -VV' 



(14-19) 


donde V representa el operador vectorial V - (3/c).v)i + (3/3 v)j + 
(3/3z)k. 

La ecuación 14-19 relaciona una fuerza F con su función potencial V 
y con ello proporciona un criterio matemático para probar que F es 
conservativa. Por ejemplo, la función potencial gravita toria para un peso 
localizado a una distancia v por arriba de un datum es V g — Wy. Para 
probar que W es conservativa, es necesario mostrar que satisface la ecua- 
ción 14-19 (o la Ec. 14-18), en cuyo caso 

dV 3 

F=- ñy {Wy)=-W 

El signo negativo indica que W actúa hacia abajo, opuesta a la y positiva, 
que es hacia arriba. 
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14.6 Conservación de la 



El peso de kis sacos que descansan sobre 
esia plataforma ocasiona que energía po- 
tencial sea almacenada en ios resortes de 
soporte, Al retirar cada saco, la platafor- 
ma se levantará ligeramente va que parte 
de la energía potencial de los resortes se 
transferirá como un incremento a la ener- 
gía potencial gravita torta de los sacos res- 
tantes Tal dispositivo es útil para retirar 
los sacos sin tener que indinarse para to- 
marlos cuando són descargados. 


* — Q 


h -Q 

h 


Daium i 



Energía piHcnrlat falta) 
E ntTg tu cinética i c ero :■ 


Energía pdtciiml 
y energía cinética 


Energía ponencia! íceito 
Energía rinélica ! más i 


FI* 14-20 


energía 

C uando un sistema de fuerzas conservativas y no conservativas actúa 
sobre una partícula, la porción deJ trabajo reai izado por las fuerzas 
conservativas puede ser escrita en términos de la diferencia en sus 
energías potenciales usando la ecuación 14-16, esto es. (St/j ,) i . ( , ns - 
í i i í- í- omo tesultado, él principio del trabajo y fa energía puede 
ser escrito como 

T i + V i + = T l + V 1 (14-20) 

Aquí ( — 0. -jJnuccins representa el trabajo de las I uerzas no conservativas 
que actúan sobre la partícula. Si sólo fuerzas conservativas son aplicadas 
al cuerpo, este término es cero y entonces tenemos 

7j + Vj = T 2 + V 2 j (14-21) 

A esta ecuación se le conoce como ecuación de ¡a conservación de la 
energía mecánica, o simplemente como de la Conservación de la energía. 
Esta ecuación establece que durante el movimiento, ia suma de las 
energías cinética \ potencial de la panícula permanece constante. Para 
que esto ocurra, la energía cinética debe ser transformada en energía 
potencial, y viceversa. Por ejemplo, si una bola de peso W es dejada caer 
desde una altura h sobre el suelo (datum). figura 14-20. la energía po- 
tencial de la bola es máxima antes de dejarla caer y su energía cinética 
es cero. La energía mecánica total de la bola en su posición inicia] es en- 
tonces 


E = r, + V, = l) 4- Wh = Wh 

Cuando la bola ha caído una distancia h/2. su rapidez puede ser deter 
minada usando r - cr, + 2ajy - y n ). que da V ~ V2g(/c2) = \ y¡¡. 
La energía de la bola en la posición a media altura es, por tamo. 

E = T 2 + V 2 = 4- W~ = Wh 

Justo antes de que la h ola toque el suelo, su energía potencial es cero y 
su rapidez v = V2 gh. Aquí, de nuevo, la energía total de la bola es 

E = T i + V ¡ = ( Vlghf + 0 = Wh 

2s 

Observe que cuando la bola entra en contacto con et suelo se deforma 
en alguna medida, y si el suelo es lo suficientemente duro, la bola re- 
botará alcanzando una nueva altura h\ la cual será menor que la altura 
h desde la cual fue soltada primero. Despreciando la fricción del aire, la 
diferencia en altura explica la pérdida de energía, E¡ = W(h - /?'). que 
ocune durante fa colisión. Porciones de esta pérdida producen ruido, 
deformación localizada en la bola y e! suelo, y calor. 
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Sistema de partículas. Si un sistema de partículas está sometido sólo 
a fuerzas conservativas, entonces, para las partículas, puede ser escrita una 
ecuación similar a la 14-21. Aplicando tas ideas del análisis precedente, la 
ecuación 14-8 o 2 7j + = 27; . toma la forma 


2T, + 21/, = 2 T 2 + SV : 


(14-22) 


Aquí, la suma de las energías iniciales cinética y potencial del sistema 
es igual a la suma de las energías finales cinética y potencial del siste- 
ma. En otras palabras. 2 T + 2K = constante. 

Es importante recordar que sólo problemas que impliquen sistemas 
conservadores de fuerzas (pesos y resortes) pueden ser resueltos usando 
el teorema de la conservación de la energía. Como se indicó, las fuerzas 
de (acción o Tuerzas resistentes al arrastre, que dependen de la velocidad 
o de la aceleración, son no conservativas. Una porción del trabajo realizado 
por tales fuerzas es transformado en energía térmica, y en consecuencia 
esta energía se disipa en el enlomo y no puede ser recuperada. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

La ecuación de la conservación de la energía se usa para resolver 
problemas que implican velocidad, desplazamiento y sistemas conser- 
vadores de fuerzas. Por lo general es más fácil aplicarla que emplear 
ei principio del trabajo y la energía porque la ecuación de energía 
requiere de especificar únic ament e las energías cinética y potencial 
en sólo dos puntos a lo largo de la trayectoria, en vez de determinar 
el trabajo cuando la partícula se mueve a través de un desplazamiento. 
Para aplicaciones se sugiere ufar el siguiente procedimiento. 

Energía potencial 

Dibuje dos diagramas que muestren a la partícula ubicada en sus 
puntos inicial y final a lo largo de la trayectoria. 

Si la partícula está sometida a un desplazamiento vertical, esta- 
blezca el dalum fijo horizontal para medir desde ahí la energía 
potencial gravitatoria E ? de la partícula. 

Los dalos pertinentes a la elevación y de la partícula desde el dalum 
y la extensión o compresión s de cualquier resorte conectado 
pueden ser determinados a partir de la geometría asociada con 
los dos diagramas. 

Recuerde que = W'v. donde y es positiva hacia arriba desde el 
datum y negativa hacia abajo desde ei dalum: también V t — ^ ks 2 . 
que es siempre positiva. 

Conservación de la energía 

1 Aplique la ecuación T[ + V[ = T 2 + V?. 

Al determinar la energía cinética, T = \ mv 2 . la rapidez v de la 
partícula debe ser medida desde un marco de referencia inercia!. 
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Pir. 14-2! 


El pórtico que aparece en la fotografía se usa para probar la respuesta 
de un avión durante un choque. Como se muestra en la figura L4-21n. 
el avión con masa de 8 Mg es levantado hacia atrás hasta que (9 = 
60 . } luego el cable AC que lo ha jalado se libera cuando el avión 
está en reposo. Determine la rapidez del avión justo antes de 
estrellarse contra el suelo. Q — 15°. ¿Cuál es la tensión máxima desa- 
rrollada en el cable de soporte durante el movimiento? Desprecie el 
electo de elevación causado por las alas durante el movimiento así 
como el tamaño del avión. 



Solución 

C omo la fuerza del cable no trabaja sobre el avión, debe ser obtenida 
usando la ecuación de movimiento. Sin embargo, primero debemos 
determinar la rapidez del avión en B. 

Por conveniencia, el datura ha sido establecido 
en la parte superior del pórtico. 

Conservación de la energía. 


Ta + V a = T b + F b 

0 — 8000 kg (9.81 m/s-)(20 eos 60° m) = 

¿(80Q0kg)t>| - 8000 kg (9.81 m/s*)(20cos 15 c m) 

Vr = 13.5 m/s i. . . 

Usando los datos tabulados en el dia- 
grama de cuerpo libre cuando el avión está en B. figura 14-216, te- 
nemos 

+ \ 1F„ = ma „ ; 

T - 8000 (9.81 )N eos 15° = (8000 kg) ^ 3 ' ?m ^ 

20 m 


Resp. 


T = 149 kN 
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EJEMPLO 14.10 


El émbolo R mostrado en la figura 14-22« tiene masa de 100 kg y es 
liberado del reposo 0.75 m desde la parle superior de un resorte A 
que tiene rigidez k A — 12 kN /m. Si un segundo resorte B. con rigidez 
k fí = 15 kN/m está "anidado " en A, determine el desplazamiento 
máximo de A necesario para detener el movimiento hada abajo del 
émbolo. La longitud no alargada de cada resorte está indicada en la 
figura. Desprecie la masa de ios resortes. ^ 

Solución 

Supondremos que el émbolo comprime ambos 
resortes en el instante en que i lega al reposo. El datucn pasa por el 
centro de gravedad del émbolo en su posición inicial, figura 14-226. 
Cuando la energía cinética se reduce a cero ( v-> — 0). A es comprimido 
una distancia .v. 4 y B se comprime una distancia s B — s A - 0.1 m. 


Conservación de ln energía. 

T\ ■+ V\ * ** A + K 

0 + 0 = 0+ {\k A s^ + - 0.1 f - W h) 

0 + 0 = 0+ {|(12000N/m).t- 4 + ¿(15 000 N/m)(j¿ - 0.1m) 2 

- 981 N(0.75m + .v^}} 

Reordenando los términos. 


13 500a-;, - 2481 - 660.75 = 0 


Usando la fórmula cuadrática y despejando la raíz positiva, tenemos 


s A = 0.331 m 


Rcsp. 


Como s H = 0.331 m — 0.1 ni = 0.231 m, que es positiva, la suposición 
de que ambos resoltes están comprimidos por el émbolo es correcta. 


*, = 12 kN/m 


*La segunda raíz, s A = —0.148 m, no representa la situación Tísica. Como s positiva 
es medida hacia abajo, el signo negativo índica que el resorte A tendría que ser 

“extendido" una cantidad de 0,148 m para detener el émbnla 



Dulum 
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Un collar C liso de 2 kg. mostrado en la figura 14-23», se ajusta con 
holgura sobre Ja flecha vertical. Si el resorte no está alargado cuando 
el collar se encuentra en la posición <4. determine la rapidez con 
que el collar se está moviendo cuando y = 1 m si (a) es liberado del 
reposo en A, y (b) si es liberado en A con una velocidad hacia arriba 
v A = 2 ni/s. 

Solución 
Parte (a) 

Por conveniencia, el dalum es establecido a tra- 
vés de AB. figura 14-236. Cuando el collar está en C. la energía 
potencial gravilatoria es ya que el collar está debajo del 

datum.v la energía potencial elástica es jJkr c:s , Aquí $ CB — 0.5 m. lo 
cual representa el elongii/nietJTo en el resorte como se muestra en 3a 
figura. 


la ejiemía* 


• A f *A ** T C + V c 



Hg. 14-23 


Comen*m 

t, + v a 

(1 + 0 = \mvc + “ m sy] 

0 + (1 = {j(2 {%)«£} + {¿(3 N/m)(0,5m) 2 - 2(9.81) N(lm)} 
% = 4.39 m/s i Resp 

Este problema también puede ser resuelto usando la ecuación de mo- 
vimiento o el principio del trabajo y la energía. Observe que en esos 
dos métodos la variación de la magnitud y la dirección de la fuerza 
de i resorte debe ser tomada en cuenta (vea el ejemplo 13.4). Aquí, 
sin embargo, el método anterior de solución es claramente ventajoso 
Vti que los cálculos dependen sólo de datos calculados en los puntos 
inicial y final de la trayectoria. 

Pane ib) 

Si v A = 2 m/s, usando los dalos dados 

en la figura 14-236. tenemos 

T A + — 7 ^ -f- 

.25 m 

2 mv A + 0 = \mvc + {\ks\ s - mgy} 

\i 2 k g)(2 m s) 2 + 0 = |(2 fcg)i$ + (j(3 N/m)(0.5 m} 2 

- 2(9.81) N(1 m)} 
v c = 4,82 m/sj Resp. 

Observe que la energía cinética del collar depende sólo de la magnitud 
de la velocidad, y por tanto no es importante si el collar se mueve 
hacia arriba o hacia abajo a 2 m/s ul ser liberado en A. 



http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Problemas 1 99 


PROBLEMAS 


1 ; \ Resuelva el problema 14-18 usando la ecuación 
de la conservación de la energía. 

É-i-fc Resuelva el problema 14-15 usando la ecuación 
de la conservación de la energía. 

Mhi. Resuelva el problema 14-17 usando la ecuación 
de la conservación de la energía. 

Resuelva el problema 14-31 usando la ecuación 
de la conservación de la energía. 

Resuelva el problema 14-36 usando la ecuación 
de la conservación de la energía. 

l L ' 4. Resuelva el problema 14-23 asando la ecuación 
de la conservación de la energía, 

3- 

1 4*70. Dos resortes de igual longitud están “anidados" 
uno en ei otro para fumar un amortiguador Si éste está 
diseñado para deteneT el movimiento de una masa de 2 kg 
que se deja caer desde s = 0,5 m por arriba de los resortes 
desde el reposo, y Ja compresión máxima de los resor- 
tes debe ser de 0.2 irt, determine la rigidez requerida 
del resorte interno, si el resorte externo tiene rigidez 
k A = 400 N./rn, 


14 71. E! bloque tiene un peso de 1,5 Ib y se desliza a 
lo largo de la canaleta lisa AB. El bloque es liberado de! 
reposo en el punto A. que tiene coordenadas A (5 píes, 0. 
10 pies). Determine la rapidez con que se desliza en B. 
que tiene coordenadas B( 0 f 8 pies, 0). 



14- ' La niña tiene masa de 40 kg y centro de masa 
en G . Si ella está oscilando a una alt ura máxima definida 
por 8 — 60*\ determine la fuerza desarrollada a lo largo 
de cada uno de los postes de soporte como el AB en el 
instante 8 = 0 , E! columpio está ubicado centralmente 
entre los postes. 




Profo, 14-70 


Prut». 14-72 
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: El collar tiene un peso de 8 Ih, Si se empuja hacía 

ahajo de modo que comprima al resorte 2 pies y entonces 
es liberado dd reposo ( h = Oh determine su rapidez 
cuando se ha desplazado h = 4.5 pies. El resorte no está 
unido al collar. Desprecie la fricción. 

El collar tiene un peso de 8 Ib. Si es liberado dei 
reposo a una altura de h — 2 pies desde la parte superior 
de! resorte no comprimido, de termine la rapidez del collar 
después de caer y comprimir el resorte 0.3 píes. 



El collar de 2 kg está unido a un resorte que tiene 
longitud no alargada de 3 m. Si el collar es jalado al puntó 
B y liberado del reposo, determíne su rapidez cuando 
llega al pumo A. 


El collar de 5 Ib es liberado del reposo en A y 
viaja a lo largo de la guía lisa. Determine la rapidez del 
collar justo antes de chocar con el tope en B. El resorte 
tiene longitud no alargada de 12 pulg. 

El collar de 5 Ib es liberado del reposo en A y 
viája a lo largo de la guía lisa. Determine su rapidez 
cuando su centro alcanza el punto C y la fuerza normal 
que ejerce sobre la barra en este punto. El resorte tiene 
longitud no alargada de 12 pulg., y el punto C está loca- 
lizado justo antes del extremo de la porción curva de la 
barra. 



El bloque de 2 Ib recibe una velocidad inicial de 
20 pies/*; cuando está en A. Si ei resorte tiene longitud 
no alargada de 2 pies y rigidez k = 100 Ib /pie, determine 
la velocidad del bloque cuando s = 1 pie. 



Cirtib. 14-75 


Frub. 14-78 
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El carro de la montaña rusa tiene masa de 800 kg 
incluyendo al pasajero, \ parte de la cresta A con rapidez 
v A ~ 3 mís. Determine la altura mínima h de la cresta 
necesaria para que el carro pueda recorrer los dos lazos 
sin separarse de la vía. Desprecie La fricción, la masa de 
las ruedas y el tamaño del carro* ¿Cuál es la fuerza normal 
sobre el cairo cuando está en B y en C? 

El carro de la moni aña rusa tiene masa de 800 
kg incluyendo al pasajero. Si es liberado del reposo en la 
cresta A , determine la altura mínima h de la cresta nece- 
saria para que el carro recorra ambos lazos sin separarse 
de la vfa. Desprecie la fricción, la masa de las ruedas y el 
tamaño del carro. ¿Cuál es la reacción normal sohre d cano 
cuando está en B y en C? 



Piobs í4-7Vm 

Tarzán tiene masa de 100 kg y se balancea partien- 
do del reposo desde el acantilado sosteniéndose rígida- 
mente sobre la Mana que es de 10 tru medida desde la 
rama A de soporte hasta su centro de masa, Determíne 
su rapidez justo después que la liana toca la rama inferior 
localizada en el punto i?. ¿Qué fuerza debe mantener 
Tarzán sobre la liana justo antes y justo después que la 
liana entra en contacto con la rama en B1 



El resorte tiene rigidez k = 3 lh /pie y longitud 
no alargada de 2 pies. Si está unido al collar liso de 5 Ib y 
el collar es liberado del reposo en A. determine la rapidez 
del collar justo antes que toque el extremo de la barra 
situada en B. Desprecie el tamaño del collar. 



Dos estudiantes A y B, cada uno con peso de 
150 Ib, quieren saltar del puente partiendo del repaso y 
usando una cuerda elástica (cuerda bungüe) con rigidez 
k — 80 Ib/ pie. Ellos desean llegar justo a La superficie del 
río, donde A . unido a la cuerda* debe soltar a B en el instante 
en que tocan el agua. Determine la longitud apropiada 
sin estirar de la cuerda para lograrlo y calcule la aceleración 
máxima de A y la altura máxima que alcanzará sobre el 
agua después del rebote. A parí ir de sus resultados, co- 
mente sobre la factibilidad de hacer esto. 



Pnib t 14-81 


Priiti, 14-83 
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Dos resurtes de igual longitud con rigidez = 
300 N m y k u = 2(JÜ N/m están “‘anidados" uno con otro 
para formar un absorbedor de choques. Si un bloque de 
2 kg se deja caer desde una posición en reposo 0.6 m por 
arriba de la parte superior de los resortes* determine su 
deformación cuando se detiene momentáneamente. 


0.6 m 



Prob. 14-84 


? : , El juego en un parque de diversiones consta de 

una góndola que es llevada a una altura de 120 pies en 
A. Si fa góndola es soltada del reposo y cae por la vía 
parabólica, determine la rapidez en el instante y — 20 
pies. Determine también la reacción normal de los rieles 
sobre la góndola en este instante* La góndola y el pasajero 
tienen un peso total de 500 Ib. Desprecíe los efectos de 
la fricción y la masa de Las ruedas. 


. ■ ím. Cuando la caja de 6 kg alcanza el punto A tiene 
rapidez v A = 2 m s. Determine d ángulo 9 con el que la 
caja deja la rampa lisa circular y la distancia -r a la que 
cae en el carro. Desprecie Lti fricción. 



Prob, 14 — Sfi 


La caja de 2 Ib 'tiene velocidad de 5 pies/s cuando 
empieza a resbalar hacia abajo por la superficie lisa in- 
clinada localizada en A . Determine el punto C ( a % y) 
donde la caja loca el plano inclinado inferior: 

' La caja de 2 Ib tiene velocidad de 5 pies/s 
cuando empieza a resbalar hacia abajo por la superficie 
lisa inclinada localizada en A, Determine su rapidez justo 
ames de tocar la superficie en C y el tiempo que 1c toma 
viajar de A a C Las coordenadas del punto C son x : = 
17.66 píes y y = 8.832 pies. 





x 


í'rub. 14-85 


Fnrf». 14-87/88 
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La bola de 2 kg v tamaño insignificante es lan- 
zada desde ei pumo A con velocidad inicial de 10 m/s 
hacia arriba por el plano liso inclinado. Determine la dis- 
tancia desde el punto C hasta donde la bola toca la super- 
ficie horizontal en D. ¿Cuál es su velocidad cuando toca 
Ja superficie? 


Problemas * 203 

f ^ 1 

• • La bola de 0.5 Ib es disparada desde el disposi- 

tivo con resorte mostrado. Determine la rigidez k más 
pequeña requerida para disparar la bola a una distancia 
máxima de 3(1 pulg. hacia arriba por el plano inclinado 
después que el resorte es empujado hacia atrás 3 pulg. y 
la bola es liberada del reposo. Las cuatro cuerdos C y la 
placa P mantienen el resorte Comprimido en 2 pulg. 
cuando no hay carga sobre ia placa. 



ProH. 54-K'i 


l’rnbs. 14-91/92 


: : ' La bola tiene ue peso de 15 Ib y está fija a una 
barra de masa insignificante. Si es liberada del reposo 
cuando 0 = «".determine el ángulo 0 para el cual la fuerza 
de compresión en la barra se vuelve cero. 



■ i 1 - La bola de 0.5 Ib es disparada desde el dispositivo 
con resorte mostrado. El resorte tiene rigidez k = 10 
ib pulg., y las cuatro cuerdas C y la placa P mantienen al 
resorte comprimido en 2 pulg. cuando no hay carga sobre 
la placa. Ésta es empujada hacia atrás 3 pulg. desde su 
posición inicial. Si entonces es liberada del reposo, deter- 
mine la rapidez de la bola cuando viaja 30 pulg. hacia arriba 
por el plano liso. 


'■ Cuatro cables inelásticos C están unidos a una 
placa P y. cuando no hay peso sobre La placa, mantienen 
0.25 pies en compresión ai resorte de 1 pie de longitud. 
Se tiene también un resorte no deformado anidado den- 
tro de este resorte comprimido. Si el bloque de 10 Ib de 
peso se mueve hacia abajo a w = 4 pies /s, cuando está a 
pies poi arriba de la placa, determine la compresión 
máxima en cada resorte después que el bloque golpea la 
placa. Desprecie la masa de la placa, del resorte. y cualquier 
energía perdida en la colisión. 



Prnth 14-93 
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í f 4. El amortiguador de doble resorte se usa para 
detener el Lingote de acero de 1500 Ib en la planta de la- 
minación. Determiné la deflexión máxima de la placa A 
causada por el lingote si éste la golpea con una rapidez 
de 8 pies/st Desprecíe la masa de resortes, rodillos y placas 
A y íf. Considere k\ =■■ 3000 Ib / pie, k 2 - 4500 Ib /pie. 



Prob, 14-94 


Si la masa de la Tierra es V/ .. demuestre que la 
energía potencial gravitatoria de un cuerpo de masa m 
localizado a una distancia r del centro de la Tierra es 
= -GM^n/r. Recuerde que la fuerza gravitatoria que 
actúa entre la Tierra y el cuerpo es F = G{M t m/r-) t 
ecuación 13-1. Para los cálculos, localice el datum en r 
50. Pruebe también que Fes una fuerza conservativa. 

3 ■ Un cohete de masa m es disparado verticalmen- 

te desde la superficie de la Tierra, esto es. desde r — r¡. 
Suponiendo que no se pierde masa cuando viaja hacia 
arriba, determine el trabajo que debe efectuar el cohete 
contra la gravedad para alcanzar una distancia /s, La 
fuerza de la gravedad es F — GM^t/r, (Ee. 13— 1 ), donde 
M t . es la masa de i a Tierra y r la distancia entre el cohete 
y d centro de la Tierra. 



PROYECTOS DE DISEÑO 

14-1D. DISEÑO DE LA DEFENSA 
DE UN AUTO MÓVIL 

Un automóvil va a ser protegido por una defensa a base de 
resortes unida id marco del automóvil. Diseñe la defensa 
de manera que detenga un automóvil de 3500 Ib viajando 
libremente a 5 mí/h y no deforme ios resortes más de 3 
pulgadas. Presente un croquis de su diseño que muestre la 
colocación de los resortes y su rigidez. O ra.fi que el diagrama 
de carga ^deflexión para la defensa durante una colisión 
directa con una pared rígida, también grafique la desace- 
leración del automóvil como función del desplazamiento de 
los resortes:. 



14-20» DISEÑO DE UN ELEVADOR 

Se requiere que un elevador y su contenido, con peso máximo 
de 500 Ib. sean levantados a una alura y — 20 pies partiendo 
del reposo, y que luego de ó segundos se detengan. Un motor 
simple con tambor enrollador de cable puede ser montado 
en cualquier parte y utilizado para realizar la operación. 
Durante cualquier elevación o descenso, la aceleración no 
debe exceder de 10 pies/$\ Diseñe un sistema de polea y 
cable para el elevador: también estime el costo del material 
si el cable cuesta $ 130/pie y las poleas cuestan $3.50 cada 
una. Presente un dibujo de su diseño, e incluya gráficas de 
la salida de potencia requerida del motor y de la rapidez del 
elevador contra la altura y recorrida. 

A & 
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REPASO DEL CAPÍTULO 

Una fuerza efectúa trabajo cuando experimenta un desplazamiento a lo 
largo de su línea de acción. Si la fuerza varía con el desplazamiento, entonces V = J F ds. 
Gráficamente, esto representa el área bajo el diagrama F—s. Si la fuerza es constante, entonces, 
para un desplazamiento Av en la dirección de la fuer/a. U = F As. 

Un ejemplo típico de este caso es el trabajo del peso. U ~ W Ay. 

Aquí, Ay es el desplazamiento vertical. Una fuerza de resorte. F = ks , depende del alongamiento 
o compresión s del resorte. El trabajo es determinado por integración igual at/ = Iks 1 . 

Si la ecuación de movimiento en la dirección tangencial. 
~ F < = m <V es combinada con la ecuación cinemática, a, ds - i> dv, obtenemos el principio del trabajó 
y la energía. 


Ti + m* = t 2 

Aquí, la energía cinética inicial de la partícula | 7*1 más el trabajo realizado por todas tas 

fuerzas que actúan sobre la partícula cuando ella se mueve desde su posición inicial hasta su posición 
fina] {i,[/j_ 2 ),es igual a la energía cinética final de la partícula (7^ = *mv 2 2 ). 

E! principio del trabajo y la energía es útil para resolver problemas que implican fuerza, velocidad 
y desplazamiento. En aplicaciones, el diagrama de cuerpo libre de la partícula debe ser trazado para 
identificar las fuerzas que trabajan. 

La potencia es la razón con respecto al tiempo de efectuar trabajo. La 
potencia se define mediante P = dU /di . o P — I • v. Para aplicaciones, la fuerza F que crea la potencia 
y su velocidad v deben ser especificadas. La eficiencia representa la razón de la salida de poten- 
cia a la entrada de potencia. Debido a las pérdidas por fricción, la eficiencia es siempre menor 
que uno. 

Una fuerza conservativa es aquella que efectúa un trabajo inde- 
pendiente de su trayectoria. Dos ejemplos son el peso de una partícula y la fuerza en un resorte. 
La fricción es una fuerza no conservativa ya que el trabajo depende de la longitud de la trayectoria. 
Entre más larga es la trayectoria, más trabajo es realizado. El trabajo realizado por una fuerza 
conservativa depende de su posición con respecto a un datnm. Cuando este trabajo es referido con 
respecto a un datum, se le denomina energía potencial. Para un peso, la energía potencial es V = Wv. 
y para un resorte es V e ~ ^kx 2 , ' s 

La energía mecánica consta de energía cinética T y energías potenciales gravitatoria y elástica V. 
De acuerdo con la conservación de la energía, esta suma es constante y tiene el mismo valor en 
dos posiciones cualesquiera sobre la trayectoria. Esto es. 

n + = r 2 + v 2 

Si el movimiento de la partícula es causado sólo por fuerzas gravitatorias y de resorte, entonces 
esta ecuación puede ser usada para resolver problemas que implican desplazamiento y velocidad. 
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Las velocidades de los vehículos implicados en este accidente pueden ser 
estimadas usando los principios de impulso y momentum. 
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CAPÍTULO 

15 


Cinética 

Impulso 


de una partícula: 
y momentum 


OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 


• Desarrollar el principio del impulso y momentum lineal para una 
partícula. 

• Estudiar la conservación del momentum linea! para partículas. 

• Analizar la mecánica del impacto. 

• Presentar el concepto de impulso y momentum angular. 

• Resolver problemas que impliquen corrientes de fluido permanentes 
y propulsión con masa variable. 


15.1 Principio del impulso y momentum lineal 


En esta sección integraremos la ecuación de movimiento con 
respecto ai tiempo y con ello obtendremos el principio del im- 
pulso y el momentum. Se demostrará entonces que la ecuación 
resultante es útil para resolver prohlemas que implican fuer- 
za. velocidad y tiempo. 

La ecuación de movimiento para una partícula de masa m 
puede escribirse como 


1F - 




m a = m — 

di 


05 - 1 ) 


donde ay* son medidas desde un marco de referencia iner- 
cia!. Reordenando ios términos e integrando entre Jos límites 
v = r, en t = r y v = v : en t — r 2 . tenemos 


F di = m 


dv 


207 
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La herramienta de impulso se usa para 
eliminar la abolladura en la defensa de 
un automóvil Primero, su extremo infe- 
rior es atornillado en un agujero que se 
perfora en la defensa, luego c¡ peso es 
agarrado y sacudido hacia arriba gol- 
peando el anillo tope. El impulso que se 
desarrolla es transferido a ¡o largo de la 
barra de la herramienta que activa ins- 
tantálicamente sobre la abolladura de la 
defensa. 


F 


o bien 


rfj 


J? 




\ Il'' 


F dt - m\'i - m\\ 


(15-2) 


A esta ecuación se le conoce como principio del impulso y momentum 
lineal. A partir de la derivación se puede ver que es simplemente una 
integración de la ecuación de movimiento con respecto al tiempo. Esta 
ecuación proporciona un medio directo para obtener la velocidad fi- 
nal v ; de la partícula después de un periodo de tiempo específico, cuan- 
do se conoce la velocidad inicial de la partícula y las fuerzas que actúan 
sobre ésta son o constantes o pueden ser expresadas como funciones 
del tiempo. En comparación, si v- fue determinada usando la ecuación 
de movimiento, será necesario un proceso de dos pasos; esto es, aplicar 
~F = ma para obtener a y luego integrar a = dv/dt para obtener v„ 

Cada uno de los dos vectores de (a forma L = m\ 
que aparecen en ía ecuación 15-2 se denomina momentum lineal de la 
partícula. Como m es un escalar positivo, eí vector momentum lineal tie- 
ne la misma dirección que v. y su magnitud mv tiene unidades de masa- 
velocidad. esto es. kg * m/s o slug ■ pies /s. 

La integra! I = / F dt que aparece en la ecuación 15-2 
se llama impulso lineal. Este término es una cantidad vectorial que mide 
el efecto de una fuer/a durante el tiempo que ésta actúa. Como el tiem- 
po es un escalar positivo, el impulso actúa en la misma dirección que la 
fuerza, y su magnitud tiene unidades de fuerza-tiempo, es decir, N • s o 
Ib * s. >: Si la fuerza es expresada como una función del tiempo, el impulso 
puede ser determinado por evaluación directa de la integral. En parti- 
cular. la magnitud del impulso 1 = F dt puede ser representada expe- 
rimen taimen te por el área sombreada bajo la curva de fuerza co ( ntra 
tiempo, figura 15-1 . Cuando la fuerza es constante en magnitud y dirección, 
el impulso resultante es I = F L dt = F, (b - ). la cual representa el área 
sombreada rectangular mostrada en la figura 15-2. 



F 




t\ 




Fuer/a variable 


Fuera constante 


Ffe. 15- 1 


Fia- 15-2 


* Aunque las unidades para et impulsa y el momenrnm son deftTiTdHs en forma dife- 
rente, se puede mostrar que la ecuación 15-2 es ditnensionalmentc homogénea. 
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Principio del impulso y momentum lineal. Para la resolución de 
problemas, la ecuación 15-2 puede ser reescrita en la forma 




//iv | 4 - £ 

F dt — mv 2 


h 


(15-3) 



Diagrama de 

Tnomcirtmn 

inicial 


la cual establece que el momentum lineal de la partícula en más la 
suma de todos los impulsos aplicados a la partícula desde r t hasta i 2 , 
es equivalente al momentum final de la partícula en t 2 . Estos tres tér- 
minos están ilustrados gráficamente en los diagramas de impulso y 
momentum mostrados en la figura 15-3. Los dos diagramas de mamen - 
tum son simplemente formas delineadas de la partícula que indican la 
dirección y la magnitud de los momentos inicial y final de la partícu- 
la, t^ív, y mvi. respectivamente, figura 15-3. Similar al diagrama de cuerpo 
libre, el diagrama de impulso es una forma delineada de la partícula 
que muestra todos los impulsos que actúan sobre la partícula cuando 
está loealizada en algún punto intermedio a lo largo de su trayecto- 
ria. En general, siempre que la magnitud o la dirección de una fuerza 
varían con el tiempo, el impulso es representado en el diagrama de 
impulso como F di. Si la fuerza es constante* el impulso aplicado a la 
partícula es F f (ft - í,). y actúa en la misma dirección que F c . 


Ecuaciones escalares. Si cada uno de los vectores mostrados en la 
ecuación 15-3 es resuelto en sus componentes x, y, z. podemos escribir 
simbólicamente las siguientes tres ecuaciones escalares: 



Diagrama 
de impulso 



Diagrama, «le 

momentum 

final 




i 

r f 3 

»»(».,)• + 2 

F x di = ít?0J 2 

} 

f. 

1 

r* 

WOy)l + 2 | 

F y dt = m{ v v ) 2 

h 

"»£^)i + 2 

\ F.dt = m{v z ) 2 

J 

h 


( 15 - 4 ) 


Estas ecuaciones representan el principio del impulso V momentum li- 
neal para la partícula en las direcciones x, y. z, respectivamente. 
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Cuando las ruedas dt la maquina de lan- 
zamientos giran, aplican impulsos de fric- 
ción a 3a pelota, dándole un momentum 
lineal. Fstos impiiUcis se muestran en el 
diagrama de impulsos. Aquí los impulsos 
de fricción y normales varían con el tiem- 
po, Por cumpa ración, vemos que el impul- 
so del peso es constante y muy pequeño 
ya que e¡ tiempo Af que la pelota está en 
contacto con las ruedas es muy pequeño. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El principio del impulso y momentum linca! se usa para resolver 
problemas que implican fuerza, tiempo y velocidad, ya que estos 
términos eslán presentes en la formulación. Para las aplicaciones se 
sugiere usar el siguiente procedimiento. 1 * 

Diagrama de cuerpo libre 

Establezca el marco de referencia me reí al ,v. y. z y dibuje el dia- 
grama de cuerpo libre de la partícula para lomar en cuenta todas 
las fuerzas que producen impulsos sobre ella. 

La dirección y el sentido de las velocidades inicial y final de la 
partícula deben ser establecidos. 

J Si un vector es desconocido, suponga que el sentido de sus com- 
ponentes es en la dirección de las coordenadas ínerciales posi- 
tivas. 

j Como procedimiento alternativo, dibuje los diagramas de impul- 
so y momentum para la partícula como se presentó en referencia 
a la figura 15-3. 

Principio del impulso v momentum 

De acuerdo con el sistema coordenado establecido, aplique el prin- 
cipio del impulso y momentum lineal, mjv, + 2 ¡"¡ F dt = mv z . Si 

el movimiento ocurre en el plano x— y, las dos ecuaciones de com- 
ponentes escalares pueden ser formuladas resolviendo las compo- 
nentes vectoriales de F a partir del diagrama de cuerpo libre, o 
usando los datos que aparecen en los diagramas de impulso y dio- 
menium. 

' Observe que cada fuerza que actúa en el diagrama de cuerpo li- 
bre de la partícula creará un impulso, aunque algunas de esas fuer- 
zas no efectuarán trabajo. 

* Las fuerzas que son funciones del tiempo deben ser integradas 
para obtener el impulso. Gráficamente, el impulso es igual al área 
bajo la curva fuerza-tiempo. 

: Si el problema implica el movimiento dependiente de varias par- 
tículas. use el método establecido en la sección 12.9 para rela- 
cionar sus velocidades. Asegúrese de que las direcciones coorde- 
nadas positivas usadas para escribir esas ecuaciones cinemáticas 
son las tnixnuis que las utilizadas para escribir las ecuaciones de 
impulso y momentum. 

11 -Este procedimiento es e! que se seguirá ni desarrollar las pruebas y la teoría en el 
texto. 
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EJEMPLO 15.1 


La piedra de 1.00 kg mostradla en la figura 154a está originalmente 
en reposo sobre la superficie lisa horizontal. Si una fuerza de 200 N. 
que actúa a un ángulo de 45 c . se aplica a la piedra durante 10 s. de- 
termine la velocidad final y la fuerza normal que la superficie ejerce 
sobre la piedra durante e! intervalo de tiempo. 

Solución 

Este problema puede ser resuelto usando el principio del impulso y 
momentum ya que implica fuerza, velocidad y tiempo. 

Diagrama de aicrpt • ! ihrc. Vea la figura 15-46. Como todas las fuer- 
zas que actúan son constantes, los impulsos son simplemente el pro- 
ducto de la magnitud de la fuerza y 10 s [I *=* F,.{í 2 - fi)]. Observe el 
procedimiento alternativo de dibujar los diagramas del impulso y mo- 
rnentum de la piedra, figura 15-4r. 

Principio de i impulso y moinennnn. Resolviendo los vectores que 
aparecen en la figura 15-46 a lo largo de los ejes .v, y y aplicando las 
ecuaciones 15-4 obtenemos 


(±0 


mÚyl, + S 




6, dt = m(u t )j 


0 4- 200 N( 10 s) eos 45" = ( 100 kgks 
( s = 14.1 m/s 


Rcsp. 


(+T) 


+ S 


F v d{ = m{i\ 
Ai 


h 


0 4- N c (Í0&) - 981 N(10s) + 200N(10sJ sen 45“ = 0 

N c = 840 N Resp. 

Como no ocurre movimento en la dirección y, la aplicación directa 
de la ecuación de equilibrio XF, = 0 da el mismo resultado para N ( -, 



200 N 


.981 N 



200 N 


<b> 



Fig. 15-4 
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(a) 

501 !» 



Sobre ia caja de 50 Ib mostrada en la figura 15-5o actúa una fuerza 
de magnitud variable P = { 20r) Ib. donde / está en segundos. Deter- 
mine la velocidad de la caja 2 s después que P ha sido aplicada. La 
velocidad inicial es v, = 3 pies/s hada abajo por el plano, y el coefi- 
ciente de fricción cinética entre la caja y el plano es /j. k = 6.3. 

Solución 

Vea la figura 15-5/?. Como la magnitud 
de la fuerza P = 20f varía con el tiempo, el impulso que genera debe 
ser determinado integrando sobre el intervalo de tiempo de 2 s. El 
peso, la fuerza normal y la fuerza de fricción (que actúa en sentido 
opuesto al del movimiento) son constantes, así que el impulso gene- 
rado por cada una de esas fuerzas es simplemente la magnitud de la 
fuerza multiplicada por 2 s. 

Aplicando las ecuaciones 15-4 

en la dirección ?r. tenemos 

r T s 

F x dt = m{v x ) 2 


(+«0 


"»(«*)> + 2 


50 Ib 


32 2 piesrís^ 3 pÍeS,/S ' 1 + | 20í dl " ú3N c ( 2 s) + (50 lb){2 s) sen 30“ = 


501b 


»2 


'c 32.2 pie-s/s 2 

4.66 + 40 - 0.ójV c + 50 - 1 .55ib 

La ecuación de equilibrio puede ser aplicada en la dirección v. ;Por 
qué? ' 

+\S F y ~ 0; N c - 50 eos 30° Ib = 0 

Despejando, 

N<_ = 43.3 Ib 
u 2 - 44.2 pies/s 

Nota: También podemos resolver este problema usando la ecuación 
de movimiento. A partir de la figura L5-56. 

+S1F X = ma x ‘ 20 1 - 0.3(43.3) + 50 sen 30 ü = ^¡a 

a = 12.88/ + 7.734 

Usando cinemática. 


+/ dv — a dt: 


I dv = í (12., 

h 4 


88/ + 7.734) dt 
V — 44.2 pies/s 


Hesp. 


Por comparación, vemos que la aplicación del principio del impulso 
y momentum elimina la necesidad de usar la cinemática (a = dv/dt), 
lo u Lie da un método más fácil de solución 
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EJEMPLO 15.3 


Los bloques A y B mostrados en la figura 15-6 ¿í tienen masa de 3 y 
5 kg. respectivamente. Si el sistema es liberado del reposo, determine 
la velocidad de! bloque B en 6 s. Desprecie la masa de las poleas y la 
cuerda. 


Solución 

Vea la figura ].S-6ft. Como el peso de ca- 
da bloque es constante, las tensiones en la cuerda también serán cons- 
tantes. Además, como ia masa de la polea D es insignificante, la ten- 
sión T a — 2T¿j. Observe que los bloques se han supuesto viajando 
hacia abajo en las direcciones coordenadas positivas, s A y 


Principio riel impulso y momentum. 

Bhque A: 


( + 1 ) 


Wfoi)i + S 



dt = fn(v A ) 2 


0 - 2r B (6s) + 3(9,81 )N(6s) - (3kg),{^) 2 


(!) 


Bloque B: 

(+i) 


OT(l’ s ), + 2 


t\.dt - m{v ñ ) 2 

J rj 


0 + 5(9.81) N(ós) - T b { 6s) = {5 kg)(^) 2 


( 2 ) 


Como los bloques están sometidos a movimiento de- 
pendiente, la velocidad de A puede ser relacionada a la de B usando 
el análisis cinemático presentado en la sección 12.9. Un nivel de darum 
horizontal se establece a través del punto fijo C. figura 15-6«, y las 
coordenadas de posición. $ A y s B . son relacionadas con la longitud 
constante total / de los segmentos verticales de la cuerda por medio 
de la ecuación 

2s a + s 3 = l 

Tomando la derivada con respecto al tiempo se obtiene 


2v a = -v B (3) 

Como lo indica el signo negativo, cuando B se mueve hacia abajo A 
se mueve hacia arriba.* Sustituyendo este resultado en la ecuación 1 
y resolviendo las ecuaciones 1 y 2 obtenemos 

{v B h ~ 35.8 m/s { Hesp 

T n = 19.2 N 

"Observe qpe la dirección positiva (hada abajo) para \ s V es causis teme en las fi- 

suras 15-6a v J v en las ecuaciones 1. 2 v 3 /.Por qu£ es impórtame esto" 





Daium 


% 


(a) 



3(9*81) N 



Ftp t SHÍ 
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15.2 Principio del impulso y momentum lineal para un sistema de partículas 



Fig. 15-7 


El principio del impulso y momentum lineal para un sistema de par- 
lículas que se mueven con respecto a un marco inercial, figura 15-7, se 
obtiene a partir de la ecuación de movimiento aplicada a todas las 
partículas presentes en el sistema, es decir. 

SF ’ = Sm¡ '^7 (35-5) 


El término en el lado izquierdo sólo representa la suma de la fuerzas ex- 
ternas que están actuando sobre el sistema de parlícuías. Recuerde que 
las tuerzas internas f. que actúan entre las partículas no aparecen en esta 
suma, ya que de acuerdo con la tercera ley de Newton se presentan en 
pares colineales iguales pero opuestos, y por tanto se cancelan. Multipli- 
cando ambos lados de la ecuación 15-5 por di e integrando entre los lí- 
mites t = f|, v¡ = (y,)j y i = t 2 . y, = {V,) 2 , resulta 


- m ;( v ¿) i + 2 | ¥ ¡dt - 2m ( (v;)j 


( 15 - 6 ) 


Esta ecuación establece que los momentum lineales iniciales del siste- 
ma. más los impulsos de todas las fuerzas externas que actúan sobre 
el sistema desde t¡ hasta t 2 . son iguales a los momentos lineales finales 
del sistema. 

Como la ubicación de! centro de masa G del sistema es determinada 
a partir de mr G — ^m¡r¡, donde ni — "Xm, es la masa total de todas las 
partículas, figura 15-7. entonces, tomando las derivadas con respectó al 
tiempo, tenemos 

mv G - lm¡ Y; 

la cual establece que el momentum lineal total de un sistema de par- 
tículas es equivalente al momentum lineal de una partícula agregada 
'‘ficticia" de masa th — Swi, que se mueve con la velocidad del centro 
de masa del sistema. Sustituyendo en la ecuación 15-6 se obtiene 


m(v G )i + 2 Fjdt — m(y f -) 2 


(15-7) 


Aquí el momentum lineal inicial de la partícula agregada más los im- 
pulsos externos que actúan sobre el sistema de panículas desde q hasta i- 
es igual al momentum lineal final de la partícula agregada. Como en 
realidad todas las partículas deben tener tamaño no cero para poseer 
masa, la ecuación anterior justifica la aplicación del principio del impul- 
Krt v mnmenhim linenl a nn rnemn rfcnrtn r^nrr^fenfarin rnmn írna <ir>Ín 
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PROBLEMAS 

15-1. Un bloque de 20 Ib se desliza haei.ii abajo por un 
plano inclinado a 30 con velocidad inicial de 2 pies/s. 
Determine la velocidad del bloque en 3 s si el coeficien- 
te dehído a la fricción cinética entre el bloque y e! plano 
es ¿if, — 0,25, 

15-2* Una pelota de 2 Ib se lanza en la dirección mas- 
irada con una rapidez mida] v A = 18 píes ,/s. Determine 
el tiempo necesario para que alcance su punto más alto 
H > la rapidez con que está viajando en B. Use el princi- 
pio del impulso y momentum para encontrar la solución. 


r A = 18. pies/s 




i A un bloque de 5 Ib se le da una velocidad micial 
de 10 pies s hacia arriba por una pendiente lisa a 45\ 
Determine el tiempo que le lomará al bloque subir pol- 
la pendiente antes de detenerse. 

*15-4* El obrero de ISO Ib está asegurado con un dispo- 
sitivo que detiene su caída: el dispositivo consta de un 'ar- 
nés ) una cuerda AB que está fija a la viga, Si la cuerda 
tiene una holgura de 4 pies, determine la fuerza impulsi- 
va promedio desarrollada en la cuerda si el obrero cae 4 
pies. Desprecie su tamaño en los cálculos y suponga que 
el impulsó tiene lugar en U.6 segundos. 



-5-5, La gráfica muestra la fuerza de reacción vertical 
de la interacción zapato-sudo como función del tiempo. 
El primer pico actúa sobre el talón, y el segundo pico ac- 
túa sobre el frente del pie. Determíne el impulso total que 
actúa sobre el zapato durante la interacción. 


FHb) 


t nm J 



Prut», 15-5 


1 < » Un hombre golpea la pelota de golf de 50 g de ma- 

nera que la pelota deja el soporte a un ángulo de 40 con 
la horizontal y toca el suelo a la misma elevación a una 
distancia de 20 m. Determine el impulso del palo C sobre 
la pelota Desprecie d impulso causado por el peso de la 
pelota mientras el palo La golpea. 
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" ?, La cabeza H de un martillo con peso de Q.25 Ib 
se está moviendo verticalmente hacia abajo a 40 pies/s 
cuando golpea la cabeza de un clavo de masa insignifi- 
cante y lo inserta en un bloque de madera. Encuentre 
el impulso sobre el clavo sí se supone que el agarre en 
A es suelto, el mango tiene masa insignificante* y el mar ■- 
tillo permanece en contacto con el clavo mientras éste 
alcanza el reposo. Desprecie el impulso causado por el 
peso de la cabeza det martillo durante el contado con 
el clava. 


Cuando el bloque de 5 kg se encuentra a 6 m de 
la pared, está deslizándose a = 14 m/s. Si el coefi- 
ciente de fricción cinética entre el bloque y el plano ho- 
rizontal es ¿t* — Ü.3, determine el impulso necesario de 
la pared sobre el bloque para detener éste Desprecie d 
impulso de fricción que actúa sobre el bloque durante la 
colisión. 



Vruh. 1 5—7 


^ . Durante m Operación, el martillo perforador 
desarrolla sobre la superficie del concreto la fuerza que 
está indicada en la gráfica, Para lograrlo. la barreta S de 
2 Ib es disparada desde el reposo sobre la superficie a 200 
pies/s. Determine la rapidez de la barreta justo después 
del rebote. 


Vn hombre patea la pelota de 200 g en forma tal 
que ésta deja el terreno a un ángulo de 30 con respecto 
a íñ horizontal y toca el terreno a la misma elevación a 
una distancia de L> m. Determine e! impulso de! pie F 
bre la pelota. Desprecie el impulso causado poi su peso 
mientras está siendo pateada. 



http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Problemas * 217 


l M L Sobre la partícula P actúa su propio peso de 3 ib 
y las fuerzas F 3 y donde / está en segundos. Si origi- 
nalmente la partícula liene velocidad v L — |3i 4- lj + 6k| 
pies/s, determine su rapidez después de 2 segundos* 



Suponiendo que la fuerza que actúa sobre una 
hala de 2 g, cuando pasa horizontalmente por el barril de 
un rifle, varía con el tiempo en la manera mostrada, de- 
termine la fuerza neta máxima, inaplicada a la bala cuan- 
do es disparada. La velocidad de salida es de 500 m/s 
cuando t = 0.7 5 ms, Desprecie la fricción entre la bala y 
el barril del rifle. 



15-12, Un crispamiento espasmódico en un músculo 
del brazo desarrolla una fuerza que puede ser medida co- 
ma función del Lempa cuma se muestra en la gráfica. Sí 
la contracción efectiva del músculo dura un tiempo t ih de- 
termine el impulso desarrollado por el músculo. 


Como se ve en la derivación, el principio cid im- 
pulso y momenrum es válido para observadores situadas 
en cualquier marco de referencia inercia!. Muestre que 
esto es así considerando el bloque de 10 kg que descan- 
sa sobre la superficie lisa y está sometido a una fuerza 
horizontal de 6 N. Si d observador A está situado cu un 
marco fijo x y determine la rapidez final dd bloque en 4 s 
si tiene una rapidez inicial de 5 m/s medida desde el mar- 
ca fija Compare el resultado con el obtenido por un ob- 
servador £1, unido al qc .x \ que se mueve con velocidad 
constante de 2 m /s con respecto a A . 


F 



A x 

B* i ‘ 

2 m/s 


5 m/s 



í 
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El archivero de 4 Ib está sometido a !ü fuerza 
F - I2/(> + í ) 2 . donde r está en segundos. Si el archivero 
se está moviendo hacia arriba por el piano con velocidad 
de 10 pies/s. determíne cuánto tiempo tarda en detener- 
se. F actúa siempre paralelamente ¡ti plano. Desprecie c! 
tamaño de las ruedas. 


F 



Si al remolcador de 50 Mg Ic toma 35 s incre- 
mentar su rapidez uniformemente a 25 km . h. partien- 
do del reposo. determine la fuerza presente en la cuerda 
del remolcador La hélice proporciona la fuerza F de 
propulsión que da al remolcador un movimiento hacia 
adelante, mientras que la barcaza se mueve libremen- 
te. Determine también la F que actúa sobre el remolca- 
dor. La barcaza tiene masa de 75 Mg. 



•• La ballena de 5.5 Mg está varada en la orilla de- 
bido a cambios en la marea. Para tratar de rescatarla, 
un bote remolcador de 12 Mg la jala con una cuerda inox- 
lensible atada a su cola. Para vencer la fuerza de fricción 
que la arena ejerce en la ballena, el remolcador retroce- 
de de manera que la cuerda quede holgada v tueco pro- 
cede hacia delante a 3 m/s. Si el remolcador apaga en- 
tonces sus motores, determine la fuerza F promedio de 
Iricción en la ballena si el deslizamiento ocurre por 1.5 s 
antes que el remolcador se detenga al tensarse Ja cuerda. 
También, ¿cuál es la fuerza promedia en la cuerda duran- 
te el remolque ? 



Prnlt. 15-17 


1 5 ' ! - La viga uniforme tiene un peso de 5000 Ib. Deter- 
mine la tensión promedio en cada uno de los dos cables. 
4H y .-IC . si a la viga se le imprime una rapidez hacia arri- 
ba de 8 pies/s en 1.5 s partiendo del reposo. Desprecie la 
masa de tos cables. 



Prut*. 15-16 


l’roh. 15— LB 
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15- 19. E\ bloque de 5 kg se está moviendo hacia abajo 
con velocidad = 2 m s cuando está a 8m de la super- 
ficie arenosa, Determine el impulso necesario de la are- 
na sohre e! bloque para detener ru movimiento. Despre- 
cie la distancia que el bloque se en tierra en la arena y 
suponga que no rebota. También desprecie el peso del 
bloque durante el impacto con la arena. 

l! 15*20,, El bloque de 5 kg está cayendo a r t - 2 rñ/s 
cuando está a 8 m de la superficie arenosa. Determíne la 
fuerza impulsiva promedio que acula en el bloque desde 
la arena si el movimiento del bloque es detenido en 0.9 
s una vez que roca la arena. También desprecie la distan- 
cia que el bloque se en tierra en la arena y suponga que 
ésle no rebota. Desprecie el pesa del bloque durante el 
impacto con la arena. 


| 1 r, ^2 in/s 


S lii 


Prnhs. 15-19/20 


IF- 2 1 Un bloque de 30 Ib está moviéndose inicia luien- 
te a ln largo de una superficie lisa horizontal con rapidez 
r - 6 píes s hacía la izquierda. Si sobre el bloque actúa 
una fuerza F. que varía en la manera mostrada, determi- 
ne la velocidad del bloque en 15 s. 
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1502. El trineo cohete líene masa de 3 Mg y parte del 
reposo cuando / = 0. Si el motor prppOrdona un empu- 
je horizontal 7 que varía como se muestra en la gráfica, 
determine la velocidad del trineo en i = 4 s, Desprecie la 
resistencia del aire, la fricción y la pérdida de combusti- 
ble durante d movimiento. 



í 5-23. La pelota de tenis tiene rapidez horizontal de 
15 tu /s cuando es golpeada por 3a raqueta. Si entonces 
\ ¡aja a un ángulo de 25 desde la horizontal y alcanza una 
altura máxima de 10 medida desde la altura de la raque- 
ta. determine la magnitud del impulso nelo de la raqueta 
sobre la pelota. Ésta tiene masa de 180 g. Desprecie su 
peso durante el tiempo que la raqueta la golpea. 



PmtK 15-21 


rrnlh 15-23 
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! > ":4. El bloque deslizahle de 40 ke se está moviendo 
hacia la derecha con rapidez de 1.5 m/s cuando actúan 
sobre él las tuerzas Fj y F> Si estas cargas varían de la 
manera mostrada cti la gráfica, determine la rapidez del 
bloque en t = 6 s. Desprecie la fricción y la masa de po- 
leas y cuerdas. 


• £1 paquete de 5 kg es liberado del reposo en el 

punto A. El paquete se desliza hacia abajo por el plano 
liso, que está inclinado a 30°. hacia la superficie rugosa 
que tiene un coeficiente de fricción cinética - 0.2. 
Determíne el tiempo total de viaje hasta que el paquete 
deja de deslizarse, Desprecíe el tamaño del paquete. 



Pr«h. 15-24 


■ . *5. Determine las velocidades de los bloques A y B 
_ s después que son liberados del reposo. Desprecie la 
masa de poleas y cables. 


El bloque A pesa LO Ib y el bloque pesa 3 Ib. Si 
fi se está moviendo hacia abajo con velocidad ( t fl >, = 
3 pies 's en í = 0. determine la velocidad de A cuando 
<-ls Suponga que el plano horizontal es liso. Despre- 
cie la masa íle poleas y cuerdas. 
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Fl hinque A pesa 10 Ib y el bloque £ pesa 3 Ib. 
Si B se está moviendo hacía abajo con velocidad ( v B ) t = 
3 pies/s en / = 0, determine la velocidad de A cuando 
f = I s. El coeficiente de fricción cinética entre el pla- 
no horizontal y el bloque A es ¡jl A — 0.15. 



! Ff tronco tiene masa de 500 kg y descansa so- 
bre el suelo para el cual los coeficientes de fricción 
estática y cinética son = 0-5 y = 0,4. respectiva- 
mente- El montacargas entrega una Tuerza horizontal 
T a su cable en A que varía como se muestra en la grá- 
fica. Determine la rapidez del tronco cuando t = 5 s, 
Originalmente la tensión en el cable es Cero. Sugerencia : 
Determine primero la fuerza necesaria para empezar 
a mover el tronco- 


TW) 




El montacargas entrega una fuerza horizontal F 
a su cable en A que varia como se muestra en la gráfica. 
Determine la rapidez de la cubeta B de 70 kg cuando 
i — 18 s. Originalmente la cubeta se está moviendo hacia 
arriba con ii¡ = 3 rn/s> 

El montacargas entrega una fuerza horizontal F 
a su cable en A que varia como se muestra en la gráfica. 
Determíne la rapidez de la cubeta B de 80 kg cuando 
i = 24 s. Originalmente la cubeta se está moviendo hacia 
abajo a 20 m/s. 



12 


24 
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15.3 Conservación del momentum lineal para un sistema de partículas 

Cuando la suma de los impulsos externos que actúan sobre un siste- 
ma de partículas es cero, la ecuación 15-(S se reduce a la forma simpli- 
ficada 


= ZmiíVik 


( 15-8) 



El martillo que aparece en la foto superior 
aplica una fuer/a impulsiva a la barreta. 
Durante este tiempo de coiuaetü extremada- 
mente corto, el peso de la barreta puede 
considerarse no impulsivo, y si la barreta 
e$ introducida en suelo suave* el impulso 
ríd suelo que actúa sobre la barreta latn- 
bién puede ser considerado no impulsivo 
En contraste, si la barreta se usa en una 
perforadora para romper concreto, enton- 
ces dos fuerzas impulsivas actúan sobre la 
barreta: una en su parte superior debida a 


Esta ecuación se llama ecuación de la eonservaciáti del momentum linea!. 
Establece que el momentum lineal total para un sistema de partículas 
permanece constante durante el periodo de tiempo í a k Sustituyendo 
mv u — \nt.v. en la ecuación 15-8. también podemos escribir 


(Vf¡)l = (v G ), 


(15-9) 


la cual indica que la velocidad v (; del centro de masa pura el sistema 
de panículas tío cambia cuando ningún impulso externo es aplicado 
al sistema. 

La conservación dei momentum lineal a menudo es aplicada cuan- 
do entran en colisión o interactúan partículas. En su aplicación, debe 
efectuarse un cuidadoso estudio del diagrama de cuerpo libre de todo 
el sistema de partículas para identificar las fuerzas que generan impul- 
sos externos o internos y así determinar en qué dirección (o direccio- 
nes) es conservado el momentum lineal. Como se estableció antes, los 
impulsos internos del sistema siempre se cancelan va que ocurren en 
pares collneaies iguales pero opuestos. Si el periodo en que se estudia 
el movimiento es muy corto , algunos de los impulsos externos pueden 
ser despreciados o considerados aproximadamente iguales a cero. Las 
fuerzas que causan estos impulsos insignificantes son llamadas fuerzas 
no impulsivas. En comparación, las fuerzas muy grandes que actúan 
durante un periodo de tiempo muy corto producen un cambio impor- 
tante en el momentum V son llamadas fuerzas impulsivas , Estas fuer- 
zas, por supuesto, no pueden ser despreciadas en el análisis de impul- 
so-momentum. 

Las fuerzas impulsivas ocurren normal m en le debido a una explo- 
sión o al choque de un cuerpo contra otro, mientras que las fuerzas 
no impulsivas pueden incluir el peso de un cuerpo, la fuerza imparti- 
da por un resorle ligeramente deformado con rigidez relativamente 
pequeña, o cualquier fuerza que es muy pequeña comparada con otras 
fuerzas más grandes (impulsivas), Al hácei esta distinción enire fuer- 
zas impulsivas y no impulsivas, es importante observar que esto se apli- 
ca sólo durante el tiempo q a q, Como ilustración, considere el efec- 
to de golpear una pelota de tenis con una raqueta como se muestra 
en la fotografía. Durante el tiempo de interacción demasiado corto. 

1 íi fiipr?^ rln lo rumiBtu cítltrn l«i nalAfn ne <rñ aahaLI* 
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la pelota tendrá un efecto insignificante en el cambio de momentum. 
y por tanto no es una fuerza impulsiva. En consecuencia, puede ser 
despreciada con respecto a un análisis de impulso-momenlum duran- 
te este tiempo. Si un análisis de impulso-momentum es considerado 
durante el tiempo mucho más largo de vuelo después de la interac- 
ción raqueta-pelota, entonces el impulso del peso de la pelota es im- 
portante ya que. jumo con la resistencia del aire, cansa el cambio en 
el momentum de la pelota. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

En general, el principio del impulso y momentum lineal, o la con- 
servación del momentum lineal, es aplicado a un sistema de panícu- 
las para determinar las velocidades finales de las partículas justo 
después del periodo de tiempo considerado. Aplicando estas ecua- 
ciones a todo el sistema, los impulsos internos que actúan dentro 
del sistema. y que pueden ser desconocidos, son eliminados del aná- 
lisis. Para Las aplicaciones se sugiere que se use ei siguiente pro- 
cedimiento. 

Diagrama de cuerpo Ubre. 

Establezca el marco de referencia inercial .v, y. z y dibuje el dia- 
grama de cuerpo libre para cada partícula del sistema con el pro- 
pósito de identificar las fuerzas internas y externas. 

La conservación del momentum lineal se aplica al sistema en una 
dirección dada cuando ninguna fuerza externa o si fuerzas no im- 
pulsivas actúan sobre el sistema en esa dirección. 

* Establezca Ja dirección y el sentido de las velocidades inicial y fi- 
nal de las partículas. Si el sentido se desconoce, suponga que es a 
lo largo de nn eje coordenado inercial positivo. 

• Como procedimiento alternativo, dibuje los diagramas de impul- 
so y momentum para cada panícula del sistema. 

Ecuaciones de momentum. 

• Aplique el principio del impulso y momentum lineal o La conser- 
vación del momentum lineal en las direcciones apropiadas. 

' Si es necesario determinar el impulsó interno j F di que actúa so- 
bre una sola partícula de un sistema, entonces la partícula debe 
ser aislada (diagrama de cuerpo libre), y el principio del impulso 
y momentum lineal debe ser aplicado a la partícula. 

* Después de calculado el impulso, y si se conoce el tiempo Ai 
que actúa el impulso, entonces la fuerza impulsiva promedio 
F nrnm puede ser determinada a partir de F„ mm = fF di/At. 
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EJEMPLO 15-4 


* 

X 



te) 

Tis. 15-S 




El vagón de carga A de 15 Mg viaja libremente a 1.5 m/s sobre la vía 
horizontal cuando encuentra un carro tanque ñ de 12 Mg que se 
desplaza libremente a 0.75 m/s hacia él como se muestra en la figu- 
ra 15-&I. Si los carros se encuentran y acoplan entre sí, determine (a) 
la rapidez de ambos justo después de i acopiamiento, y (b) la fuerza 
promedio entre ellos si el acoplamiento tiene lugar en 0.8 s. 



(a) 


Solución 

Aquí hemos considerado am- 
bos carros como un solo sistema, figura 15-86. Por inspección, el mo- 
nten tum se conserva en la dirección x ya que la fuerza de acoplamien- 
to F es interna al sistema y por tamo se cancela. Se supone que ambos 
carros, al estar acoplados, se mueven a v 2 en la dirección x positiva. 

Conservación del momentum ¡incal. 

(*) 1 - (m A + m B )v 2 

(15 000 kg){ 1.5 m/s) - 12 000 kg( 0.75 m/s) = (27 000kg)rh 
i >2 = 0.5 m/s — 

La fuerza de acoplamiento promedio (impulsiva), F pmm . 
puede ser determinada aplicando el principio del momentum lineal a 
cualquiera de los carros. 

Como se muestra en la figura 15 -8c. 
aislando el vagón de carga la fuerza de acoplamiento es externa al 
carro. 

Principio del impuh o y momentum . Como JT dt = F^ A f = F pia J<3.H). 
tenemos 

(^) »u(%)i + F di = m A V2 

(15 000 kg)(1.5 m/s) - F prom (0.8 s) = (15 000 kg)(0.5 m/s) 

F p[um - 18.8 kN Rcep 

La solución fue posible aquí puesto que la velocidad final del vagón 
de carga fue obtenida en la parte (a). Intente encontrar F proin aplican- 
do el principio del impulso y momentum al carro tanque, 

"En el diagrama de cuerpo Ubre- se muestran sólo fuerzas horizontales. 
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El cañón de 1200 Ib mostrado en la figura 15 -9n dispara un proyec- 
til de 8 Ib con velocidad de salida de 1500 pies/s con respecto al 
suelo. Si el disparo tiene lugar en 0.03 s, determine (a) la velocidad 
de retroceso del cañón justo después del disparo, y (b) la fuerza im- 
pulsiva promedio que actúa sobre e! proyectil. El soporte del cañón 
está fijo al suelo, y su retroceso horizontal es absorbido por dos re- 
sortes. 


Solución 

Como se muestra en la figu- 
ra 15-9&. hemos considerado al proyectil y al cañón como un solo sis- 
tema, ya que las fuerzas impulsivas. F, entre el cañón y el proyectil 
son internas y por tanto se cancelarán en el análisis. Además, duran- 
te el tiempo Ai ~ Ü.03 s, los dos resortes de retroceso que están uni- 
dos al soporte ejercen cada uno una fuerza no impulsiva F, sobre el 
cañón. Esto es porque Al es muy pequeño, de manera que durante 
este tiempo el cañón sólo se mueve entre distancias muy peque ñas. t 
En consecuencia, F t = ks ~ 0, donde k es la rigidez del resorte. Por 
consiguiente, se puede concluir que el momentum del sistema se con- 
serva en la dirección horizontal. Aquí supondremos que el cañón se 
mueve hacia la izquierda, mientras que el proyectil lo hace hacia Sa 
derecha después del disparo. 

Conservación del momentum lineal. 

(*0 »v(Vr) 1 + ™ P (Vp) 1 = -m r (w c ) ? + m p {v p ) 2 


0 + 0 = 


1200 Ib 


¿Kb 


81b 


32.2 pies/s“ ~ 32.2 pies/s’ 

( v c b = 10 pies/s*— 


-(1500 pics/s) 


La fuerza impulsiva promedio ejercida por el cañón 
sobre el proyectil puede ser determinada aplicando el principio del 
impulso y momentum lineal al proyectil (o al cañón). ¿Por qué? 


jpfift cip ¡o del Impulso v ti i o fti j f u r? l 

en la figura 15-9c, y observando que f F dt = F pjijm Ai = F pmm 
tenemos 


Usando los datos que aparecen 

(0.03), 


(**) ™(v p )í + 2 Fdt = ni{v p ) 2 
0 + F prom (0.03 s) - 


^(1500 pies/s) 


32.2 pies/s“ 

/ r P r O n, = i2.4(10 3 )lb = 12.4kip 

'En d diagrama de cuerpo libre se muestran sólo fuerzas horizontales 

fSi el cañón está firmemente fijo a su suporte (sin resorte*)* ja fuerza reactiva del so- 
pone sobre el cañón debe ser considerada como un impulso externo al sistema, ya 
que no le permitirá movimiento al cañón. Esto, por supuesto, supone que el movh 


Resorte 


de retroceso 



v c V P 



(a 


El C* 15- M 


. 4 . 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


226 . CAPÍTULO 15 Cinética de una partícula: Impulso y momentum 


EJEMPLO 15.6 


El remolcador T de 350 Mg mostrado en la figura 15' 10 a se usa pa- 
ra jalar la barcaza B de 50 Mg con una cuerda R. Si inicialmente la 
barcaza se encuentra en reposo y el remolcador está viajando libre- 
mente con velocidad de = 3 m/s mientras la cuerda tiene hol- 
gura. determine la velocidad del remolcador direc/attiénté después que 
la cuerda se tensa. Suponga que la cuerda no se alarga. Desprecie los 
efectos de fricción del agua. 







Como se muestra en la figura 15-106. 
hemos considerado al sistema en su conjunto (remolcador y barcaza). 
Por tamo, la fuerza impulsiva creada entre el remolcador y la barcaza 
es interna al sistema, y por ello el momentum del sistema se conser- 
va durante el instante del remolque. 

El procedimiento alternativo de dibujar los diagramas del impulso 
y momentum del sistema se muestra en la figura 15-I0c. 






Al observar que (u a ) 2 « (tv)?, te- 
nemos 

( ) m 7(*V)¡ + "ifiOfl)] = mt(vr) 2 + m B {i} B ) 2 

350(K) ? ) kg(3 m/s) + 0 = 35G(10 3 ) kg( % ) 2 + 50(1 0 3 ) kg(i> r ) 2 
Despejando, 

(t*r )2 =* 2.62 m/s *- 

Este valor representa la velocidad de) remolcador justo después del 
impulso de remolque. Use este resultado y muestre que el impulso de 
remolque es de 131 kN ■ s. 



(O 

I íg. 15-10 

+ En d diagrama de cuerpo libre se muestran sttin fuerzas 
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EJEMPLO 15.7 


El pilote rígido P de 800 kg mostrado en la figura 15-1 la es hincado en 
el terreno usando un martinete Ti de 300 kg. El martinete cae del re- 
poso desde una altura == 0.5 m y golpea la parle superior del pilo- 
te. Determine el impulso que el martinete imparte al pilote si éste se 
encuentra eomplciamente rodeado por arena suelta, de manera que 
después del golpe el martinete no rebota en el pilote. 

Solución 

La velocidad con que el martinete 
golpea al pilote puede ser determinada aplicando la ecuación de la 
conservación de la energía al martinete. Con el daium en la parte su- 
perior del pilote, figura 15-1 1«, tenemos 

7o + Vq = r¡ í- V y 
+ Wjrjfa — i. m fí( l ’n )T + ILf/.V] 

0 + 300(9.81) N(0.5 m) - -(300 kg)(u„)? + (1 
{v H )i = 3.13 m/s 

A partir de los aspectos físicos del pro- 
blema. el diagrama de cuerpo libre del martinete y el pilote, figura 
15-11 /j. indica que durante el corto tiempo que transcurre justo antes a 
justo después de la colisión, los pesos del martinete y el pilote, así como 
la fuerza resistente Fj de la arena, son fuerzas no impulsivas . La fuer- 
za impulsiva R es interna al sistema y por tanto se cancela. En con- 
secuencia, el momentum se conserva en la dirección vertical durante 
este corto tiempo. 

Como el martinete no rebota en el 
pilote justo después de la colisión, entonces (v//)? = (t T />)i = Vs. 

(+ i-) 'Hh(Lh) i + nt F {Vf) t - m N th +- mpDj 

(300 kg) (3.13 m/s ) + 0 = (300 kg)i* + (800kg)u 2 


ih = 0.854 m/s 

El impulso que el pilote impar- 
te al martinete puede ser determinado ahora ya que y> es conocida. 
A partir del diagrama de cuerpo libre para el martinete, figura 15-1 1c. 
tenemos 

(+ i) + £ I F y dt = m fí 

} h 


(300 kg)(3.13 m/s) 


Rdt = (300 kg) (0.854 m/s) 



R dt = 683 N ■ s 


El impulso igual pero opuesto actúa sobre el pilote. Intente encontrar 
este impulso aplicando el principio del impulso y momentum al pilote. 
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EJEMPLO 15.8 



' » - F -C • 


íb) 


2m 


B 


i 


Posición inicial 


Posición final 





(c) 


fie 


-12 


Un niño con masa de 40 kg está parado en la parle de atrás de un 
tobogán de 15 kg que originalmente se encuentra en reposo, figura 
15- 12o. Si el niño camina hacia el trente ubicado en B y se detiene, 
determíne la distancia que se mueve el tobogán. Desprecie la fricción 
entre el fondo del tobogán y el suelo (hielo). 

Solución I 

La fuerza de fricción desconocida de los 
zapatos del niño sobre el fondo del tobogán puede ser exc lu ida del 
análisis si el tobogán y el niño son considerados como un solo sistema. 
De esta manera la fuerza de fricción F resulta interna y es aplicable 
la conservación de! momentum, figura 15*12 b. 

Como los momentos inicial y final del 
sistema son cero (porque las velocidades inicial y final son cero), el 
momentum del sistema también debe ser cero cuando el niño está en 
algún plinto intermedio entra .4 y B. Entonces 




—m h v b + = t) 


( 1 ) 


Aquí las dos incógnitas v b y v, representan las velocidades del niño 
moviéndose hacia la izquierda y del tobogán moviéndose hacia la de- 
recha. Ambas son medidas desde una referencia fija inercia! ubicada 
sobre el suelo. 

En cualquier instante, la posición del punto A sobre el tobogán 
y la posición del niño deben ser determinadas por integración. Como 
v = ds/dt. entonces -in/,ds h + m¡ds t = 0. Suponiendo que la posición 
inicial del punto A está en el origen, figura 15-12c, entonces tene- 
mos. en la posición final, 4 - m ¡s, ~ 0. Como 4- s, = 2 m, o 

■ífr — {2 - Si), entonces 


s, = 


-m h (2 - v,) 4 - ni,s, - 0 
2m h 2(40) 


( 2 ) 


- 1.45 m 


m h 4 - m, 40+15 

Solución II 

El problema también puede ser resuelto considerando el movimien- 
to relativo del niño con respecto al tobogán. v,, jt . Esta velocidad está 
relacionada a las velocidades del niño y el tobogán mediante la 
ecuación v¿, = v, + vy,. ecuación 12-34. Como se supone que el movi- 
miento positivo es hacia la derecha en la ecuación 1. v/, y v b ¡ t son 
negativos porque el movimiento dei niño es hacia la izquierda. Por 
consiguiente, en forma escalar. — v b = v, — i;¿ , „ y la ecuación ] es en- 
tonces m b {v, - ) + m,v, = 0. La integración da 

m bi s t - s hn ) + m,s, = 0 

AI observar que ¿y, = 2 m. obtenemos la ecuación 2. 
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PROBLEMAS 


15*32, Un carro de ferrocarril con masa de 15 Mg via- 
ja libremente a L5 m /s sobre una vía horizontal. Al mis- 
mo tiempo, otro carro con masa de 12 Mg viaja libremen- 
te a 0.75 m/s en la dirección opuesta. Üi los carros se 
encuentran y quedan acoplados, determine la rapidez de 
ambos justo después del acoplamiento. Encuentre \ñ di- 
ferencia entre la energía cinética total antes y después del 
acoplamiento. v explique cualitativamente lo que sucede 
a esta energía. 

13 3 3. El auto A Lietie un peso de 450G Ib y está viajan- 
do hada la derecha a 3 pies/s. Mientras tanto, un auto B 
de 3000 Ib está viajando a ó pies/s hacia la izquierda. Si 
estos autos chocan frontalmenie y quedan unidos, deter- 
miné su velocidad común justo después de la colisión. Su- 
ponga que los frenos no se aplican durante la colisión. 


v A - 3 pies/s v e - 6 píesete 



o -56. Dos hombres, A y B. cada uno con peso de 160 
fb, están de pie sobre el carro de 2üü Ib. Cada individuo 
corre con rapidez de 3 pies/s medida con respecto al 
carro. Determine la rapidez final del carro si (a) A corre 
y salla del carro y luego B corre y salta por el mismo 
extremo, y (b) ambos corren y saltan al mismo tiempo 
fuera del carro. Desprecie ¡a masa de las ruedas y supon- 
ga que los saltos son hechos honznntalmente, 



15*34. El autobús B tiene un peso de 15 000 Ib y está 
viajando hacia la derecha a 5 pies/s. Mientras lamo, un 
auto A de 3000 Ib está viajando a 4 pies/s hacia la iz- 
quierda. Si estos vehículos chocan de frente y quedan 
unidos, determine su velocidad común justo después de la 
colisión. Suponga que los vehículos pueden rodar libre- 
mente durante la colisión. 



Priilx 1 5—34 


Los dos bloques A y B tienen cada uno masa de 
5 kg y están suspendidos de cuerdas para telas. Un resorte 
con rigidez k = 60 N/m se encuentra unido a B y está 
comprimido 0.3 m contra A y B como se muesira. Deter- 
mine los ángulos máximos 6 y de las cuerdas cuando 

r— ku n ., n >. Kk.n-r.rJ».* 4n1 é r ¿.1 i-ac-nrta j-iii aAn 


Prolí. 15-36 

: “ Un homhre con patines para hielo lanza un blo- 

que de 8 kg con velocidad inicial de 2 m/s. medida con 
respecto a sí mismo, en la dirección mostrada. Si él está 
originalmente en reposo y completa el lanzamiento en L5 
$ mientras mantiene sus piernas rígidas, determine ta ve- 
locidad horizontal del hombre justo después de soltar el 
bloque, ¿Cuál es la reacción vertical de sus patines sobre 
el hielo durante el lanzamiento? El homhre tiene masa 
de 70 kg. Desprecie la fricción y el movimiento de sus 
brazos. 
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l 1 5-38* La barcaza pesa 45 000 Ib y soporta dos autos A 
v los cuales pesan 4000 y 3000 Ib, respectivamente. Si 
los autos parten del reposo y se dirigen uno al otro, ace- 
lerando a a A = 4 pics/s" y tía = S pies/s’ hasta que ah 
canzan una rapidez constante de 6 pies/s con relación a 
la barcaza, determine la rapidez de la barcaza justo an- 
tes que los autos choquen. ¿En cuánto tiempo ocurre es- 
to? Originalmente la barcaza está en reposo. Desprecie 
la resistencia del agua. 



15-39, La barcaza B pesa 30 000 Ib y soporta un auto 
que pesa 3000 Ib. Si la barcaza no está amarrada id muelle 
P y alguien conduce el auto de un extrema a otro para 
descargarlo, determine qué can lejos se mueve la barca- 
za del muelle. Desprecie la resistencia del agua. 



200 pies 


j^ÜSL 


: m 1 n : I I r u 

B 


Prob, 15-39 


' ■ 1. El bloque A tiene masa de 2 kg y se desliza sua- 
vemente en un extremo abierto de la caja B avelocidad 
de 2 m /s* Si la caja tiene masa de 3 kg y descansa sobre 
una placa P con masa de 3 kg, determine la distancia que 
la placa se mueve después que deja de deslizarse en el 
piso. ¿Cuánto tiempo pasa después del impacto antes que 
cese lodo movimiento? Eí coeficiente de fricción cinéti- 
ca entre Ja caja y la placa es — 0,2. y entre la placa y 
e! suelo / — Ü.l. El coeficiente de fricción estática en- 
tre la placa y el suelo es = 0.12. Desprecie la fricción 
dentro de la caja. 


2 m/s B 



s 2. El hombre M pesa 150 Ib y salta sobre el bote B 
que pesa 200 Ib. Si el hombre tiene una componente ho- 
rizontal de velocidad relativa ai bote de 3 pies /ajusto an- 
tes de llegar al bote, y el bote está viajando a e it =* 2 p 
alejándose del muelle cuando él salta, determine la velo- 
cidad resultante del hombre y el bote 

El homhrc M pesa 150 Ib y salta sobre el bote B 
que está originalmente en reposo. Sí este individuo tiene 
una componente horizontal de velocidad de 3 pies/s jus- 
to antes de entrar al bote, determine el peso del bote si 
éste tiene velocidad de 2 pies s una vez que el hombre 
entra a él. 


¡ 15 - 40 . El bloque A tiene masa de 2 kg y se desliza sua- 
vemente en un extremo abierto de la caja B a velocidad 
de 2 m,v Sí Ja caja Uene masa de 3 kg y descansa sobre 
una piuca F con masa de 3 kg, determine ia distancia que 
la placa se mueve después que deja de deslizarse en el pi- 
so. También. ¿cuál es la distancia después del impacto an- 
tes que cese todo movimiento/ El coeficiente de fricción 
Cinética entre la caja y la placa es ^ =0.2, y entre la pla- 
ca y el suelo u'l ~ 0. 4. También, el coeficiente de trien nn 
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Ur-l-í. Un niño A can peso de 8U Ih v una niña 8 con 
peso de 65 Ib están de pie en reposo en los extremos del 
tobogán que tiene un peso de 20 Ib. Si A camina hacia B 
y se detiene, y ambos caminan juntos de regreso a !a po- 
sición original de A, determine la posición final del tobo- 
gán justo después que el movimiento cusa. Desprecie Í 3 
fricción. 


Problemas • 231 


B 




■-» 


Pmli, 15-46 



!r . HI proyectil de 1 0 Ib es disparado desde el nivel 
del terreno con velocidad inicial = 8t) pies s en la di- 
rección mostrada. Cuando el proyectil alcanza su punto 
más alto. B. explota en dos fragmentos de ó Ib. Si un [me- 
mento viaja vertical mente hada arriba a 12 pies/s. deter- 
mine la distancia entre los fragmentos después que tocan 
el suelo. Desprecie el tamaño de i cañón. 


- 7 - bloque de 10 kg es mantenido en reposo so- 
bre el plano indinado liso por medio del tope colocado 
en A, Si la bala de 10 g está viajando a 300 m/s cuando se 
incrusta en el bloque de 10 kg. determine la distancia que 
el bloque se deslizará hacia arriba del plano antes de de- 
tenerse momentáneamente. 




/ 

/ 

/ 



I:v4S. Un bote remolcador 7 con masa de 19 Mg está 
unido a mía barcaza R con masa de 75 Mg. Si la cuerda es 
"elástica” de tal manera que tiene rigidez k - 60Q kN ni. 
determíne el alargamiento máximo en la cuerda durante 
el remolque inicial. Originalmente, tanto el remolcador 
como la barcaza se están moviendo en la misma direc- 
ción con rapidez (íV), - 15 km/h y (%); = 10 km /h. res- 
pectivamente. Desprecie la resistencia del agua. 


U--U. Dos cajas Ay B. cada una con peso de 160 Ib. es- 
tán situadas sobre la banda transportadora de 5(10 Ih que 
puede rodar libremente sobre el suelo. Si la banda parte 
del reposo y comienza a moverse con rapidez de 3 pies / s. 
determine su rapidez final cuando ja) las cajas no están 
encimadas y A sale fuera de la banda y luego B también 
sale, y ( h) A está encima de B y ambas salen juntas de la 
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15-49, El carro B de 20 lh está soportado sobre rodillos 
de tamaño insignificante. Si una maleta A de 10 Ib se lan- 
za horizoni atinente sobre el cano a 10 pies/s, determine 
d tiempo que /l se desliza con respecto a B, y la velocidad 
final de A y B. El coeficiente de fricción cinética entre A 
y fi es (jL k = Ü,4 + 

T5-5ÍL El carro B de 2Ü Ib está soportado sobre rodillos 
de tamaño insignificante. Si una maleta A de 10 Ib es lan- 
zada horizontalmente sobre d cairo a 10 pies /s, determi- 
ne el tiempo t y la distancia que B se mueve antes que A 
se detenga con respecto a B. El coeficiente de fricción ci- 
nética entre A y B es pi k = 0.4. 


10 pieVs 



Frnht. 15-49/50 


; Una rampa de rodamiento libre tiene masa de 
40 kg. Una caja de lt) kg es liberada del reposo en el pun- 
to A y se desliza hacia abajo 3.5 m hasta el punto B. Si 
la superficie de la rampa es lisa, determine su rapidez 
cuando la caja llega a B. También, ¿cuál es la velocidad 
de la caja? 



J 5-5 El bloque tiene masa de 50 kg y descansa sobre 
la superficie del carro que tiene masa de 75 kg. Si el resor- 
te que está unido al carro y no at bloque es comprimido 
0.2 m y el sistema es liberado deí reposó* determine la 
rapidez del bloque después que el resorte pierde >u de- 
formación. Desprecie la masa de las ruedas del carro y 
dd resorte, asi como la fricción en los cálculos. Conside- 
re = 300 N/irr 

15-5 A El bloque tiene masa de 50 kg V descansa sobre 
la superficie del carro que tiene masa de 75 kg, Si el resor- 
te que está unido al carro y no al bloque es comprimido 
0.2 m y el sistema se libera del reposo, determine la ra- 
pidez del bloque con respecto al cano después que el 
resorte deja de estar deformado. Desprecie la masa de las 
ruedas y del resorte así como la fricción en los cálculos. 
Considere fe = 300 N /m. 



Prohs* 15-52/53 


>54. Los bloques A y B tienen masa de 40 y 60 kg, 
respectivamente. Se encuentran colocados sobre una 
superficie lisa y el resorte que los conecta está estirado 
2 ni. Sí ambos bloques son liberados del reposo, deter- 
mine su rapidez en el ínstame en que el resorte no está 
alargado 



Prub, 15-51 


t'rok 15-54 
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15.4 Impacto 


El impacto ocurre cuando dos cuerpos entran en colisión entre sí duran- 
te un periodo muy corta, ocasionando que grandes fuerzas (impulsivas) 
sean ejercidas entre los cuerpos. El golpe de un martillo sobre un clavo, 
o el de un palo de golf sobre una pelota, son ejemplos comunes de 
cargas de impacto. 

En general, hay dos tipos de impacto. El impacto central ocurre cuan- 
do la dirección del movimiento de los centros de masa de las dos par- 
tículas en colisión es a lo laTgo de una línea que pasa poT los centros 
de masa de las partículas. Esta línea se llama línea de impacto, figura 
I5-13íi. Cuando él movimiento de una o de ambas partículas forma 
ángulo con la línea de impacto, figura 15-136, el impacto se denomi- 
na impactó oblicuo. 

Impacto central. Para ilustrar e! método de análisis de la mecánica del 
impacto, considere el caso que implica el impacto central de dos partícu- 
las lisas A y B mostradas en la figura 15-14. 


Plano de Doutacto 



i Imparto central 

(a; 



Plaihi de contacto 


V ’ Imparto oblicuo Ví 


Litios Je biipacto 


íbi 


• Las partículas tienen el mismo momentum lineal inicial mostrado en 

la figura 15-14 íí. Si eventualmente ocurrirá la colisión. 

• Durante la colisión las partículas deben considerarse como cle- 
fórmabks o no rígidas. Las partículas sufrirán un periodo de defor- 
mación en el que ejercen un impulso de deformación igual pero 
opuesto, ] P dt, entre si. figura 15-146. 

• Sólo en el instante de deformación máxima se moverán ambas par- 
tículas con una velocidad común v, ya que su movimiento relativo 
es cero, figura 15-1 4c. 

• Después ocurre un periodo de restitución en el que las partículas 
retornan a su forma original o quedan permanentemente defor- 
madas. El igual pero opuesto impulso de restitución f R di. sepa- 
ra a las partículas una de otra, figura 15-I4d. En realidad, las pro- 
piedades físicas de dos cuerpos cualesquiera son tales que el 
impulso de deformación es siempre mayor que el de restitución, 
esto es. J P dt> f R dt. 

• Justo después de la separación, las partículas tendrán los momen- 
tum finales mostrados en la figura Í5-I4e. donde (vph > ( ?’,i )i- 


rp<jl CMt 

i-"* 

V 

QÍA 

fndt 

dt 


Wm \ 

4$ 

w 

( A 


EfectP d£ A sobre B 

Efecto de B Site A 

A ti 

Efecto de A ecte B 

Efecto lie B üobre A 

Impulsrt de deturmacidn 

PeffiniiCKiúii máfíimá 

Impulso ck Ttttituckfa 

m 


m 


(d> 


Fig. 13-13 




w w 

Rcqukre 

A t«üJi xí*í)i B 


Antes de l importo 


te) 


F¡í¡* 15-14 


m A (v A h 


A 9 

.4 U*flK> {»& H 


Después dd imparto 



<«> 
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Requiere 




En la mayoría de los problemas las velocidades iniciales de las partícu- 
, serán amovidas, y será necesario determinar sus velocidades finales 
™ - v \y* Ei del sistema de panículas se conserva ya que 

durante la colisión los impulsos internos de deformación y restitución se 

cancelan. Por tanto, con referencia a las figuras 15 14a y 15-I4e reaueri- 
mos que ' ^ 


/p di 


/pjf 


Efacl* tle 4 ^ihrif ti Becto-de /f sobre ,1 



fbi 


ü 

4 B 



íüj 


+ %(t!s)i = (15-10) 

Para oh tener una segunda ecuación necesaria y encontrar (v A h v tr, { U. 
debemos aplicar el principio del impulso y momentum a cada panícula. 
or ejemplo, durante la fase de deformación para la partícula A. figuras 
l>14rt. y 15-14c. tenemos 


,n a(tU)i ~ j P dt — m A v 


Para la fase de restitución, figuras 15-1 4c. 15-14d y 15- 14 c. 



Kfelo tie .1 »>t>re S liftcto ík- fí st)h re i 



m *" i*- t m„ 

9 9 

A I /'¿jh > fl 

OespiiéíyLk) Mtapjhiio 
ÍC) 

Fig. 15-14 


(± * } ~ ¡Rdt - m A {v A )i 

La razón del impulso de restitución al impulso de deformación se llama 
coeficiente de restitución, e. De las ecuaciones anteriores, este valor es 
para la partícula A , 


Rdt 

i» Ah 

J Pd, w-' 

De manera similar, podemos establecer e considerando la partícula B 
figura 15-14. Esto da 1 




(«n)2 ~ ■»’ 

— ( í? a)i 


Si la v desconocida es eliminada con las dos ecuaciones anteriores, el 
coeficiente de restitución puede ser expresado en términos de las velo- 
cidades iniciales y finales de las partículas como 


C^) 


e = ~ (^a)2 

(*U)l ~ (Ü¿J; 


( 15 - 11 ) 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Sección 15.4 Impacto 235 


Si se especifica un valor para e. las ecuaciones 15-1 G y 15-11 pueden 
ser resueltas simultáneamente para obtener (ü 4 )¿ y (u B ) 2 . Sin embargo, 
al hacerlo asi.es importante establecer cuidadosamente una convención 
de signos para definir la dirección positiva de v 4 y v s , y luego usarla con- 
sistentemente al escribir ambas ecuaciones. Como se observa en la aplica- 
ción mostrada e indicada simbólicamente por la flecha entre paréntesis, 
hemos definido la dirección positiva hacia la derecha al referirnos a los 
movimientos de A y B. En consecuencia, si resulta un valor negativo para 
la solución de rí’,)} 2 o de (í.'b)i. ello indica que el movimiento es hacia la 
izquierda. 


Coeficiente de restitución. Con referencia a las figuras ]5-14« y 15- 
14e. vemos que la ecuación 15-11 establece que ees igual a la razón de la 
velocidad relativa de la separación de las partículas justo después del im- 
pacto. ( Vb)z ~ ( r i)j. a la velocidad relativa del acercamiento de las partí- 
culas yurro antes del impacto (u 4 )¡ —{ %)]. Midiendo experimen talmente 
esas velocidades relativas, se ha encontrado que c varia de modo aprecia- 
ble con la velocidad del impacto así como con el tamaño y la forma de los 
cuerpos en colisión. Por estas razones, el coeficiente de restitución es con- 
fiable sólo cuando se usa con datos que se aproximan bastante a las 
condiciones existentes cuando se efectuaron sus mediciones. En general. 
e tiene un valor de entre cero y uno, y se debe ser consciente del signifi- 
cado físico de esos dos límites. 


Impacto elástico ír — 1): Si la colisión entre las dos partículas es per- 
fectamente elástica, el impulso de deformación (/ P di) es igual y opuesto 
al impulso de restitución (J R dt).e = 1 para una colisión elástica, aunque 
en realidad esto nunca puede alcanzarse. 



La calidad de una pelota de tenis es me- 
dida por la altura de su rebote, la cual 
puede ser relacionada con su coeficien- 
te de restitución. Usando la mecánica 
del impacto oblicuo, los ingenieros pue- 
den diseñar un dispositivo de separa- 
ción para mantener c! control de cali- 
dad de las pelotas de tenis después de 
la producción. 


Impacto plástico (e — 0): Se dice que el impacto es mefástico o plástico 
cuando e = O.En este caso no hay impulso de restitución dado a las par- 
tículas (J R dt — 0), por lo que después de la colisión ambas partículas 
permanecen unidas entre sí con una velocidad común. 


A partir de la derivación anterior debería ser claro que el principio 
del trabajo y la energía no puede ser usado para e! análisis de proble- 
mas de impacto, ya que no es posible saber cómo varían o se despla- 
zan las fuerzas internas de deformación y restitución durante la coli- 
sión. Sin embargo, conociendo las velocidades de las partículas ames y 
después de la colisión, la pérdida de energía durante la colisión puede 
ser calculada con base en la diferencia de la energía cinética de las par- 
tículas, Esta pérdida de energía. SÍ7i_ 3 = S7á — £ 7\, ocurre porque 
parte de la energía cinética inicial de la partícula es transformada en 
energía térmica así como en la generación de sonido y deformación lo- 
calizada del material cuando sucede la colisión. En particular, si el impac- 
to es perfectamente elástico, ninguna energía se pierde en la colisión; mien- 
tras que si la colisión es plástica, la energía perdida durante la colisión 
es un máximo. 
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1 iia i - 

PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 
(IMPACTO CENTRAL) 

En la mayoría de los casos, las velocidades finales de dos panículas 
lisas deben ser determinadas justo después que sean sometidas a un 
impacto central directo. Si son conocidos el coeficiente de restitución, 
la masa de cada partícula, y la velocidad inicial de cada partícula jus- 
to antes del impacto, la solución del problema se puede obtener usan- 
do las dos ecuaciones siguientes: 

La conservación del momentum es aplicable al sistema de partícu- 
las, Smt) i ■= ¿Lmiu. 

El coeficiente de restitución, e - [{vB) 2 - (iuM/IC^/Oi - re- 
laciona las velocidades relativas de las partículas a lo largo de la línea 
de impacto, justo antes y justo después de la colisión. 

Al aplicar estas dos ecuaciones, el sentido de una velocidad desco- 
nocida puede ser supuesto. Si la solución da una magnitud negati- 
va, la velocidad actúa en el sentido contrario. 


Impacto oblicuo. Cuando entre dos partículas lisas ocurre impacto obli- 
cuo, las partículas se alejan una de otra con velocidades cuyas direcciones y 
magnitudes son desconocidas. Si se conocen las velocidades iniciales, en el 
problema estarán presentes cuatro incógnitas. Como se muestra en la figu- 
ra 15-15a. estas incógnitas pueden ser representadas como {í’ a ) ; . (y B ) 2 , y 
<fh, o como las componentes .v y y de las velocidades finales. 



PJiino da ru ritmo 





ib) 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 
(IMPACTO OBLICUO) 

Si el eje y es establecido dentro del plano de contacto y el eje .r a lo 
largo de la línea de impacto, las fuerzas impulsivas de deformación y 
restitución actúan sólo en la dirección x, figura 15-156, Resolviendo los 
vectores de velocidad o momentum en componentes a lo largo de 
los ejes x y y. figura 15-156. es posible escribir cuatro ecuaciones esca- 
lares independientes para determinar ( i' Av ) 2 , y OW 2 - 

E1 momentum del sistema se conserva a lo largo de la línea de 
impacto, eje r. de manera que - 2m( 

El coeficiente de restitución.!? - - (v, u ) 3 ]/[(u A t ), - (v^j, 

relaciona las componentes de velocidad relativa de las panículas 
a lo largo de la línea de impacto (eje .v). 

El momentum de la partícula A se conserva a lo largo del eje y. 
perpendicular a la línea de impacto, ya que ningún impulso actúa 
sobre la partícula A en esta dirección. 

El momentum de la partícula B se conserva a lo largo del eje y. 
perpendicular a la linca de impacto, ya que ningún impulso actúa 
sobre la partícula B en esta dirección. 


La aplicación de estas cuatro ecuaciones es Ilustrada numéricamen- 
te en el ejemplo 15.1 1. 
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EJEMPLO 15,9 


La bolsa A. con peso de 6 Ib, es liberada del reposo en la posición & - 
0 Ü . como se muestra en la figura L5-l<w. Después de caer a H « 90°, 
la bolsa golpea una caja B de 18 Ib. Si el coeñcieme de restitución 
entre la bolsa y la caja es e — 0.5. determine las velocidades de la 
bolsa y de la caja justo después del impacto y la pérdida de energía 
durante la colisión. 


Solución 

Este problema implica impacto central. ¿Por qué? Sin embaTgo, ames 
de analizar la mecánica del impacto, primero es necesario obtener la 
velocidad de la bolsa justo antes de que toque la caja. 

Con. el datum en 0 = 0 o , figura 15-166, 

tenemos 

7o + V 0 = Ti + V', 

61b V O 

„2 r i — 6 Ib (3 pies); (w^)¡ ~ 13.9 pies/s 


- u ■ u 

0 + 0 - -[- 

2 \: 


, 32-2 pies/s 

Supondremos que después del impac 
lo A y B viajan hacia la izquierda. Aplicando la conservación del tno 
mentum al sistema, tenemos 

(*±) m n {v B ) x + m A (v A )i - /tt ñ (» ñ ) 2 + m A (v A ) 2 

61 b 18 Ib . . 61 b 


0 + 


32.2 pies/s : 


:{ 13.9 pies/s) = 


r('«a)2 + 


i 2 


32.2 pies/s 2 32.2 pies/s 

Í v a) 2 ' 13.9 — 3(t >¡f) 2 (1) 

Observando que para que la separación 
ocurra después de la colisión ( c R ) 2 > (v A ) 2 , figura 15- 16c. tenemos 

Í v I¡h - (Va)í. „ «. («fl)2 — (u A ) 2 


(*) 


e = 


0.5 


KOi — ( wtt)i 13.9 pies/s - 0 

(*4)2 = (%) 2 “ 6.95 

Resolviendo simultáneamente las ecuaciones 1 y 2 obtenemos 
(^1)2 = 1-74 pies/s = 1.74 pies/s-* y (ü b ) 2 = 5.21 pies/s <- 


( 2 ) 


Wx- 2 = 


[lf- 

U\32. 


,2 pies/s z 



Línea de impacto 


tai 


Ti 

6 Ib 3 pies 


Datum 


(M 


(vg% *'0 


B 


(n>l 

Justo tintes del impacto 


Aplicando el principio del trabajo y la energía 
a la bolsa y la caja justo antes y justo después de la colisión, tenemos 
Sí/, -2 = F, - Tf. 

181b V 1/ 6 Ib \ 

í)(5-21 P¡6/*>’ + l(s7 2 p^)<1.74pic S / S )' 

61b 


b 


(*sh ÍV. 

Justó después- del Impacto 

<c) 

ngt 15-16 


“ í — ~ ^ t Vl3.9 pies/s) 2 1 

.2 V 32.2 pies/s*/ ’ 


«. 32.2 pies/s 2 
Si/, -2= — 10. 1 pies* Ib 


¿Por qué hay una pérdida de energía? 
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EJEMPLO 15.10 





La bola B mostrada en la figura i 5- 17a tiene masa de 1.5 kg y está 
suspendida del techo por medio de una cuerda elástica de 1 m de lon- 
gitud. Si la cuerda es estirada hacia abajo 0.25 m y la bola es libera- 
da del reposo, determine qué tanto se estira La cuerda después que la 
bola rebota en el techo. La rigidez de la cuerda es k - 800 N/m. y el 
coeficiente de restitución entre la bola y el lecho es e - 0.8. La bola 
efectúa un impacto central con el lecho. 

Solución 

Primero debemos obtener la velocidad de la bola justo ames de gol- 
pear el techo usando métodos de energía, luego consideraremos el 
impulso y el momentum entre la bola y el techo, y finalmente aplica- 
remos de nuevo métodos de energía para determinar el alargamien- 
to de la cuerda. 


■ Con el datum localizado como se 

muestra en la figura 15-17«, y observando que inicialmente y = y,, — 
{1 + 0.25) m - 1.25 m. tenemos 

T tí + V„ = 7) + V, 

¿m(%)o - WVth + iks 2 - un(i' 6 )í + 0 
0 - 1.5(9.81) N(1.25 m) + ¿(800 N/m)(0.25 m) z = i(1.5 

(%)i - 2.97 m/st 

La interacción de la bota con el techo será considerada ahora usan- 
do ios principios del impacto. Como una porción desconocida de la 
masa del techo está implicada en el impacto, la conservación del mo- 
mentuni para el sistema bola-techo no será escrita. La “velocidad" de 
esta porción del techo es cero ya que se supone que éste (o la Tierra) 
permanece en reposo tanto antes como después del impacto. 


Figura 15-17fe. 

(%b ~ (^4)2 (1^)2 ~ 0 


(+ t) « = 


“ (®s)i 


0.8 = 


0 - 2.97 m/s 
(u fl ) 2 - -2.37 m/s - 2.37 m/s \ 

El alargamiento máximo s\ en la cuerda 
puede ser determinado aplicando de nuevo la ecuación de la conser- 
vación de la energía a la bola justo después de la colisión. Suponien- 
do que y — y 3 = (1 - 1 - .v 3 ) m, figura 15-17t, entonces 


t 2 + v 2 = r 3 + % 

¿w (%)2 + 0 = km(v s )l ~ W B y, + \ksl 
J(1.5 kg)(2.37 m/s) 2 = 0 - 9.81(L.5) N(1 m + r 3 ) + ¿(800 N/tn)4 
400.ÍÍ - 14.72.vj - 18.94 - 0 


Resolviendo la raíz positiva en esta ecuación cuadrática obtenernos 
¿ 3 — 0.237 m — 237 mm íí 

til pe <.u de la bola se considera como una tuerca no impulsiva. 
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EJEMPLO 15.11 


Dos discos lisos A y B con masa de 1 y 2 kg, respectivamente, entran 
en colisión con tas velocidades mostradas en la figura 15- lita. Si el 
coeficiente de restitución para los discos es e = 0.75, determine las 
componentes x y y de la velocidad final de cada disco justo después 
de la colisión. 


Solución 

E\1 problema implica impacto oblicuo. ¿Por qué? Para buscar una 
solución, hemos establecido los ejes x y y a lo largo de la línea de 
impacto y el plano de contacto, respectivamente, figura 15-1 S«. 

Resolviendo cada una de las velocidades iniciales en componentes 
jr y y. tenemos 

= 3 eos 30” = 2.60 m/s (ti /v )i = 3 sen 30° = 1.50 m/s 
= “I cos 45° = -0.707 m/s (>*,,), - -1 ser 45° = -0.707 m/s 

Las cuatro componentes de velocidad desconocidas después de la co- 
lisión son supuestas actuando en dirección positiva, figura 15-18/?. Como 
el impacto ocurre sólo en la dirección .v (línea de impacto), la conser- 
vación del momentum para ambos discos puede ser aplicada en esta 
dirección. ¿Por qué? 

Con referencia a los diagramas de 

momentum, tenemos 

) m ÁÍ v Ax)\ + + »»g(%)2 

1 kg(2.60 m/s) + 2 kg( -0.707 m/s) - 1 kg(i\ u .) 2 + 2 kg(v B . t ) 2 

(VAxh + 2( v b ,) 2 =* 1.18 (1) 

Se supone que ambos discos tienen 
componentes de velocidad en la dirección +jt después de la colisión, 
figura 15-186. 

( V Bxh ~ 


tifa) l - 1 m/s 



Línea de impacto 


Plaño út con tac ¡o 

U) 




-Ira — 

a H— = a 


«ífíVfcl, 


4 





Jfrfí 


Ib) 






" l í< (v //vh| 


(^) 


e = 


0.75 = 


{«/u)i ~ (%,)/ ” 2.60 m/s - (-0.707 m/s) 

K.th - (v Ax ) 2 = 2.48 ( 2 ) 

Resolviendo las ecuaciones ] y 2 para y ( i’#,), resulta 

( ü At )2 ” -1.26 m/s = 1.26 m/s «— (%<): = 1.22 m/s — *• 

El momentum de cada disco se 
corn&va en la dirección y (plano de contacto), ya que los discos son 
lisos V por tanto ningún impulso externo acida en esta dirección. A 
partir de la figura 15-1 86. 

(+T) m .-i(fyv)i = m A (v Ay ) 3 ; (v Áy ) 2 ~ 1.50 m/sf 

(+T ) Wsty'By ) i = (*7)> ta — —0.707 m/s = 0,707 rn/sj 

Demuestre que al sumar las componentes de velocidad se obtienen 
los resultados mostrados en la figura 15-1 8c, 



Ívr)i - MI m/a 


Ce) 


15-18 
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PROBLEMAS 

. 55. Una bola de marfil con masa de 200 g es liberada 
del reposo a una altura de 400 mm por arriba de una su- 
perficie fija metálica muy grande. Si la hola rebota a una 
altura de 325 mm por arriba de la superficie* determine e! 
coeficiente de restitución entre La bola y la superficie, 

55- 5 El bloque A tiene masa de 3 kg y se está desli- 
zando sobre una superficie rugosa horizontal a velocidad 
UVth = 2 m/5 cuando experimenta una colisión direc- 
la con el bloque B . que tiene masa de 2 kg y original- 
mete está en reposó. Si la colisión es perfectamente elás- 
tica {e — l) t determine la velocidad de cada bloque justo 
después de la colisión y La distancia entre los bloques 
cuando dejan de deslizarse. El coeficiente de fricción ci- 
nética entre los bloques y el plano es = 0,3. 




Prob. 15-56 

i , El disco A tiene masa de 2 kg y se desliza hacia 
adelante sobre la superficie lisa con velocidad Íp A )j = 5 
m/s cuando golpea al disco B de 4 kg, el cual se desliza ha- 
cia A a = 2 m/% con un impacto central directa Si el 
coeficiente de restitución entre los discos es e — 0,4, calcu- 
le las velocidades de A y B justo después de la colisión. 


{r 4 )i =5 rn/s = 2 m/5 



Fn>h. 15-57 

Las tres bolas pesan cada una 0.5 Ib y tienen coe- 
ficiente de restitución e = 0,85. Si la bola A es liberada 
del reposo y golpea a la bola B y luego la bola B golpea 
a la bola C, determine la velocidad de cada bola después 
que ocurre la segunda colisión. Las bolas se deslizan sin 
fricción. 



Sí dos discos A y B tienen la misma masa y están 
sometidos a un impacto central directo de manera tal que 
la colisión es perfectamente elástica (e = 1), pruebe que la 
energía cinética antes de la colisión es igual a la energía 
cinética después de la colisión. La superficie sobre la cual 
se deslizan los discos es lisa. 

1 : h Cada bola tiene masa m y el coeficiente de resti- 
tución entre ellas es e. Sí se acercan entre sí a velocidad i\ 
determine su rapidez después de la colisión. También de- 
termine su velocidad común cuando alcanzan el estada de 
deformación máxima. Desprecie el tamaño de cada bola. 



Prok ! 5-60 

El hombre A tiene un peso de 175 Ib y salla del 
reposo hasta una altura h — 8 píes sobre una plataforma 
P con peso de óü Ib. La plataforma está montada en un 
resorte que tiene rigidez k ~ 200 Ib/pie. Determíne (a) 
las velocidades de A y P justo después del impacto, y (b) 
la compresión máxima impartida al resorte por el impacto. 
Suponga que el coeficiente de restitución entre el hombre 
y la plataforma es e = 0.6^ y que d hombre se mantiene 
rígido durante d movimiento. 

El hombre A tiene un peso de 1 00 Ib y salta del 
reposo sobre una plataforma P cuyo peso es de 60 Ib. La 
plataforma está montada en un resorte que tiene rigidez 
k = 2(K) Ib /pie. Si el coeficiente de restitución entre el 
hombre y la plataforma es e — 0.6, y el hombre se man- 
tiene rígido durante el movimiento, determine la altura h 
requerida del salto si la compresión máxima del resorte 
debe ser de 2 pies. 



Pmh, 15-5K 


Pfobs. 15-61 /ti 2 
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i Las tres bolas tienen la misma masa m. Si A tie- 

ne rapidez v justo antes de una colisión directa con B. de- 
termine la rapidez de C después de la colisión. El coefi- 
ciente de restitución entre cada bola es e . Desprecie el 
tamaño de cada bola. 


v 



l’roln 15-63 


La bola de 2 kg es lanzada al bloque suspendido 
de 20 kg con velocidad de 4 m/s. Si el coeficiente de res- 
titución entre la bola y el bloque es e = 0.8, determine la 
altura máxima h a ía que el bloque oscilará ames de de- 
tenerse momentáneamente. 

La bola de 2 kg es lanzada al bloque suspendi- 
do de 20 kg con velocidad de 4 m /s. Si el tiempo de im- 
pacto entré la bola y el bloque es de UUIJ5 s, determine 
la fuerza normal promedio ejercida sobre el hinque du- 
rante este tiempo, Considere e = 0,8. 


Si la niña lanza la pelota con velocidad horizon- 
tal de 8 pies/s. determine la distancia d tal que la pelota 
rebote una vez sobre la superficie lisa y luego entre al ta- 
zón ubicado en C, Considere e — 0.8, 



Frufrú 15-64 


La bola de 1 Ib se libera del reposo y cae una dis- 
tancia de 4 pies antes de golpear el plano liso en el pun- 
to A. Si e = Ck8 T determine la distancia d a donde la bo- 
la volverá a golpear el plano en el punto B. 

La bola de 1 Ib se libera del reposo y cae una dis- 
tancia de 4 pies antes de golpear d plano liso en d pun- 
to A . Si la bola rebota y en t ~ (15 s de nuevo golpea el 
plano en el punto B. determine d coeficiente de restitu- 
ción e entre la bola y el plano. ¿Cuál es la distancia til 




A 

Prnhs. 15-67/68 


Una bola es lanzada sobre un piso rugoso a un án- 
gulo fC Si rebota a un ángulo é y el coeficiente de fricción 
cinética es /*■ determine el coeficiente de restitución e. Des- 
precie el tamaño de la bola. Sugerencia-, Muestre que du- 
rante el impacto los impulsos promedio en las direcciones 
,r y y están relacionados por [ x — ¿ii v . Como el tiempo de 
impacto es el mismo, F yl \t = j¿F y Aí o F x — jjlF v . 

Una bola es lanzada sobre un piso rugoso a un 
ángulo» 0 = 45 . Si rebota con el mismo ángulo é —■ 45 a . 
determine d coeficiente de fricción cinética entre el piso 
y la bola. El coeficiente de restitución es e = 0A Sugeren- 
cia: Muestre que durante el impacto los impulsos pro- 
medio en las direcciones .v y y están relacionados por 
/, = Como el tiempo de impacto es el mismo, F s Ai — 
l if y Af O F % - fiF v . 





Frulív lfMft/ftfr 


PmIís. 15-69/711 
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'5- 71. Las placas A y B tienen cada una masa de 4 kg 
y están restringidas a moverse a lo largo de las guías lisas. 
Si el coeficiente de restitución entre las placas es e = 0.7. 
determine (a) la rapidez de ambas placas justo después de 
la colisión* y (h) la compresión máxima dd resorte. La 
placa A liene velocidad de 4 m/s justo antes de golpear 
a B La placa B se encuentra originalmente en reposo y 
el resorte no está estirado. 


tí 

/¡ i 

m 0. 

F~ H 

] i 

tn 

r 


k | 



■ 

— 


k = 500 N/m 



* — tí. 5 tu 

B 

- +. 

7 

T 

m 

. _j 

h 


Pruli. 15-71 


L*"- v. Se observa que una pelota de tenis, ai ser ser- 
vida horizontálmeme 7.5 pies por arriba del campo, golpea 
e] suelo liso en e! punió B a 2(1 pies de distancia. Determí- 
ne la velocidad inicial v A de la pelota y su velocidad 
(y 0) justo después que loca el campo en B . Considere 
.e - 0.7. 

La pelota de tenis es golpeada con velocidad ho- 
rizo nial v At pega en d suelo liso en el punto B. y rebota 
hacia arriba a 8 — 30' Determine la velocidad inicial v ^ 
la velocidad final el coeficiente de restitución entre la 
pelota y el suelo. 


Á v A 



Pñ-ibs. 15-73/74 


La bola de 8 Ib es liberada dej reposo n 10 pies 
de la superficie de una placa plana P que pesa 6 Ib. Deter- 
mine la compresión máxima en el resorte si d impacto es 
perfectamente elástico. 


La pelota de ping-pong tiene masa de 2 g. Si es 
golpeada con ki velocidad que se muestra, determine a 
qué altura h se eleva por arriba dd extremo de ía mesa 
lisa después del rebote, Considere e = 0.8. 



Prnth 15-71 


Prnth 15-75 
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J ^ ^ La bola es eyeetada de! tubo con velocidad ho- 
rizontal u, = 8 pies/s como se muestra. Si el coeficiente 
de restitución entre la hola y el suelo es e — 0.8, deter- 
mine (a) la velocidad de la bola justo después que rebo- 
ta en el suelo, y (b) la altura máxima a la que la bola se 
eleva después del primer rebote. 


- 1 La esfera de masa m cae y golpea el bloque trian- 
gular con velocidad vertical r. Si el bloque descansa so- 
bre una superficie Usa y tiene masa de 3 m. determine su 
velocidad justo después de la colisión. El coeficiente de 
restitución es é'. 



Prok 15-76 

A la bola A se le da una velocidad inicial (v A )\ = 
5 m/s Si sufre una colisión directa con la bola B{e = 0,8 ), 
determine la velocidad de B y el ángulo 0 justo después de 
rebotar en la baranda ubicada en C(e' = O.ó). Cada bola 
tiene masa de 0.4 kg. Suponga que las bolas se deslizan 
sin rodar. 



Pfnh, L5-T7 




VrnU. 15-79 


El bloque A, con masa m, es liberado del repo- 
so, cae una distancia h y golpea la placa B que tiene ma- 
sa tic 2 m. Si el coeficiente de restitución entre A y ¿i es 
e* determine la velocidad de la placa justo después de la 
colisión. El resurte tiene rigidez k . 


La caja de 20 Ib se desliza sobre la superficie pa- 
ra la cual — 03. La caja tiene velocidad r - 15 pies fh 
cuando está a 2 pies de la placa. Si golpea la placa lisa, 
que tiene un peso de 1Ü Ib y es mantenida en posición 
por un resorte no estirado con k - 400 Ib /pie, determi- 
ne la compresión máxima impartida al resorte, Conside- 
re e — 0.8 entre la caja y la placa. Suponga que la placa 
se desliza suavemente. 



A 

r 

h 



Prot». 15 -78 


Proh, 15-811 
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; Antes que un arándano pueda llegar al plato del 

lector, dehe pasar una prueha de rebote que clarifica su 
calidad. Si los arándanos con c ¿ Ü.8 van a ser acepta- 
dos. determine las dimensiones d y h necesarias para la 
barrera de modo que cuando un arándano caiga del re- 
poso en A. pegue contra la placa en B y rebote sobre la 
barrera en C. 


• Dos monedas lisas Ay B. cada una con igual ma- 
sa, se deslizan sobre una superficie lisa con d movimiento 
mostrado. Determine la rapidez de cada moneda después 
de la colisión si se mueven a lo largo de las trayecto- 
rias de choque. Sugerencia: Como la línea de impacto no 
ha sido definida, aplique la conservación del momentum 
a lo largo de ios ejes x y y. respectivamente. 



rvub, 15-áI 



Si el disco A se está deslizando a lo largo de Ja 
tangente al disco B y golpea a B con velocidad v f deter- 
mine la velocidad de B después de la colisión v calcule la 
pérdida de energía cinética durante la colisión. Despre- 
cie la fricción. El disco B está originalmente en reposo. 
El coeficiente de restitución es c y cada disco tiene el mis- 
mo tamaño y masa m. 


> \VS 

Dos monedas A y B tienen las Velocidades inicia- 
les mostradas justo antes de que enLren en colisión en el 
pumo O. Si las monedas tienen pesos de W Á ~ 1 3,2( 10 
Ib y Wf¡ = ó,60{10“ 3 ) Ib y la superficie sobre la que se 
deslizan es lisa, determine su rapidez justo después del 
impacto. El coeficiente de restitución es e = 0,65. 



Pro h* 15-412 


Vtííík 15 -ÍU 
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' 'o. Dos discos lisos A y B tienen cada uno masa de 

0-5 kg. Si ambos discos se están moviendo con las veloci- 
dades mostradas cuando entran en colisión, determíne sus 
velocidades finales justo después de la colisión. El coefi- 
ciente de restitución es e = 0.75. 

Dos discos lisos A y B tienen cada uno masa 
de Q,5 kg. Sí ambos se están moviendo con las veloci- 
dades mostradas cuando en irán en colisión, determi- 
ne el coeficiente de restitución cutre ellos si después 
de la colisión B viaja a lo largo de una línea a 3LT en 
sentido contrario al de las manecillas dd reloj desde 
el eje y . 



Dos discos lisos Á y B tienen las velocidades ini- 
ciales mostradas antes de entrar en colisión en O. Si sus 
masas son m Á — S kg y m 3 - í> kg, respectivamente, de- 
termine su rapidez justo después dd impacto, El coefi- 
ciente de restitución es e — 0,5, 


Problemas ■ 245 

La ‘piedra* A usada en un juego de bolos so- 
bre hielo se desliza en el hielo y golpea otra "piedra v B 
como se muestra. Si cada "piedra" es Lisa y tiene un peso 
de 47 Ib, y el coeficiente de restitución entre las "piedras" 
es e - 0.8, determine su rapidez justo después de la coli- 
sión. Inicialmeme A tiene velocidad de 8 pies/s y B está 
en reposo. Desprecié la fricción, 



Prnth 15-88 


La bola A golpea a la bola B con velocidad ini- 
cial de fv v)t como se muestra. Si ambas bolas tienen 
igual masa y la colisión es perfectamente elástica* de- 
termine el ángulo ti después de la colisión. La bola B 
está originalmente en reposo. Desprecie el tamaño de 
cada bola. 



Pffth. i 5-87 


Prnth 15— HM 
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15.5 Momentum angular 


El momentum angular de una partícula con respecto al punto O se de- 
fine como el "momento del momentum lineal con respecto al punto O 
de la partícula. Como este concepto es análogo a encontrar el momen- 
to de una fuerza con respecto a un punto, el momento angular. H (J . es 
Llamado a veces momento de un momentum. 



Formulación escalar. Si una partícula se está moviendo por una cur- 
va en el plano x —y, figura 15-19. el momentum angular puede ser deter- 
minado en cualquier instante con respecto al punto O (en realidad el eje 
2 ) usando una formulación escalar. La magnitud de H , es 


( H o)r = (d)(mv) 


05-12) 


Aquí d es el brazo de momento o distancia perpendicular desde O bas- 
ta la línea de acción de mv. Unidades comunes para (H 0 ). son kg * nr /s 
o slug ■ pie- /s. La dirección de H,, es definida mediante la regla de la 
mano derecha. Como se muestra, el doblez de los dedos de la mano de- 
recha indica el sentido de rotación de mv con respecto a O, por lo que 
en este caso el pulgar (o H 0 ) está dirigido perpendieularmeme al plano 
x—y a lo largo del eje ; positivo. 



Formulación vectorial. Si la partícula se está moviendo por una cur- 
va espacial, figura 15-20. puede usarse el producto cruz vectorial para de- 
terminar el momentum angular con respecto a O. En este caso 


H 0 - r X mv (15-13) 


Aquí r denota un vector posición dibujado desde el pumo O hasta la 
partícula P . Como se muestra en la figura. es perpendicular al plano 
sombreado que contiene a r y mv. 

Para evaluar el producto cruz, r y mv deben expresarse en términos 
de sus componentes cartesianas, de manera que el momentum angular 
es determinado evaluando el determinante: 



i 

j 

k 


H„ = 

r.x 

r .v 

r? 



nw x 

rnVy. 

mv. 



( 15 - 14 ) 
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15.6 Relación entre el momento de una fuerza y el momentum angular 


Los momentos con respecto al punto O de todas las fuerzas que actúan 
sobre la partícula en la figura 15-21 rí pueden ser relacionados al rnornen- 
lum angular de la partícula usando la ecuación de movimiento. Si la ma- 
sa de la panícula es constante, podemos escribir 


ÜF = mv 


Los momentos de las fuerzas con respecto al punto O se pueden obte- 
ner efectuando una multiplicación de producto cruz a cada lado de esta 
ecuación mediante el vector posición r. el cual se mide en el marco de 
referencia inercia! x, y , z. Tenemos 


SMo = r X ZF = r x mi 



Fig. 15-21 


Del apéndice C, la derivada de r X mv puede escribirse como 


Hfl — “(r ^ mv ) — r X mv trX mv 


El primer término en el lado derecho, r X mv — m{r X r) - ya que 
el producto cruz de un vector consigo mismo es ceró. Por consiguiente, 
la ecuación anterior loma la forma 


2M W = Ú 0 


(15-15) 


Esta ecuación establece que el momento resultante con respecta al 
punto O de rodas las fuerzas que actúan sobre la partícula es igual a 
la razón de cambio con respecto al tiempo del momentum angular de la 
partícula con respecto al punto O. Este resultado es similar a la ecua- 
ción 15-1, esto es, 


2F = L 


( 15 - 16 ) 


Aquí L — mv, por lo que la fuerza resultante que actiía sobre ¡a particu- 
la es igual a la razón de cambio con respecto al tiempo del momentum 
lineal de la partícula. 

A partir de las derivaciones, se observa que las ecuaciones 15-15 y 
15-16 son otra manera de establecer la segunda ley del movimiento de 
Newton. En otras secciones de este libro se mostrará que esas ecuaciones 
tienen muchas aplicaciones prácticas cuando se amplían y se usan en la 
solución de problemas que implican un sistema de partículas o un cuer- 
po rígido. 
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blstema de : . I ína ecuación con la misma forma que la ecua- 

ción 15-15 puede ser derivada para el sistema de partículas mostrado en 
la figura 15-21/x Las luerzas que actúan sobre la partícula i-ésima arbi- 
iraria del sistema consisten en una fuerza externa resultante F, y en una 
fuerza interna resultante f,. Al expresar ios momentos de estas fuerzas con 
respecto al punto O . usando ia forma de la ecuación 1 5-15. tenemos 


fe X F/) + £*f X f,) = (H,) 0 


Aquí r, es el vector posición trazado desde el origen O de un marco 
de referencia inercia! hasta la í-ésima partícula, y (H ( \ a es la razón de 
cambio con respecto al tiempo del momento angular de la partícula 
i-ésima con respecto a O. Ecuaciones similares pueden ser escritas para 
cada una de las otras partículas del sistema. Cuando los resultados son 
sumados vcciorialmente, el resultado es 


£(r, X F,) + 1( r, X f,) = S(H,) C) 


El segundo término es cero ya que las fuerzas internas ocurren en pa- 
res iguales eo lineales pero opuestos, y por consiguiente el momento de 
cada par con respecto al punto O es cero. Cancelando la notación con 
subíndices, la ecuación anterior puede ser escrita en forma simplificada 
como 


im 0 - n G 


05-17) 


la cual establece que la suma de los momentos con respecto al punto O 
de todas las fuerzas externas actuando sobre un sistema de partículas es- 
igual a la razón de cambio con respecto al tiempo del momentum angu- 
lar total del sistema con respecto al punto O. Aunque O ha sido elegido 
aquí como el origen de coordenadas, en realidad puede representar cual- 
quier punto fijo del marco inercia! de referencia. 



<b> 


Flg. 15-2 
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EJEMPLO 15, 




La caja mostrada en la figura !5-22« tiene masa m y está viajando 
hacia abajo por la rampa lisa circular de tal forma que cuando está 
en el ángulo 0 tiene rapidez r. Determine su momentum angular con 
respecto al punto O en este instante y la razón del incremento de su 
rapidez, es decir, a.. 




fa) 


<b> 


Fig. 15-2¿ 


Solución 

Como \ es tangente a la trayectoria, aplicando la ecuación 15-12. el 
momentum angular es 


H ü - nnv ¿ 


Res/). 


La razón del incremento en su rapidez ( dvfdt ) se puede encontrar 
aplicando la ecuación 15-15. A partir del diagrama de cuerpo libre del 
bloque, figura 15-226, se observa que sólo el peso W = nig contribu- 
ye un momento con respecto al punto O. Tenemos 


?+ZMo - H 0 - 
Como r y m son constantes. 


rng(r sen 0) = —(/mu) 


mgr sen 0 = rm 


dv 


dv 

~di 




Rt'sp, 


Este mismo resultado puede, por supuesto, ser obtenido a partir de 
la ecuación de movimiento aplicada en la dirección tangencial, figu- 
ra 15-226. es decir, 


-¡-i/SF, = ma,: 


*»g sen 9 - 
dv 

- = gsen » 


Revp. 
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15,7 Principios del impulso angular y del momentum angular 

Principio del impulso y momentum angular. Si la ecuación 15-15 
es reescrita en La Forma 2M () dr — cHí f> e integrada, tenemos, suponien- 
do que en el tiempo r = q, H fJ - (H f J ), y en el tiempo t = t 2 . H 0 = (H^, 










>r 


Mfjt/f — (He;)? - 


o bien 


Mo di ~ (H 0 ), (15-L8) 

A esta ecuación se Le llama principio del impulsó y momentum ungular. 
Los momentos anguiares inicial y final (H 0 ), y (H 0 ) 2 son definidos co- 
mo el momento del momentum lineal de la partícula (H 0 = r x mv) 
en los instantes q y r 2 . respectivamente. El segundo término del lado 
izquierdo, I J íi/, se denomina impulso angular. Este término es 
determinado integrando, con respecto al tiempo, los momentos de todas 
las fuerzas que actúan sobre la partícula en el periodo q a r 2 . Como el 
momento de una fuerza con respecto al punto O es = r X F. el im- 
pulso angular puede ser expresado en forma vectorial como 


+ 2 


impulso angular = 



(15-19) 


Aquí r es un vector posición que se extiende desde el pumo O hasta 
cualquier punto sobre la línea de acción de F. 

De maneia similar, usando la ecuación 15-18, el principio del impulso 

y momentum angular para un sistema de partículas puede ser escrito co- 
mo 


M 0 dt =*'2(Ho)j (15-20) 



Aquí ios términos primero y tercero representan ios momentos angula- 
res del sistema de partículas [SHq = S(r, X mv,-)] en los instantes y q. 
El segundo término es la suma de los impulsos angulares dados a todas 
las partículas desde q hasta t 2 . Recuerde que esos impulsos son creados 
sólo por ios momentos de las fuerzas externas actuando sobre el siste- 
ma donde, para la partícula í-éxima. M 0 = r x F r 
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Formulación vectorial. Usando los principios del impulso y momen- 
tum angular, es posible escribir dos ecuaciones que definan el movi- 
miento de la partícula, es decir, las ecuaciones 15-3 y 15-18, rcescritas 
como 



(15-21) 


Formo lación escalar, En general, las ecuaciones anteriores pueden 
ser expresadas en forma de componentes ,v.y. z, dando un total de seis 
ecuaciones escalares independientes. Si la partícula está confinada a 
moverse en el plano x~ .y, entonces pueden ser escritas tres ecuaciones 
escalares independientes para expresar el movimiento: éstas son 



(15-22) 


Las primeras dos de estas ecuaciones representan el principio del im- 
pulso y momentum lineal en las direcciones x y y, lo cual ha sido anali- 
zado en la sección 15.1, y la tercera ecuación representa el principio del 
impulso y momentum angular con respecto al eje -. 
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Fír. 15-23 



Vi, 

f 

Si $e desprecia la resistencia de! aire, los 
pasajeros sentados en estas sillas volado- 
ras están sometidos a la eonsc rvación dd 
momentum angular con respecto al eje de 
rotación. Como se observa en el diagrama 
de cuerpo libre, lis línea de acción de )n 
fuerza normal N del asiento sobre el pasa- 
jero pasa por el eje. y el peso VV del pa- 
sajero es paralelo a el. Ningún impulso 
angular actúa alrededor del eje : 


Conservación del momentum angular. Cuando los impulsos angu- 
lares que actúan sobre una partícula son todos cero durante el tiempo t 
a í : . la ecuación 15-18 se reduce a la siguiente forma simplificada: 

(Hfj)] = (HqJj (15-23) 

Esta ecuación se conoce como la conservación del momentum angular. 
Establece que de r¡ a h el momentum angular de la partícula perma- 
nece constante. Es claro que si ningún impulso externo se aplica a la par- 
tícula, el momentum lineal y el momentunt angular se conservarán. Sin 
embargo, en algunos casos, el momentum angular de la partícula se con- 
servará y el momentum lineal no. Un ejemplo de esto ocurre cuando 
la partícula está sometida sólo a una fuerza central (vea la Sec. 13.7). 
Como se muestra en la figura 15-23. la fuerza impulsiva central F siem- 
pre está dirigida hacia el punto O al moverse la partícula a lo largo de 
la trayectoria. Por consiguiente, el impulso angular (momento) creado 
por F con respecto al eje z que pasa por el punto O es siempre cero, 
y por tanto el momentum angular de la partícula se conserva con res- 
pecto a este eje. 

A partir de la ecuación 15-20. también podemos escribir ia conserva- 
ción del momentum angular para un sistema de partículas, esto es. 

2 (H a ), = Z(Ho) ? . (15-24) 

En este caso la suma debe incluir los momentos angulares de todas las 
partículas presentes en el sistema. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Al aplicar los principios del impulso y momentum angular, o la con- 
servación del momentum angular, se sugiere usar el siguiente pro- 
cedimiento. 

Diagrama de cuerpo libre . 

Dibuje et diagrama de cuerpo líbre de la partícula para determinar 
cualquier eje con respecto al cual el momentum angular se conser- 
ve. Para que esto ocurra. Jos momentos de las fuerzas (o impulsos) 
deben ser paralelos o pasar por el eje para generar un momento 
cero en el periodo /.a/,. 

La dirección y el sentido de las velocidades inicial y final de Ja 
partícula también deben ser establecidos. 

* Un procedimiento alternativo será dibujar los diagramas de im- 
pulso y momentum angular para la partícula. 

Lalaciones de momentum angular. 

Aplique el principio del impulso y momentum angular. (H„). 

dt — o si es apropiado, la conservación del mo- 

mentum angular. (H 0 )| = 
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El bloque de 5 kg de tamaño insignificante descansa sobre el plano 
liso horizontal, figura 15-24a. y está unido en A a una barra esbelta 
de masa también insignificante. La barra está unida a una junta esfé- 
rica en el punto 8. Si un momento M — (3r) N ■ m. donde / está en 
segundos, se aplica a la barra y una fuerza horizontal P — lü N se 
aplica al bloque, determine la rapidez del bloque en 4 s partiendo dd 
reposo. 



li», 15-24 


Solución 


Si consideramos el sistema de barra 
y bloque, figura 15-24£>. entonces la reacción de fuerza resultante 
en la junta esférica puede ser eliminada del análisis aplicando 
el principio del impulso y momentum angular con respecto al eje 
Z. Si se hace esto, los impulsos angulares creados por el peso y la 
reacción normal también son eliminados, ya que actúan para- 
lelamente al eje i y por tanto crean momento cero con respecto a 
este eje. 

Principio del impulso y momentum angular. 



(H=)i + 


A* dt + r 3A P{ Ai) = (H.) 2 


0 4- 3 tdt + (0.4m)(lQNX4s) = 5 kg(t>¿) 3 (0.4m) 


24 + 16 = 2{v a )i 
Mi = 20 m/s 


Rcsp. 
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EJEMPLO 15.14 



<a) 



Re. 15-25 


La bola B de 0.8 ib mostrada en la figura I5-25o está unida a una 
cuerda que pasa por un agujero situado en el punto A de una mesa 
lisa. Cuando la bola se encuentra a - 1.75 pies del agujero, está gi- 
rando alrededor de un círculo con rapidez t’ L = 4 pies/s. Ai aplicar 
una fuerza F. la cuerda es jalada hacia abajo por el agujero con rapi- 
dez constante v c = 6 pies/s. Determine (a) la rapidez de la bola en el 
instante en que está a r 2 = 0.6 pies del agujero, y (b) el trabajo realiza- 
do por F ai acortarse la distancia radial de tt a r 2 . Desprecie el tamaño 
de la bola. 

Solución 

Cuando la bola se mueve de r¡ 
a r 2 -, figura 15-256. la fuerza F presente en la cuerda sobre la bola pasa 
siempre por el eje z, y el peso y N B son paralelos a él. Por tanto, los 
momentos, o impulsos angulares creados por estas fuerzas, son todos 
cero con respecto a este eje. Así que la conservación del momentum 
angular se aplica con respecto al eje 

La velocidad v-> de la bola se 
resuelve en dos componentes. La componente radial, 6 pies/s. es 
conocida: sin embargo, produce un momentum angular cero con res- 
pecto al eje z. Así. 

H, = H 3 

rimflüj = r 2 m B i'2 

, ,, ( 0.81b V „ „ . ( 0.81b . 

1.7> pies! — - — ; , 4 = 0.6 piesl — ) ¡j!> 

\322> pies/s 2 / h V.32.2 pies/s 2 / ‘ 

v '2 ~ U.67 pies/s 
La rapidez de la bola es entonces 

v ? = Vi 11 - 67 ) 2 + (b ) 2 

= 13.1 pies/s 

La única fuerza que efectúa trabajo sobre la bola es F (la 
fuerza normal y el peso no se mueven vertical mente). Las energías 
cinéticas inicial y final de la bola pueden ser determinadas de modo 
que a partir del principio del írahajo y la energía tenemos 

7j + 2^.2 = T z 

\( 0.8 Éb \ (J , ,, \( 0.8 Ib \ 

i(32.2pkVí) <4p,etó) ' + ° e = 2\ M.2n| Ki / s 0 (li - 1 P,eí/í) ‘ 




1.94 pies • Ib 


Resn 
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EJEMPLO 15.15 


El disco de 2 kg mostrado en la figura I5-26 íy descansa sobre una su- 
perficie lisa horizontal y está unido a una cuerda elástica que tiene 
rigidez k c - 20 N/m y no está alargada inicia Imen te. Si al disco se le 
da una velocidad (tto)| = 1.5 m/s. perpendicular a la cuerda, deter- 
mine la razón con que la cuerda se está alargando y la rapidez del 
disco en el instante en que la cuerda está estirada 0.2 m. 

Solución 

Después que el disco ha sido lanzado, se 
desliza a lo largo de la trayectoria mostrada en la figura 15-26¿>. Por 
inspección, el momentum angular con respecto al punto O (o el eje 
z) se conserva, ya que ninguna de las fuerzas produce un impulso an- 
gular con respecto a este eje. Además, cuando la distancia es de 0.7 
m. sólo la componente (v^)i produce un momentum angular del 
disco con respecto a O. 

La componente (v' D ) 2 se 
puede obtener aplicando la conservación del momentum angular con 
respecto a O (el eje z). es decir. 

n*D.(fy>) i = r 2 m D {v' 0 ) i 

(!*+) 0.5 m(2 kg ) ( 1 .5 m/s) = 0.7 m(2 kg)(v' D ) 2 

{V 0 ) 2 = 1.07 m/s 

La rapidez del disco se puede obtener 
aplicando la ecuación de la conservación de la energía en el punto 
donde el disco fue lanzado y en el punto donde la cuerda está es- 
tirada 0.2 m. 

Ti + Vy - T t + v 2 

H 2 kg)(1.5 m/s) 2 + 0 = \{2 kg)(v p )l + \(2ü N/m) (0.2 m) 2 




Fia 
l ifí. 


Entonces. 


(up )2 = 1 .36 m/s 


Una vez determinada (vpji y su componente la razón de alar- 
gamiento de la cuerda (i>'¿) 2 se calcula con el teorema de Pilágoras. 


(®b) 2 — ~ (v'o)5 

= \/(1.36) 2 - (1.07) 2 
= 0.838 m/s 
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PROBLEMAS 

7 Determine el momentum angular de la partícula 
A de 2 Ib con respecto al punto O. Use una solución vec- 
torial cartesiana. 



Determine el momentum angular H 0 de la par- 
tícula con respecto al punto O. 



Determine el momentum angular H rí de cada 
una de las partículas con respecto al punto O. 

Determine el momentum angular de cada una 
de las partículas con respecto al ponto P, 



Prohs. 13*92/93 


Determine el momentum angular H a de la par- 
tícula con respecto al punto O. 

Determine e! momentum angular H P de la par- 
tícula can respecto al punto F. 



PrálK 15“ 1 >1 


Proba. 15-94/» 
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- Determine el momeruum angular total H (> para 
el sistema de tres partículas con respecto al punto O, 
Todas las partículas se mueven en el plano x —y. 


t 



Determine el m ornen tum angular H a de cada 
una de las dos panículas con respecto al pumo O, Use una 
solución escalar. 

Determine el momentum angular H P de cada una 
de las das partículas con respecto al punto P. Use una so 
tildón estalur, 



Prnfrs* 15-97/98 


La bola B licué masa de 10 kg y está unida ál ex- 
tremo de una barra cuya masa puede ser despreciada. Si 
la barra está sometida a un torsor M = (3r + 5/ ■+ 2) 
N * tu. donde i está en segundos, determine la rapidez de 
la bola cuando l = 2 s. La bola tiene rapidez v = 2 m/s 
cuando f = 0. 



Fruta 15-99 

¡ La bola de 3 Ib localizada en A es liberada del 
reposo y se desliza suavemente hada abajo por la trayec- 
toria curva. Si la hola ejerce una fuerza normal de 5 Ib 
sobre la trayectoria cuando llega al punto B> determiné 
el momeruum angular de la bola con respecto al centro 
de curvatura, o punto <9, Sugerencia: £1 radio de curva- 
tura en el punto B debe ser determinado. 


o 



Frota 15-100 

' ■ El pequeño cilindro C tiene masa de 10 kg y 
está unido at extremo de una barra cuya masa puede ser 
despreciada. Si el marco está sometido a un par M = (8r 
+ 5) N * m, donde t está en segundos, V el cilindro está 
sometido a una fuerza de hü N que siempre está dirigi- 
da como se maestra, determine la rapidez del cilindro 
cuando l = 2 s. El cilindro tiene rapidez — 2 tn/s cuan- 
do l = 0. 
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15*102, Las cuatro esferas tic 5 ib están unidas rígida- 
mente a la crúcela que tiene un peso insignificante. Si se 
aplica un momento M = (0.5r + 0.8) Ib * pie. donde r 
está en segundos, determine la rapidez de cada una de las 
esferas en 4 s partiendo del reposo. Desprecie el tamaño 
de las esferas. 



Prob. 15-102 


V 

15 - 103 . Un satélite terrestre con masa de 700 ka es lan- 
zado en. una trayectoria de vuelo libre con respecto a la 
Tierra y con rapidez inicial de r A - lü km $ cuando la dis- 
tancia desde el centro de la Tierra es r A - 15 Mm. Si el 
ángulo de lanzamiento en esta posición es <j> A =70 . de- 
termine la rapidez r H del satélite y su distancia más cor- 
ta r/j desde el centro de la Terra. La Tierra Liene masa 
M t . = 5.9?6( 10 24 ) ka. Sugerencia: Bajo estas condiciones, 
el satélite está sometido sólo a la tuerza eravitaloria de 
la Tierra, F ' GM t .rn y /r, ecuación 13- 1 . Para parte de la 
solución, use ia conservación de la energía (vea el Prob 
H-97). 



'15-104. La bola B tiene un peso de 5 Ib y original- 
mente está girando en un círculo. Como se muestra, la 
cuerda A R tiene longitud de 3 pies y pasa por el agujero 
A. que está 2 pies por arriba del plano de movimiento. Si 
1.5 pies de cuerda son jalados por el agujero, determine 
la rapidez, de la hola cuando se mueve en una trayecto- 
ria circular en C. 



i - - . b. Una bola B de 4 ¡h está viajando alrededor de 
un círculo de radio r, = 3 pies con rapidez ¡ - 6 

pies s. Si ia cuerda unida es jalada hacia abajo por et 
agujero con rapidez constante v r = 2 pies/s. determine la 
rapidez de la bola en el instante r 2 = 2 pies, ¿Cuánto 
trabajo se ha realizado para jalar la cuerda hada abajo? 
Desprecie la fricción y el tamaño de la bola. 

L5- ItHS. Una bola B de 4 Ib está viajando alrededor de 
un circulo de radio /j = 3 pies con rapidez =• 6 
pies/s, Si la cuerda unida es jalada hacia abajo por ei 
agujero con rapidez constante i 1 , = 2 pies/s. determine 
cuánto tiempo se requiere para que la bola alcance una 
rapidez de 12 pies/s. ¿Qué tan lejos r 2 está la hola del 
agujero cuando esto ocurre'.’ Desprecie la fricción y el ta- 
maño de la bola. 



Prob. L5-103 


Probs. 15-1Ó5/106 
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15-107. l'n juego de un parque de diversiones consta 
de un carro que está unido al cable OA. El carro gira en 
una trayectoria horizontal circular y alcanza una rapidez 
V] = 4 pies/s cuando r = 12 pies. El cable es entonces re* 
cogido a razón constante de 0.5 pies/s. Determíne la rapi- 
dez del carro en 3 s. 


Problemas * 259 

15- IW. El carro de 800 Ib de la montaña rusa parte dd 
reposo sobre la vía que tiene forma de hélice cilindrica. 
Si ja hélice desciende 8 píes en cada revolución, determíne 
la rapidez del carro en t = 4 s, ¿Cuánto ha descendido d 
carro en este tiempo? Desprecie La fricción y el tamaño 
del carro. 




'IMíiS, Una niña con masa de 50 kg mantiene sus pier- 
nas levantadas como se muestra cuando oscila hacia 
abajo desde el. reposo en íi 3 = 30^* Su cenlru de masa 
está localizado en el punto G } . Cuando está en la posi- 
ción más baja, 0 - 0\ ella dobla repentinamente sus pier- 
nas cambiando su centro de masa a la posición CU De- 
termine su rapidez cuando va hacia arriba debido a este 
movimiento repentino y el ángulo & 2 que oscila antes de 
llegar momentáneamente al reposo. Considere el cuerpo 
de la niña como una panícula. 


Pfob. 15-109 


15-110- A un pequeño bloque con masa de 0.1 kg se le 
da una velocidad horizontal V] — 0.4 m/s cuando r¡ = 
500 mm, El bloque se desliza a lo largo de la superficie có- 
nica lisa. Determine la distancia // que debe descender 
para alcanzar una rapidez de v 2 - 2 m/s. ¿Cuál es el án- 
gulo de descenso 6, esto es, el ángulo medido desde la 
horizontal a la tangente de la trayectoria? 




rj - 5fK> Fiim 

V 


Prob, 15-1 OH 


Pruh, 15-110 
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15.8 Corrientes de fluido estacionarias 


v 


El conocimiento de las fuerzas desarrolladas por corrientes de fluido es- 
tacionarias es importante en el diseño y análisis de turbinas, bombas, ala- 
bes y ventiladores. Para ilustrar cómo el principio del impulso y momen- 
tum puede ser usado al determinar estas fuerzas, considere la desviación 
de una corriente estacionaria de fluido {liquido o gas) por un tubo fijo, 
figura 15-27«. El fluido entra al tubo con velocidad v A y sale con velo- 
cidad v B . Los diagramas de impulso y momentum para la corriente de 
Huido se muestran en la figura 15-27/r La fuerza 2F. mostrada en el dia- 
grama de impulso, representa la resultante de todas las fuerzas externas 
que actúan sobre la corriente del fluido. Esta es la carga que da a la co- 
rriente un impulso por medio del cual el momentum original del fluido 
cambia en magnitud y dirección. Como el flujo es estacionario. 2F será 
constante durante el intervalo de tiempo di. Durante este tiempo la corrien- 
te de Huido está en movimiento, y como resultado una pequeña cantidad 
de fluido, con masa dm. está a punto de entrar al tubo a velocidad v j en 
el tiempo t. Si este elemento de masa y la masa del fluido en el tubo son 
considerados como un “sistema cerrado", entonces, en el tiempo t + di, 
un elemento correspondiente de masa dm debe salir del tubo a veloci- 
dad v fl . También, la corriente de fluido dentro de la sección del tubo tiene 
masa m y velocidad promedio v que es constante durante el intervalo de 
tiempo di. Aplicando el principio del impulso y momentum lineal a la 
corriente de fluido, tenemos 


dm v 


’a + mv + 2F dt = dm v a + 


mv 


Fir. 15-27 




(b) 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Seccon 15.8 Corrientes de fluido estacionarias 261 


■ ■ Despejando la fuerza resultante obtenemos 


SF = 


dm 

~di 


( v fí - v A ) 


(15-25) 


Si el movimiento del Quido puede ser representado en el plano x—y, 
usual mente conviene expresar esta ecuación vectorial en la forma de dos 
ecuaciones componentes escalares, esto es. 


1F ' = { Vfít ~ VAx> 


(15-26) 


El término dm/dt es llamado flujo r le masa e indica la cantidad constante 
de fluido que pisa hacia dentro o hacia fuera de la tubería por unidad de 
tiempo. Si las áreas transversales y las densidades del fluido en la en- 
trada A y la salida B son A v p A y .4 a , p ti , respectivamente, figura Lv27c. 
entonces la continuidad de ¡nasa requiere que dm = pdV = p A {4s A A 4 ) = 
p B (ds B A B ). Por consiguiente, durante el tiempo dt, como v A ~ d\ A /dt 
y v B — dsgjdt , tenemos 



PáVjíA a — pgVgAg — PaQa — PbQtí 


( 15-27) 


Aquí Q = vA es la razón de flujo volumétrico, la cual mide el volumen 
de fluido que pasa por unidad de tiempo. 



íd 



La banda íransporiadora debe summis- 
írar fuerzas de fricción a la grava que cae 
sobre ella para cambiar el raomentum de 
la corriente de grava, de manera que em- 
piece a viajar a lo largo de la banda 
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M o me rvto re 5 u Ita nte. En alg u nos casos c¡> nectario obtener las reac- 
ciones en Eos soportes del dispositivo que transporta al fluido. Si la ecuación 
15-25 m proporciona suficiente información para hacer esto, debe usarse el 
principio dd impulso y momeatum angular, La formulación de este prin 
ripio aplicado a, corrientes de fluidos puede oblenersc a parí ir de la ecua 
ción 15-17, IMíji = H 0 , la cual establece que el mámenlo de todas las 
fueras exlemas que actúan sobre el sistema con raspéelo al punto O es 
igual n ía razón de cambio con respecto al tiempo del rnomentum angu- 
lar con respecto a O. En el caso del tubo mostrado en la figura 15-27 ü t el 
flujo es estacionario en et plano x-y: por consiguiente, tenemos 


El aire ü uii ludo de cale ventilador cíLj 
esencial mente cu repose, y al punar por 
l.is aspíiüsu momenLum e-s incnrmculndo. 
Para cambiar d ttUTineitlum dd finjo de 
ñire de esta manerJi, bis aspai deben ejer- 
cer un empuje bí>rú;nma| sobre la pnmen- 
Ee de aire. CunÍDnnir las jspji giicn mis 
rápido, el empuje igual pero opuesta del¡ 
aire *ohrc ellas pudría superar la resíi- 
Icncúa M rodamiento de Ish ruedas setbre 
el wáeíu y empecí a mover el bascados del 
ventilador. 


tf+) 


( 15 - 28 ) 


donde los brazos de momento d 0 $ y t¡a\ eslán dirigidos desde O basta 
ei fíflíro geométrico □ centroide de tas aberturas localizadas en A y B, 
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EJEMPLO 15.17 


2 pule. 


r' w = 25 pmh 
(a) 



l n chorro de agua de 2 pulg de diámetro y velocidad de 25 pies/s in- 
cide sobre un solo álabe móvil, figura I5-29n. Si el alabe se aleja a 5 
pies/s del chorro, determine las componentes horizontal y vertical de 
fuerza que ejerce sobre el agua. ¿Qué potencia genera el agua sobre 
el alabe? El agua tiene un peso específico de y w - 62.4 lb/píe 3 . 


Solución 


V \>1 ~ 5 pres/s 


B 


Vti 


£3 




Éf 


t : 


(6) 




3 


/ 
M , 


u m 


& 

F v J 
fe) 

Fíg. 15-29 


Desde un sistema coordenado fijo inercial. 
figura 15-296. la razón a la que el agua entra ai álabe es 

v a ~ i 25i \ pies/s 

La velocidad relativa de flujo del agua sobre el álabe es \ u ;átahl . = v tr - 
v átate ~ 251 — 5i - |20í] pies/s. Como el álabe se está moviendo con 
velocidad Y úhhc - [5iJ pies/s. la velocidad de flujo en R medida desde 
v. y es la suma vectorial, mostrada en la figura 15-296. Aquí. 

V S — "b V w ¡átate 

- {5¡ + 20j) pies/s 

Entonces, el flujo de masa de agua sobre el álabe que sufre un cam- 
bio de momentum es 


dm , v 62.4 .. 

di ~ bwi ^u'lálabt }Aa ~ ^ -| ( 20 ) 


32.2 


) 

-1 

J 1 *“* 

r 

L \u/ 



= 0.846 slug/s 


El diagrama de cuerpo libre de una sec- 
ción de agua actuando sobre el álabe se muestra en la figura 15-29c. 
El peso del agua será despreciado en ¡os cálculos, ya que esta fuerza 
es pequeña comparada con las componentes reactivas F, y F, . 

Ettífíci ones í/t* finjo (tsfttcioHü río* 

„ _ din . 

1¥ = 

~F,i + r,j = 0.846(5i + 20j - 25i) 

Igualando las respectivas componentes i y j obtenemos 

F\ = 0.846(20) - 16.9 Ib «- 
F v = 0.846(20) - 16.9 lb| 

El agua ejerce fuerzas iguales pero opuestas sobre el álabe. 

C orno la tuerza del agua que causa que el álabe se mueva hacia 
adelante horizontalmente con velocidad de 5 pies/s es F x = 16.9 Ib. 
entonces, a partir de la ecuación 14-10. la potencia es 


P - p.y; 


p = 


16.9 lb(5 pies/s) 
550 hp/(pies ■ Ib/s) 


- 0,154 hp 


Resp. 
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*15.9 Propulsión con masa variable 

En la sección previa consideramos el caso en que una cantidad constan - 
te de masa dm entra y sale de un "sistema cerrado”. Sin embargo, hay 
oíros dos casos importantes que implican flujo de masa, los cuales son 
representados por un sistema que gana o pierde masa. En esta sección 
analizaremos cada uno de esos casos por separado. 


Un sistema que pierde masa. Considere un dispositivo, por ejemplo 
un cohete, que en cierto instante tiene una masa m y se esta moviendo 
hacia adelante con velocidad v. figura 15-3Q«. En ese mismo instante, el 
dispositivo expulsa una cantidad de masa m* con velocidad de flujo de 
masa v (J . Para el análisis, el "sistema cerrado" incluye !a masa m del. dispo- 
sitivo y la masa expulsada m e . Los diagramas de impulso y momenium 
para el sistema se muestran en la figura 15-30/j. Durante eí tiempo dt, la 
velocidad del dispositivo se incrementa de va v + d\ ya que una cantidad 
de masa dni f ha sido expulsada y por ello ganado en la salida. Sin embar- 
go. este incremento en velocidad hacia adelante no cambia la velocidad \y 
de la masa expulsada, va que esta masa se mueve a rapidez constante una 
vez que ha sido expulsada. Los impulsos son creados por 2F,., que repre- 
senta la resultante de todas las fuerzas externas que acnían sobre el sistema 
en la dirección del movimiento. Esta fuerza resultante no incluye la fuer- 
za que causa que el dispositivo se mueva hacia adelante, ya que esta fuerza 
(llamada empuje) es interna a! sistema 1 , esto es, el empuje actúa con magni- 
tud igual pero dirección opuesta sobre la masa m del dispositivo y la masa 
expulsada del escape m,.* Aplicando el principio del impulso y momen- 
tum al sistema, figura 15-30b. tenemos 

(^) mo~- m e v e + 2E V di = (m - dm c ){ v + dv) - (m, + dm c )v t 
o bien 

lF s dt = -vdm r + m dv - dm € dv - % dm f 




ím - dm f ) i v + tfv) 



tiempo t + dt 


ÍM 

Fi fr 15-30 


representa la fuerza externa re sulla me orinando mhre el sistema, la cual es di 
fereniu Je IF. que es la fuera resultante actuando sólo sobre el dispositivo. 
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Sistema 



Fie. 15-31 


Sin perder exactitud, el tercer término del lado derecho puede ser 
despreciado ya que es un diferencial de "segundo orden". Dividiendo 
entre dt resulta 


= ~ ^ + 


dm, 

dt 


La velocidad relativa del dispositivo como es visto por un observador 
que se mueve con las partículas de la masa expulsada es v D¡t = (v + v¿), 
y entonces el resultado final puede ser escrito como 



( 15 - 29 ) 


Aquí el término dmjdt representa la razón con que la masa está sien- 
do expulsada. 

Para ¡lustrar una aplicación de ¡a ecuación 15-29, considere el cohete 
mostrado en la figura 15-31. el cual tiene un peso W y se está movien- 
do hacia arriba contra una fuerza resistente atmosférica V D . El sistema 
a ser considerado consta de 5a masa del cohete y la masa del gas expul- 
sado m t . Aplicando la ecuación 15-29 a este sistema obtenemos 


(+i) 



lv g d, " fl " 


dm t 

~dT 


El ultimo término de esta ecuación representa el empuje T que el escape 
dei motor ejerce sobre el cohete, figura 15-31. Por tanto, como dv/di = a, 
podemos escribir 

Í+T) f-E D -W = —a 

g 


Sistema 



ii 

i 

(a) 

I ¡«. 15-31 


Si se traza un diagrama de cuerpo libre del cohete, resulta obvio que es- 
ta ecuación representa una aplicación de 1F = nm para el cohete. 

Un sistema que gana masa. Un dispositivo como un cangilón o una 
pala puede ganar masa al moverse hacia adelante. Por ejemplo, el dispo- 
sitivo mostrado en la figura 15-32¿? tiene masa m y se está moviendo hacia 
adelante con velocidad v. En este instante, el disposith'o está recolec- 
tando una corriente de partículas de masa m,. La velocidad de flujo v, de 
esta masa inyectada es constante e independiente de la velocidad v de ma- 
nera tal que v > v,. El sistema a ser considerado incluye la masa del dis- 
positivo y la masa de las partículas inyectadas. Los diagramas de impulso 
y momentum para este sistema se muestran en la figura 15-32ft. Junto 
con un incremento de masa dm , ganada por el dispositivo.se tiene un 
supuesto incremento de velocidad tív durante el intervalo de tiempo dt. 
Este incremento se debe al impulso creado por £F„ la resultante de todas 
las fuerzas externas que actúan sobre el sistema en la dirección del mo- 
vimiento. La suma de fuerzas no incluye la fuerza retardante de la masa 
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mv 



(m+t/w,)(v 4- Ljfv)’ 



Tiempo t + di 


inyectada que actúa sobre el dispositivo. ¿Por qué? Aplicando el princi- 
pio del impulso y momentum al sistema, tenemos 

( ) ni v + rn¡V¡ — 2 di — ( ni + dn íy)(ii + di') + (m¡ — dnij)V( 

Usando el mismo procedimiento que en el caso previo, podemos escri- 
bir esta ecuación como 


dv 

~ F - = m ~^¡ + (» - V¡) 


■dntj 

dr 


Dado que la velocidad reía tiv£i del dispositivo vista por un observador 
que se mueve con las partículas de la masa inyectada es v D/} =■ (v — %); 
el resultado final puede ser escrito como 


XFi = m it + VfM 


din , 
di 


(15-30) 


donde dm¡jdt es la razón de masa inyectada en el dispositivo. El último 
término que aparece en esta ecuación representa la magnitud de la fuerza 
R, que la masa inyectada ejerce sobre el dispositivo. Como dvfdt = a. la 
ecuación 15-30 resulta en 


— R - ma 


Esta es la aplicación de SF = ma. figura 15 -32c. 

Como en el caso de flujo estacionario, los problemas que son resuel- 
tos usando las ecuaciones 15-29 y 15-30 deben ser acompañados por el 
diagrama de cuerpo libre necesario. Con este diagrama es posible deter- 
minar Y.F, para el sistema y aislar la fuerza ejercida sobre el dispositivo 
por la corriente de partículas. 



u 



íc) 


La caja recolectora detrás de este tractor 
representa un dispositivo que gana masa. 
Si el traedor mantiene velocidad constante, 
¿\ entonces dv/dj ~ U y. como el sucio 
esta originalmente en reposo, v$ ,, = v. Por 
la ecuación 15-30. la fuerza horizontal cié 
remolque sobre la caja es entonces T = Ü 
” v(dm/dt). donde dm/dt e* la razón de 
¿icumulacinn cíe Tierra en la caja 
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La masa combinada inicial de un cohete y su combustible es m f) . Una 
masa total m ¡- de combustible es consumida a razón constante de 
dm e fdt = c y expelida con rapidez constante de u relativa al cohete. 
Determine la velocidad máxima del cohete, esto es. en el instante en 
que se agota el combustible. Desprecie el cambio en el peso del co- 
hete con la altitud y la resistencia por fricción del aire. El cohete es 
dispar ado verticalmente del reposo. 

Solución 

Como el cohete está perdiendo masa al moverse hacia arriba, la figu- 
ra 15-29 puede usarse para buscar la solución. La única fuerza exter- 
na que actúa sobre el sistema constituido por el cohete y una porción 
de la masa expelida es el peso W, figura 15-33. Por consiguiente. 


* „ _ dv dm e 

+ T2/\ - m~~ - v D¡r 


di ’ 


W 


dv 

m uc 

dt 


O) 


La velocidad del cohete se obtiene integrando esta ecuación. 

En cualquier instante dado t durante el vuelo, la masa del cohete 
puede ser expresada como m - m 0 - (dmjdt)t ~ m 0 - cr. Como 
W - mg. la ecuación 1 toma la forma 


-(«o - ct)g =• (m,i - cr)^J - tic 


Al separar ¡as variables e integrar, observando que tí = 0 en t — 0, 
tenemos 



o 

t) = — u ln(m,, - ct) — gt 

lo 



/n u - ct 


) 



(2) 


Observe que el despegue requiere que el primer término a la de- 
recha sea mayor que el segundo durante ia fase inicial del movi- 
miento. El tiempo r' necesario para consumir todo el combustible 
está dado por 


FIg. 1S-.VJ 



Por consiguiente. 

r' = mp/c 

Sustituyendo en la ecuación 2 obtenemos 

„ f «o \ 8 m f 

B '» 1 * = uln V^r r %J __ r 
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EJEMPLO 15,19 


L ila cadena de longitud L figura 15-34a. tiene masa ni. Determine la 
magnitud de la fuerza F requerida para (a) levantar la cadena con ra- 
pidez constante i)p partiendo del reposo cuando y = 0: y (b) bajar la 
cadena con rapidez constante v c , partiendo del reposo cuando y = l. 

Solución 

Conforme la cadena es levantada, a todos los eslabones 
suspendidos les es dado un impulso repentino hacia abajo por cada 
eslabón adicional que se levanta del suelo. Así. la porción suspendi- 
da de la cadena puede ser considerada como un dispositivo que está 
ganando masa. El sistema a ser considerado es la longitud de cadena 
y que está suspendida por F en cualquier instante, incluido el siguiente 
eslabón que se encuentra a punto de ser agregado pero todavía está 
en reposo, figura l5-34/>. Las fuerzas que actúan sobre este sistema 
excluyen las fuerzas internas P y - P. las cuales actúan entre el esla- 
bón agregado y la porción suspendida de la cadena. Por consiguien- 
le. SF, ~ F ~ mgiyf ¡). 

Para aplicar la ecuación 15-30, también es necesario encontrar la 
razón a la que la masa está siendo agregada al sistema. La velocidad 
v i' de la cadena es equivalente a v DI¡ , ¿Por qué? Como v ( . es constan- 
te, dv c /dt ~ 0 y dy /di — v c . Integrando, usando la condición inicial 
y w d en / — 0, resulta y — v r t. Así. La masa del sistema en cualquier 
instante es m¡ = m(y (I) - y por tanto la razón a la que la 

masa está siendo agregada a la cadena suspendida es 

dm¡ 


di 


i- ( V A 

H / i 


Al aplicar la ecuación 15-30 al sistema, usando estos datos, tenemos 

dv¿ 


+ t ZF S = 


m 


di 


+ 


dm¡ 


Por consiguiente, 


F = (m/l){gy + i»;) 


Cuando la cadena está siendo bajada, los eslabones que 
son expelidos (dada una velocidad cero) no imparten un impulso a 
los restaures eslabones suspendidos. ¿Por qué? Así. el sistema que ana- 
lizamos en la parte (o) no puede ser considerado. En vez de esto, se- 
rá usada la ecuación de movimiento para obtener la solución. En el 
tiempo t la porción de cadena que aún no toca el suelo es y. El dia- 
grama de cuerpo libre para una porción suspendida de la cadena se 
muestra en la figura 15 -34c. Así, 

+ T 2 F = ma ; F — 




Resp. 



(a) 



: 


te) 

tt R . 15-34 
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PROBLEMAS 

15- 1 i 1. El bombero de 150 tb sostiene una manguera de 
2 pulg de diámetro que tiene una tobera con diámetro 
de 1 pulg, Si durante la descarga la velocidad del agua es 
de 60 pies/s, determine la fuerza resultante normal y de 
fricción que actúa sobre los pies del bombero en el sue- 
lo, Desprecie el peso de la manguera y el agua dentro de 
ella. y , r — 62.4 Ib /pie 3 . 



Prob, 15-111 


15-11 2, Un chorro de agua con áTea de 4 pulg 2 en su 
sección transversal golpea el álabe fijo con una rapidez 
de 2? pies . s. Determine las componentes de fuerza hori- 
zontal y vertical que el alabe ejerce sobre el agua. y u = 
62 4 3 b /pie 



25 pies ,‘s 


15-113. El agua sale de i hidrante de 150 mm de diá- 
metro con velocidad v B - 15 m/s. Determine las com- 
ponen Les de fuerza horizontal y vertical y el momento 
desarrollado en la base ,4, si la presión estática (mano- 
métrica J en .4 es de 50 kPa. El diámetro del hidrante en 
el pumo A es de 200 mm, p Jr = J Mg/nr\ 



Prob* 15-113 


15-114, La paleta divide el chorro de agua que tiene 
un diámetro de 3 pulg. Si un cuarto del agua fluye hacia 
abajo mientras que los otros tres cuartos fluyen hacia arri- 
ba, y él flujo total tsü = Ü.5 píesVs, determine las com- 
ponentes de tuerza horizontal y vertical ejercida sobre la 
paleta por el chorro: y M . = 62.4 lb/pie 3 



Prísh. 15-112 


Frob. 15^114 
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15-1 15. El ventilador extrae aire por una ventila con ra- 
pidez de 12 pies/s. Si ei área de la sección transversa] de 
la ventila es de 2 pies 2 , determine el empuje horizontal 
ejercido sobre la pala. El peso específico de! aire es y — 
0.076 Ib, piel 



Prnb. 15-115 


15-116. Los cangilones sobre ia rueda Peíton están 
sometidos a un chorro de agua de 2 pule de diámetro y 
velocidad de 150 pies/s. Si cada cangilón está viajando a 
95 pies/s cuando el agua lo golpea, determine la poten- 
cia desarrollada por la rueda. y u - 62.4 Ib pie : . 



i ?-l ! /. La presión estática del agua en el punto C' es de 
40 lb/pulg 2 . Si el agua sale del tubo en los puntos Ay B 
Con velocidades v A = 12 pies/s y v a = 25 pies/s. res- 
pectivamente. determine las componentes de fuerza ho- 
rizontal y vertical ejercida sohre el codo instalado en C 
y que son necesarias para mantener en equilibrio al sis- 
tema de tubos. Desprecie el peso del agua dentro de los 
tubos y el peso de éstos. En el pumo C d tubo tiene diá- 
metro de 0.75 pulg, y en A y B el diámetro es de 0.5 pule. 
y„ = 62.4 Ib /pie ’. 


t' A ~ 1 2 pies/s A 



Prnb. 15-117 


Ir— 1 1 ?S. El bote de 200 kg es impulsado por el ventila- 
dor que desarrolla una corriente con diámetro de 0.75 m. 
Si el ventilador emite aire con rapidez de 14 m/s. medida 
con respecto al bote, determine la aceleración inicial del 
bote si éste se encuentra inicialmente en reposo. Supon- 
ga que d aire tiene densidad constante de p ít ~ 1.22 kg/nr 1 
y que el aire que entra está esencialmente en reposo. Des- 
precie la resistencia de fricción dd agua. 


0.75 ir 



Prut», 15-llíi 


Pfitb. 15-118 
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15- E í 1 ¡ . Una podadera mecánica de césped 'levita 1 ' muy 
cerca del suelo. Esto lo logra aspirando aire con rapidez 
de 6 m/s a través de una unidad de acceso A que tiene 
un área transversal A A — 0.25 rrr , y descargándolo luego 
en el suelo B , donde el área transversal de descarga es 
Aft - 0.35 m 2 . Si en el punió A el aire está sometido 
sólo a presión atmosférica, determine la presión de aire 
que la podadera ejerce sobre el suelo cuando la altura de 
la podadera está libremente soportada y no se licué car- 
ga sobre el mango. La podadera tiene masa de 15 kg con 
centro de masa en C. Suponga que el aire tiene densidad 
constante p a - 1.22 kg/nr\ 



\ 


Prcib. 15-119 


El carro se usa para recoger el agua que se en- 
cuenira entre los ríeles, Determine la fuerza necesaria 
para jalar el carro hacia adelante a velocidad constante 
v para cada uno de los tres casos* El recolector tiene un 
área de sección transversal A y la denudad del agua es p lí:t 



i M . v El codo de una tubería enterrada de 5 pulg 
de diámetro está sometido a una presión estática de 
10 lb/pulg' . La rapidez del agua que pasa por el codo es 
v = 8 píes s, Suponiendo que las conexiones de los tu- 
bos en los puntos A y B no ofrecen ninguna resistencia 
de fuerza vertical sobre d codo, determine la fuerza verti- 
cal resultante F que el sudo debe ejercer entonces sobre 
el codo para mantenerlo en equilibrio. Desprecie el poso 
del codo y del agua dentro de él. y w — 62.4 ib/pie 3 . 


r 



15-122 Un dispositivo recolector instalado al frente de 
una locomotora recoge nieve a Tazón de lü pies 3 /s y la 
almacena en d tren. Si la locomotora está viajando a ra- 
pidez constante de 12 pies/s, determine la resistencia al 
movimiento causada por la recolección. El peso específi- 
co de la nieve es y s . - 6 Ib /pie 3 . 

15-123. El bote tiene masa de 180 kg y está viajando 
hacía adelante por un rio con velocidad constante de 
70 km ,h. medida con relación al río. El río está fluyen- 
do en la dirección opuesta a 5 km/h. Si se coloca un tu- 
bo en el agua, como se muestra, para tomar 40 kg de agua 
en 80 s, determine d empuje horizontal T que se requie- 
re sobre el tubo para vencer la resistencia a la recolec- 
ción dd agua. p ir = 1 Mg/m 3 . 



Prnli, 15—120 


PrnÍL 15-113 
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/ i 4L La segunda etapa del enhele de dos etapas pesa 
2ÜÜÜ Ib (vacía) y es lanzada desde la primera etapa con 
velocidad de 3000 mi/h. El combustible existente en la 
segunda etapa pesa 1ÜÜÜ Ib. Si este combustible se consu- 
me a razón de 50 Ib /s y es eveetado con velocidad rela- 
tiva de 8000 pies/s, determine la aceleración de la segun- 
da etapa justo después que el motor es encendido. ¿Cuál 
es la aceleración del cohete justo ames de que todo el com~ 
bustible sea consumido? Desprecie el efecto de la gravi- 
tación. 

1 1 25. E! cohete pesa 40 000 Ib. El empuje constante- 

proporcionado por el motor principa! es 7‘ = 15 000 Ib. 
Un empuje extra es proporcionado por dos impulsores 
adicionales B . El combustible en cada impulsor adicional 
es quemado a una razón constante de 150 Ib/s. con velo- 
cidad relativa de expulsión de 3000 pies/s, Si la masa del 
combustible perdida par el motar principal puede ser 
despreciada, determine la velocidad del cohete después 
del tiempo de combustión de 4 s de los impulsores adi- 
cionales. La velocidad inicial del cohete es de 300 mi /h. 



li 


127* El helicóptero de 10 Mg lleva un recipiente con 
500 kg de agua que se usa para apagar incendios. Si el 
helicóptero se man nene volando en una posición lija y 
luego libera 50 kg/s de agua a 10 m/% medida con res- 
pecto al helicóptero, determine la aceleración inicial que 
experimenta hacía arriha cuando el agua está siendo li- 
berada. 



Proh. 1S-LZ7 


PrtilK 15-125 


15*1 La máquina para remover tierra lleva 10 m 3 de 
arena con densidad de 1520 kg/nr . La arena es descar- 
gada harizomalmente a través de un puerto P de descar- 
ga de 2.5 mr a razón de 900 kg/s medida con relación al 
puerto. Determine la fuerza de tracción resultante F en 
sus ruedas frontales si la aceleración dd vehículo es de 
0.1 m/s 2 cuando la mitad de la arena ha sido descargada. 
Vacío, el vehículo tiene masa de 30 Mg. Desprecie cual- 
quier resistencia al movimiento hacia adelante v la masa 
de las ruedas. Las ruedas posteriores tienen libertad para 
girar. 



El cohete tiene masa de 65 Mg incluido el com- 
bustible. Determine La razón constante a la que el combus- 
tible debe ser quemado para que su empuje dé al cohete 
una rapidez de 200 pks/s un 10 s partiendo dd reposo. 
El combustible es expulsado del cohete a una rapidez 
relativa de 3000 pies/s. Desprecie ios efectos de la resis- 
tencia del aire y suponga que g es constante. 



I»rnlk 15-1 2f> 


fruto, 13-12H 
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15-12'). El cohete tiene masa inicial tn ( ¡, incluido el com- 
bustible. Por razones prácticas, se requiere que el cohete 
mantenga una aceleración constante a 0 hacia arriba. Si el 
combustible es expelido del cohete con rapidez relativa v e ¡ r 
determine la razón a la que dehe ser consumido para man- 
tener el movimiento. Desprecie la resistencia del aíre y su- 
ponga que la aceleración gravita tona es constante. 


15-J J i. El avión a chorro está viajando con rapidez de 
51X1 mi./h. a 30° con la horizontal. Si el combustible se 
consume a 3 lb/s y el motor loma aire a 400 Ib , s. mien- 
tras que el gas de escape (aire y combustible) tiene una 
rapidez relativa de 32 800 pies/s. determine la acelera- 
ción del avión en este instante. La resistencia del aire es 
Fn = (0.7u 2 ) Ib. donde la rapidez es medida en pies/s. El 
avión tiene un peso de 15 000 Ib. Sugerencia'. Vea el pro- 
blema 15-130. 




l'roh. 15-131 


Proti, 15-119 


15-130. El avión a chorro de 12 Mg tiene rapidez cons- 
tante de 950 km/h cuando está volando a lo largo de una 
linea recta horizontal. El aire cutí a a las cavidades de en- 
trada .S a razón de 50 m’/s. Si el motor quema combus- 
tible a razón de 0.4 kg/s y el gas (aire y combustible) es 
expulsado relativo al avión con rapidez de 450 m/s, de- 
termine la fuerza de fricción resultante ejercida sobre el 
avión por el aire. Suponga que el aire tiene densidad cons- 
tante de 1.22 kg/rrr 1 . Sugerencia: Lomo del avión entra y 
sale masa, las ecuaciones 15-29 y 15-30 deben combinar- 
se para dar 


(iv 


dm„ 


d¡ 


+ «Ofi 


din, 

df 


t = 930 km’h 



15- 132. El camión tiene masa de 50 Mg cuando está 
vacío. Cuando se encuentra descargando 5 ru 1 de arena a 
razón constante de 11,8 m’/s, la arena fluye por la parte 
posterior con rapidez de 7 m/s, medida con respecto ai 
camión, en la dirección mostrada. Si el camión puede 
rodar libremente, determine su aceleración inicial justo 
cuando la carga empieza a vaciarse. Desprecie la masa de 
las ruedas y cualquier resistencia por fricción al movi- 
miento. La densidad de la arena es p f = 1520 kg/nr . 



Prob. 15-130 


Prob. 15-132 
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15-133. El carro tiene masa m„ y se usa para jalar la 
cadena lisa de longitud total t y masa por unidad de lon- 
gitud rri. Si originalmente la cadena está apilada, deter- 
mine la fuerza de tracción F que Jebe ser suministrada 
por las ruedas posteriores del carro, necesaria para 
mantener una rapidez constante v mientras la cadena 
es estirada. 


V 



F 


Prob. 15-433 
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• ?-l 34. Determine la magnitud de la fuerza F como una 
ItmcSón del tiempo que debe ser aplicada al extremo de 
la cuerda localizado en A para levantar el gancho H con 
rapidez constante v = 0.4 m/s. Inicialmenie la cadena esta 
en reposo sobre el suelo. Desprecie la masa de la cuerda 
y el gancho. La cadena tiene masa de 2 kg/m. 



PROYECTOS DE DISEÑO 


15-1 D. DISEÑO UV. UN SELECTOR 
DE ARÁNDANOS 

La calidad de un arándano depende de su firmeza, que a 
su vez está relacionada con su capacidad de rebotar. 
ExperttTten tal rn en te se ha encontrado que aquellos arán- 
danos que rebotan a una altura de 2.5 < h f S 3,25 pies, 
cuando se liberan dd reposo a una altura de h = 4 pies, son 
apropiados para procesarlos, Usando esta información, 
determine el rango permisible dd coeficiente de resti- 
tución de los arándanos, y luego diseñe una manera en 
que los buenos puedan separarse de los malos. Presen- 
te un dibujo de su diseño y muestre tos cálculos de cómo 
se efectúa la selección y recolección de arándanos a par- 
tir del establecimiento de su geometría. 



Prob. 15-1 D 
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REPASO DEL CAPÍTULO 

Un impulso que actúa sobre una partícula es definido por 

1 = j F dt 


Gráficamente esto representa el área bajo el diagrama F-l. Si ia fuerza es constante, entonces el impulso es 

I = F c (t 2 - tl ) 

Cuando la ecuación de movimiento. 2F = ma. y la ecuación cine- 
mática. í? = dvfdty son combinadas, obtenemos el principio dei impulso y el momentum. 


fh 


mvj + 2 


F dt = mvi 




Aquí, el momentum inicial de la partícula, mv lt más todos los impulsos que son aplicados a ésta durante el 
tiempo a r 2 , 2/ F dt. es igual al momentum final mv 2 de la partícula. Esta es una ecuación vectorial que 
puede ser resuelta en componentes y es usada para resolver problemas que implican fuerza, velocidad y tiem- 
po. En su aplicación, el diagrama de cuerpo libre debe ser dibujado para tomar encuerna todos los impul- 
sos que actúan sobre la partícula. 


Si el principio del impulso y momentum es aplicado a un sistema 
de partículas, entonces las colisiones entre las partículas producen impulsos internos que son iguales, 
opuestos y colineales, y por tanto se cancelan en la ecuación. Además, si un impulso externo es pequeño, 
es decir, la fuerza es pequeña y el tiempo corto, entonces el impulso se clasifica como no impulsivo y pue- 
de ser despreciado. En consecuencia, el momentum para el sistema de partículas se conserva, y entonces 


2(mv i ) 1 = 2(mv,) 2 

Esta ecuación es útil para encontrar la velocidad final de una partícula cuando son ejercidos impulsos in- 
tentos entre dos partículas. Si el impulso interno debe ser determinado, entonces una de las partículas es 
aislada y el principio del impulso y momentum se aplica a esta partícula. 

Cuando entran en colisión dos partículas (A y B ), el impulso interno entre ellas es igual, opues- 
to y co lineal. En consecuencia, la conservación de! momentum para este sistema se aplica a lo largo de 
la linea de impacto. Si las velocidades finales son desconocidas, se necesita una segunda ecuación para 
encontrar la solución. Aquí, usamos el coeficiente de restitución e. Este coeficiente, determinado experi- 
mentalmente. depende de las propiedades físicas de las partículas en colisión. Puede ser expresado como 
la razón de la velocidad relativa después de la colisión a la velocidad relativa antes de la colisión. 


e — ~ ^'>1)2 

Mi - (%)i 

Si la colisión es elástica, no hay pérdida de energía y e = l. Para una colisión plástica e = 0. 

Si el impacto es oblicuo, entonces la conservación del momentum para el sistema y la ecuación del coe- 
ficiente de restitución se aplican a lo largo de la Línea de impacto, Tamhién. la conservación del momen- 
tum para cada partícula se aplica perpendicularmente a esta línea, porque ningún impulso actúa sobre 
las partículas en esta dirección. 
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El momento del momentum lineal con respecto a un eje 
(z) se denomina momentum angular. Su magnitud es 

(Hoh *= mm 

En tres dimensiones, se usa el producto cruz, 

H a — r x mv 

El principio del impulso y momentum angular se deriva a partir de tomar momentos de la ecuación de 
movimiento con respecto a un eje inercial, usando a ~ jdt* El resultado es 

(H 0)1 + 2 I M 0 <it » (H o)i 

% 

Esta ecuación se usa a menudo para eliminar impulsos desconocidos sumando los momentos con respecto 
a un eje a través del cual las líneas de acción de esos impulsos no producen momento. Por esta razón, un 
diagrama de cuerpo libre debe acompañar a la solución. 

Los métodos del impulso y momemuni a menudo son usados para 
determinar las fuerzas que ejerce un dispositivo sobre el flujo de masa de un fluido —líquido o gas. 
Para ello, se traza un diagrama de cuerpo libre de la masa de fluido que está en contacto con el dis- 
positivo para identificar esas fuerzas. Se calcula también la velocidad del Huido al entrar o salir del 
dispositivo. Las ecuaciones de flujo estacionario implican la suma de fuer/as y momentos para determi- 
nar estas reacciones. Tales ecuaciones son 

tí?* = ~ »Ax) 

2F y 

?Mo = ~^{doB v B - do A v A ) 

Algunos dispositivos, como un cohete, pierden masa al ser impulsados 
hacia adelante. Otros ganan masa, como una pala. Podemos tomar en cuenta esta pérdida o ganancia de 
masa aplicando el principio del impulso y momentum al dispositivo. A partir de esta ecuación, la fuerza 
ejercida sobre el dispositivo por el flujo de masa puede entonces ser determinada, Para una pérdida de 
masa, la ecuación es 


„ dv dm t 

F ‘ ~ m T, ~ 


Y para una ganancia de masa, es 


dv 


dm. 


Tudos los temas y problemas presentados en los capítulos del 12 al 
15 han sido clasificados con el fin de proporcionar un enfoque claro 
para el aprendizaje de los diversos principios implicados en la reso- 
lución de problemas. Sin embargo, en la práctica de la ingeniería es 
muy importante poder identificar un método apropiado para lograr 
la solución de un problema en particular. Con respecto a esto, eflec- 
tor debe entender plenamente los limites y el uso de las ecuaciones 
de dinámica, y poder reconocer qué ecuaciones y principios aplicar 
en la solución de problemas. Por estas razones, en seguida presenta- 
mos un resumen de las ecuaciones y ios principios de la dinámica de 
partículas y proporcionamos la oportunidad de aplicarlos a una gran 
variedad de problemas. 

ca. Los problemas de cinemática sólo requieren el estudio de 

la geometría del movimiento, y no consideran Las fuerzas que causan el mo- 
vimiento. Cuando las ecuaciones de cinemática sean aplicadas, deberá es- 
tablecerse claramente un origen fijo y seleccionar un sistema coordenado 
apropiado pma definir la posición de la partícula. Una vez que la direc- 
ción positiva de cada eje coordenado sea establecida, las direcciones de las 
componentes de posición, velocidad y aceleración podrán determinarse 
mediante el signo algebraico de sus cantidades numéricas. 
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Movimiento rectilíneo. 

Aceleración variable. Si una relación matemática (o gráfica) es esta- 
blecida entre dos cualesquiera de las cuatro variables s. v, a y i. entonces 
una tercera variable puede ser determinada resolviendo una de las si- 
guientes ecuaciones que relacionan a tas tres variables. 

ds dv 

v = — n — — a ds = v dv 
dt dt 

Aceleración constante. AI usar las siguientes ecuaciones, asegúrese ple- 
namente de que la aceleración es constante: 


$ — ío + 4 \a c t 2 v - % 4- a,t v~ — ujj + 2 a c (s — í ( i ) 


Movimiento curvilíneo. 

Coordenadas x. y, z. Estas coordenadas se utilizan a menudo cuando 
el movimiento puede ser resuelto en las componentes horizontal y ver- 
tical. También resultan útiles en el estudio del movimiento de proyecti- 
les ya que la aceleración de un proyectil es siempre hacia abajo. 


Ü.t - * rtji = % 

Vy ' )> üy - Vy 

v- = z a- = v- 

4 + -i 


Coordenadas «. t. b. Estas coordenadas resultan particularmente ven- 
tajosas en el estudio de la aceleración de una partícula a lo largo de una 
trayectoria conocida. Esto es así porque las componentes t y n de a re- 
presentan los cambios separados en la magnitud y la dirección de la ve- 
locidad, respectivamente, y estas componentes pueden ser formuladas 
fácilmente. 


v = s 


a, = v = V 


dv 

ds 


ir 

P 


donde 


P = 


fl + (dy/dxff 2 


d 2 y/dx 2 


cuando la trayectoria y = f(x) es dada. 

Coordenadas r, fl, z. Estas coordenadas se usan cuando datos relativos 
al movimiento angular de la coordenada radial r son dados para descri- 
bir el movimiento de la partícula. Además, algunas trayectorias de mo- 
vimiento pueden ser convenientemente descriLas usando estas coorde- 
nadas. 

v r = i ■ a r = r — rfl 2 

V/f ~ rÓ a H = r& 4* 2r& 
v. m i a t ^t 
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Movimiento relativo. Si el origen de un sistema coordenado en traslación 
es establecido en la partícula A. entonces, para la partícula ti. 

r fl ^ * A + r fí A 

v fl = y A + v ñ/A 

~ a A + Stf/,4 

Aquí el movimiento relativo se mide por medio de un observador fijo 
en el sistema coordenado en traslación. 

Cinética. Los problemas de cinética implican el análisis de las fuerzas 
que causan el movimiento. Al aplicar las ecuaciones de cinética, es abso- 
lutamente necesario que las medidas del movimiento sean realizadas des- 
de un sistemo coordenado inercia}, esto es. uno que no gire y esté fijo o se 
traslade con velocidad constante. Si un problema requiere la solución si- 
multánea de las ecuaciones de cinética y cinemática, entonces es importan- 
te que los sistemas coordenados seleccionados para escribir cada una de 
las ecuaciones definan Jas direcciones positivas de los ejes de la misma 
manera. 

Ecuaciones de movimiento. Estas ecuaciones se usan para determinar la 
aceleración o las tuerzas que causan el movimiento de la partícula. Si se uti- 
lizan pata determinar la posición, la velocidad o el tiempo de movimiento 
de una partícula, entonces también la cinemática tendrá que ser conside- 
rada en la solución. Antes de aplicar las ecuaciones de movimiento, siem- 
pre dibuje un diagrama de cuerpo libre para identificar todas las fuerzas 
que actúan sobre la partícula. Establezca también la dirección de la acele- 
ración de la partícula o sus componentes. (Un diagrama cinético puede 
acompañar la solución para tomar en cuenta gráficamente el vector /na.) 


'ZF Í = ma x 

SF n = ma ft 

SF f - ma, 

SF ( = mu v 

S F, — ma f 

1F 0 -■ 

SF. = ma. 

S F b * 0 

M 

II 

— 

— i 

r-j 

£ 


Trabajo y energía. La ecuación del trabajo y la energía representa una 
forma integrada de la ecuación tangencial de movimiento. SF, = mu,, 
combinada con cinemática (a, ds = o de). Esta ecuación se usa para re- 
solver problemas que implican fuerza, velocidad y desplazamiento. Antes 
de aplicarla, siempre dibuje un diagrama de cuerpo libre para identificar 
las fuerzas que efectúan trabajo sobre la panícula. 

7\ + Sí/, _ 2 - Ti 

donde 

T = jmv' (energía cinética) 

> . 

t/f - t eos tí ds (trabajo de una fuerza variable) 

Í7f. = F e eos u (jk - .í, ) (trabajo de mía fuerza constante) 

U ~ —W áy (trabajo de un peso) 

U s = ~ - (trabajo de un resorte elástico) 
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Si las tuerzas que actúan sohre la partícula son fuerzas conservadoras. 
esto es. fuerzas que no generan disipación de energía, como la fricción, 
entonces la ecuación de la conservación de la energía es aplicable. Esta 
ecuación es más fácil de usar que ia ecuación del trabajo y la energía ya 
que se aplica sólo en dos puntos sobre la trayectoria, y no requiere el 
cálculo del trabajo efectuado por una fuerza conforme la partícula se 
mueve a lo largo de la trayectoria. 


7j + V l = T 2 +V 2 

donde 

V z = W y (energía potencial gravitatoria) 

Ve = 1 (energía potencial elástica) 

Si la potencia desarrollada por una fuerza dehe ser determinada, use 


donde t es la velocidad de una partícula sobre la que actúa la fuerza F. 

Impulso y momentum. La ecuación del impulso y momentum lineal es 
una forma integrada a partir de la ecuación de movimiento. II = nm. 
combinada con cinemática (a = dv/dt). Esta ecuación se usa para resol- 
ver problemas que implican fuerza, velocidad y tiempo. A lites de aplicar- 
la. debemos dibujar siempre el diagrama de cuerpo libre para identificar 
todas las fuerzas que generan impulsos sobre la partícula. A partir del 
diagrama, las fuerzas impulsivas y no impulsivas deben ser identificadas. 
Recuerde que las fuerzas no impulsivas pueden ser despreciadas en el 
análisis durante el tiempo de impacto. Establezca también la dirección de 
la velocidad de ia partícula justo antes y justo después que los impulsos 
son aplicados. Como un procedimiento alternativo, los diagramas de im- 
pulso y momentum pueden acompañar la solución para tomar en cuen- 
ta gráficamente los términos de la ecuación. 


m \ | + 



F di — mvn 


Si varias partículas están implicadas en el problema, considere apli- 
car la conservación del momentum al sistema para eliminar los impulsos 
internos del análisis. Esto puede hacerse en una dirección específica, 
siempre que no actúen impulsos externos sobre las partículas en esa 
dirección. 

Emv, = Smv 2 


Si el problema implica impacto y el coeficiente de restitución e es da- 
do. entonces aplique la siguiente ecuación. 

ifjuh 2 ( v Ah 

(&i)i - (%)i 


e = 


(a lo largo de la línea de impacto) 
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V 


Recuerde que durante e! impacto el principio del trabajo y la energía 
no puede usarse, va que las partículas se deforman y por tanto el traba- 
jo debido a las Tuerzas internas será desconocido. Sin embargo, el prin- 
cipio del trabajo y la energía puede usarse para determinar la pérdida 
de energía durante la colisión una vez que las velocidades inicial y final de 
las partículas son determinadas. 

El principio del impulso y momentum angular y el de la conservación 
del momentum angular pueden ser aplicados con respecto a un eje pa- 
ra eliminar algunos de los impulsos desconocidos que actúan sobre la 
partícula durante el periodo de tiempo en que su movimiento es estu- 
diado. El estudio del diagrama de cuerpo libre de la partícula (o el dia- 
grama de impulso) ayudará a elegir el eje de aplicación. 


(H oh + 2 


■(; 

M odt = (Ho) 2 


(Ho)] — (Ho)j 


Los siguientes problemas ofrecen una oportunidad para aplicar los 
conceptos anteriores. Están presentados al azar de manera que pueda 
ganarse práctica en identificar los diversos tipos de problemas y desa- 
rrollar las habilidades necesarias para su solución. 


PROBLEMAS DE REPASO 

Un carro deponivu puede acelerar a 6 m/s 2 y 
desacelerar a 8 m/s 2 . Si la rapidez máxima que puede al- 
canzar es de 6U m/s, determine e! tiempo más corto que 
le loma viajar 900 ni partiendo del reposo y luego dete- 
nerse cuando i - 900 m. 

Una partícula de 2 kg descansa sobre un plano ho- 
rizontal liso y sobre ella actúan fuerzas F x - 0 y F y - 3 
N. Si x ~ 0. y - 0, l\ =6 m/s, y v y = 2 m/s cuando t - 0. 
determine la ecuación y = f(x) que describe la trayectoria. 

Determine la velocidad de cada bloque 2 s des- 
pués que son liberados del reposo. Desprecie la masa de 
poleas y cuerda. 



■ Para probar las propiedades de fabricación de 
bolas de acero de 2 Ib, cada bula es liberada del reposo 
como se muestra y golpea una superficie inclinada a 45 
Si el coeficiente de restitución debe ser e = 0.8, deter- 
mine la distancia s donde la bola debe golpear el plano 
horizontal situado en A. ¿A qué rapidez golpea la hola 
el pumo A? 


i 

¡s 


3 pies 



Prole Kl-3 


Pirwh. Kl-4 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Problemas de repaso * 283 


K i o. La fuerza de 90 Ib es requerida para jalar el blo- 
que de 200 Ib 60 pies hacia arriba por el plano inclinado 
ntgoso a velocidad constante. Si la fuerza es retirada 
cuando el bloque llega al punto B, y entonces el bloque 
es liberado de] reposo, determine la velocidad del blo- 
que cuando se desliza por el plano y llega al pumo A. 



Kl h El motor situado en C jala el cable con acelera- 
ción ~ {.Vi m/s\ donde / está en segundos. El motor 
colocado en D jala su cable a a D = 5 m/s 2 . Si ambos 
motores empiezan a jalar en d mismo instante desde d 
reposo cuando ¿i — 3 m. determine (a) el tiempo necesa- 
rio p3ra d = 0, y tb) la velocidad relativa del bloque .4 
con respecto al bloque B cuando esto ocurre. 



V Un resorte con rigidez de 5 kN/m es comprimi- 
do 400 omi. La energía almacenada en el resorte se usa 
para impulsar una máquina que requiere 80 W de poten- 
cia. Determine qué tiempo puede el resorte suministrar 
energía a la razón requeridla. 


US. El camión A remolcador de equipaje tiene ma- 
sa de 800 kg y se usa para jalar los carros de 300 kg. 
Determine la tensión en los copies colocados en B y C si 
la fuerza de tracción F sobre el camión es F — 480 N. 
¿C uál es la rapidez del camión cuando / = 2 s. partiendo 
del reposo? Las ruedas de los canos pueden rodar libre- 
mente. Desprecie la masa de las ruedas. 



ProÍL RT-S 


El camión A remolcador de equipaje tiene masa 
de 800 kg y se usa para jalar los carros de 300 kg, Si ia 
fuerza de tracción F sobre el camión es F ~ 480 bCdeter- 
mine ¡a aceleración inicial del camión. ¿Cuál es la acelera- 
ción del camión si el copie situado en C falla repentina- 
mente .' Las ruedas de los carros pueden rodar libremente. 
Desprecie la masa de las ruedas. 



F 


Froh. R]-9 


Kl-í Una partícula de 2 kg descansa sobre un plano 
horizontal liso y está sometida u las fuerzas F, — (8.1) N. 
donde .c está en metros, y F, 0. Si x - 0, y — 0. - 4 
m s, y t\ — 6 m /s cuando t = 0. determine la ecuación 
y = j\x) que describe la trayectoria. 
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R M L Determine la rapidez del bloque B si el extre- 
mo del cable en C es jalado hacia abajo con rapidez de 
10 pies/s. ¿Cuál es la velocidad relativa dd bloque con 
respecto a C? 



B 


Pwli, H1-1 1 


U I- 1 / . Los paquetes con masa de 2.5 kg viajan sobre 
la superficie de la banda transportadora. Si la banda par- 
te del repaso y con aceleración constante aumenta su ra- 
pidez a 0:75 ni s en 2 s, determíne el ángulo máximo de 
inclinación. 0 , de manera que ninguno de ios paquetes 
resbale sobre la superficie indinada AB de la banda. El 
coeficiente de fricción estática entre la banda y cada pa- 
quete es u ■= Ü.3. ¿A qué ángulo é los paquetes empie- 
zan a resbalar fuera de la superficie de la banda si esta 
se está moviendo con rapidez constante de 0.75 m s? 


R 1 13r Un proyectil, inicialmentc en ci origen, se mueve 
a lo largo de una trayectoria en linea recta a través de un 
medio fluido tal que su velocidad es v — 1800(1 - e _í3 ~ r ) 
mm/s, donde i está en segundos. Determine el desplaza- 
miento dd proyectil durante los prime i os 3 s. 

: !. La rapidez de un tren durante el primer minuto 

de su movimiento ha sido registrada como sigue: 


F(S) 

0 

20 

40 

60 

v (m/s) 

0 

16 

21 

24 


Dibuje la gráfica r-t. aproximando la curva como seg- 
mentos de línea recta entre los punios dados. Determine 
la distancia total viajada, 

: : ! 5. Un vagón de tren, con masa de 25 Mg. viaja ha- 
da arriba por un plano inclinado a 10° con rapidez cons- 
tante de 80 km/h. Determine la potencia requerida para 
vencer la fuerza de gravedad. 

‘ i-i El brazo ranuiado AB mueve al pasador C a 
través de la ranura en espiral descrita por !a ecuación 
r = <1.5fl) pies, donde & está en radianes. Si el brazo parte 
del reposo cuando 0 = SO* y es impulsado con una razón 
angular de Ó =? (4f) rad/$. donde r está en segundos, de- 
termine las componentes radial y transversal de veloci- 
dad y aceleración del pasador cuando t — 1 &. 




\ 


Proh. RÍ-12 


fcob, mn 
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- ' - ■ - La cadena tiene masa de 3 kg/m. Si el coeficien- 

te de fricción cinética entre la cadena y el plano es ix¡¡ = 
0.2. determine la velocidad con que el extremo A pasan! 
el punto fi cuando la cadena se libere del reposo. 


• i " - El collar de tamaño insignificante tiene masa de 
0.25 kg v está unido a un resorte que tiene longitud no 
alargada de KM) nim. Si el collar es liberado del reposo 
en el punto A y viaja a lo largo de la guía lisa, determi- 
ne su rapidez justo antes de llegar a ¿i. 




La bola de 6 lh es disparada desde un tubo por 
un resorte que tiene rigidez k = 20 Ib/pulg. Determine 
cuánto debe comprimirse el resorte para disparar la bo- 
la desde la posición comprimida hasta una altura de H 
pies, en donde tenga una velocidad de 6 pies/s. 



-- L na caja con peso de 15UÜ Ib es jalada a lo lar- 
go del suelo con rapidez constante una distancia de 20 
pies; si el cable que la remolca forma un ángulo de 15 
con la horizontal, determine la tensión en el cable y el 
trabajo efectuado por la fuerza remolcadora, El coeficien- 
te de fricción cinética entre la caja y el suelo es f¿ k = 0.55. 

El disco A pesa 2 tb y se desliza sobre un piano 
horizontal liso con velocidad de 3 pies/s. El disco fí pesa 
11 lh e inicialmente está en reposo. Si después del impac- 
to tiene velocidad de 1 pie/s a lo largo del eje ,v posi- 
tivo, determine la velocidad de tí después del impacto. 
¿Cuánta energía cinética se pierde en la colisión? 



Profa. KI-IS 


Protí. Rl-21 
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Ri-12* Una panícula se mueve por una trayectoria 
circular de 2 m de radio de manera tal que su posición 
como función del tiempo está dada por 0 - (5r) rad. 
donde t está en segundos. Determine la magnitud de lo 
aceleración de la partícula cuando 6 = 30". La partícula 
parte del reposo cuando 0 = f) , 

Rl-23. Si e! extremo del cable localizado en A es ¡alado 
bada abajo con rapidez de 2 m/s* determine la rapidez 
con que se levanta el bloque H, 


: J -26. El bloque B descansa sobre !a superficie de una 
mesa para la cual el coeficiente de fricción cinética es 
=- OJ. Deicrmine la rapidez deí bloque A de 10 Ib des- 
pués que se ha movido hacia abajo 2 pies desde el repo- 
so. Desprecie la masa de poleas y cuerdas. 


201b 


Proh, Rl-26 


R ¡ -27* La pelota de 5 Ib. unida a la cuerda, es golpea- 
da por el niño. Determine ía rapidez más pequeña que 
el niño debe impartir a la pelota para que ésta oscile en 
rededor formando un círculo vertical, sin que la cuerda 
quede floja. 


61 b 


Prob. Rf-23 


R 1*24. Un rifle tiene masa de 2,5 kg. Si está sostenido 
suavemente y una bala de 1.5 g es disparada con velocidad 
de salida de 1400 m/s. determine la velocidad de retro- 
ceso justo después del disparo. 

R 1-25* La fuente ele agua potable eslá diseñada de ma- 
nera que la lobera se localiza a cierta distancia del bor- 
de de la pileta como se muestra. Determine la rapidez 
máxima y mínima con que el agua puede ser e vedada 
por la tobera de modo que no salpique los lados de la pi- 
leta m los punios B y C 


100 mm 


Pmh. B L-25 


Prob. Rl-27 
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-RI*2S. El tambor de enrollamiento D está jalando al Rl-30. EL bloque tiene masa de 0.5 ke y se mueve dentro 

cable con aceleración de 5 m/s . Determine la tensión en de la ranura vertical lisa. Si el bloque parte del reposo 

d cable si la caja suspendida tiene masa de SUÍ) kg, cuando el resorte unido a él está en la posición no estira- 

da en 4. determine la fuerza vertical F constante que debe 
ser aplicada a la cuerda de manera que el hinque alcance 
una rapidez % - 2.5 m/s cuando llegue a B\ s R = 0,15 ni. 
Desprecie la masa de cuerda y polea. 



Iil-2'i. La partícula P viaja con rapidez constante de 300 
mm/s por la curva. Determine su aceleración cuando es- 
tá localizada en el punto (200 trun. 100 mm). 


V ( 1111111 


X { mni i 



Prob. R1-3U 


0 1-3 1 El trineo cohete tiene masa de 4 Mg y viaja des- 
de el reposo a lo largo de la vía horizontal lisa de mane- 
ra tal que mantiene una salida constante de potencia de 
450 kW. Desprecie la pérdida de masa de combustible y 
la resistencia del aire, y determine qué tan lejos debe via- 
jar para alcanzar una rapidez v - 60 m/s. 




Pnjh, R !-’!> 


ProK Rl-31 
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. L".. El carrete tiene masa de 4 kg y se desliza a lo 

largo de la barra en rotación. En el instante mostrado, la 
razón angular de rotación de la barra es ñ = ó rad/s y es- 
ta rotación está aumentando a 0 = 2 rad/s 2 . En ese mismo 
instante, el carrete tiene velocidad de 3 m/s y aceleración 
de 1 m/$> ambas medidas con respecto a la barra y diri- 
gidas alejándose del centro O cuando r — 0.5 m. Determi- 
ne la fuerza de fricción radial y la fuerza normal ejercidas 
por ¡a barra sobre el carrete en el instante señalado. 



KE34- El pequeño collar de 2 Ib parle del reposo en 
A y se desliza hacia abajo a lo largo de la barra lisa. 
Durante el movimiento, sobre el collar actúa una fuerza 
F - {101 + 6yj +2rk] Ib. donde .r, v , z están en píes. De- 
termíne la rapidez del collar cuando golpea la pared en 
d punto fí. 



Protj, Rl-32 


: . Una esquiadora parte del reposo en A (30 

píes. 0) y desciende por la suave pendiente, la cual pue- 
de ser aproximada mediante una parábola. Si la esquia- 
dora tiene un peso de 120 Ib, determine la fuerza nor- 
mal que ejerce sobre el terreno en el instanle en que 
llega al punto B , 


y 



Una bola con masa de 200 g es liberada del repo- 
so a una altura de 400 mm por arriba de una superficie 
metálica fija muy grande. Si la bola rebota a una altura 
de 325 mm por arriba de \ñ superficie, determine el coefi- 
ciente de restitución entre la bola y la superficie. 

Los paquetes con masa de 6 kg se deslizan ha- 
cía abaja por una canaleta lisa hasta un transportador de 
banda horizontal donde se mueven con rapidez de 3 m \ 
Sí el coeficiente de fricción cinefica entre la banda y un 
paquete es = 0.2. determine el tiempo necesario para 
llevar d paquete al reposa sobre la banda si ésta se mue- 
ve en la misma dirección que el paquete con una rapidez 
de v — 1 m/s. 



Pn*h. KI-33 


Pí-ub. RI-3G 
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¡i *37. Las bloques A y B pesan 10 y 30 Ib. respectiva- 
mente. Están conectados entre sí medíame una cuerda 
Ligera y viajan en las ranuras sin fricción. Determine la 
rapidez de cada bloque después que el bloque A se mue- 
ve hada arriba 6 pies a lo largo del plano. Los bloques 
son liberados de) reposo. 



Proh. R 1 -37 


Kl-JX. El motor M jala la cuerda a la que está unido 
con aceleración a p - 6 m/s 2 . Determine la fuerza ejerci- 
da por M sobre la cuerda para mover hada arriba la ca- 
ja de 50 kg por el plano inclinado, El coeficiente de fric- 
ción cinética entre la caja y el plano es = 0.3. Desprecíe 
la masa de poleas y cuerda. 


L3 Si una partícula tiene velocidad y ís = 12 pies/s 
hacia la derecha, y aceleración constante de 2 pies'/s 2 ha- 
cia la izquierda, determine el desplazamiento de la par- 
tícula en 10 s. Originalmente s n = 0. 

? ‘ ■ V Un bloque de 3 Ib. micialmenie en reposo en el 
punto se desliza por la superficie parabólica lisa. De- 
le miine la fuerza normal que actúa sobre e! bloque cuan- 
do llega a B. Desprecie el tamaño del bloque. 



• ' En un instante dado, el bloque A de 10 Ih se es- 
tá moviendo hacia abajo con rapidez de 6 pies, s. Deter' 
mine su rapidez 2 s después. El bloque B tiene un peso 
de 4 Ib. y el coeficiente de fricción emética entre él y el 
plano horizontal es jjl ¿ = 0.2. Desprecie la masa de po- 
leas y cuerda. 



Prnth R1-38 


Proh. KUI 
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■ ’ -í Un tren de carga parle del reposo y viaja con 
aceleración constante de 0.5 pies/s 2 . Después de un tiem- 
po t\ mantiene rapidez constante de manera que cuando 
t = 160 s ha viajado 2000 pies. Determine el tiempo r' y 
dibuje la gráfica v—f para e¡ movimiento, 

I La caja con peso de 50 Ib es levantada por el sis- 
tema de polea y motor M. Si la caja parte del reposo v, 
por aceleración constante, alcanza una rapidez de 12 
pies/s después de ser levantada 10 pies, determine la po- 
tencia que debe ser suministrada al motor en el instante 
v = .10 pies. El motor tiene eficiencia e — 0.74, 



s 


l’rnh. R l — t? 



Un automóvil está viajando con rapidez corista ri- 
te por una curva circular horizontal que tiene un radio 
p = 750 pies. Si la magnitud de la aceleración es a = 8 
pies/s\ determine la rapidez con que el automóvil está 
viajando. 

El bloque B descansa sobre una superficie lisa. 
Si los coeficientes de fricción entre .4 y B son p, — 0,4 y 
! x k ' 0.3. determine la aceleración de cada bloque si la) 
F = 6 Ib, y (b) F = 50 Ib. 


Si l--: La caja de 100 kg está sometida a la acción de 
dos fuerzas. F ¡ - 800 N y fj = 1,5 kN, como se muestra. 
Si originalmente la caja está en reposo, determine la dis- 
tancia que se desliza para alcanzar una rapidez de 6 m/s. 
El coeficiente de Iricción cinética entre la caja y ia super- 
ficie es p k — 0,2. 



Prnb. Rl-4f> 


Un bloque de 20 kg está originalmente en re- 
poso sobre una superficie horizontal para la que el coe- 
ficiente de fricción estática es p s = 0,6 y el coeficiente 
de fricción cinética es p k = 0.5. Si una fuerza horizon- 
tal fes aplicada de tal manera que varia con el tiem- 
po como se muestra* determine La rapidez de i bloque 
en 10 s, Sugerencia: Primero determine el tiempo nece- 
sario para vencer la Iricción y que el bloque empiece a 
moverse. 




201b 




► F 


; -4 • .« 

. 
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B 
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50 Ib 
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Prnh. NÉ^Í7 
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Jvl-4R Dos bolas lisas de billar A y B tienen masas 
iguales de m = 200 g, Si A golpea a B con velocidad de 
= - m /$ como se muestra, dete rmin e sus velocida- 
des finales justo después de la colisión, La bola B está 
originalmente en reposo y el coeficiente de restitución es 
e - 1175. 


y 



Si una caja de 150 Ib es liberada del reposo en 
A, determine su rapidez después que se desliza 30 pies 
hacia abajo por el plano. El coeficiente de fricción ciné- 
tica entre la caja y el plano es ju* = di 
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Determine la tensión desarrollada en las dus 
cuerdas y la aceleración de cada bloque. Desprecie la ma- 
sa de poleas y cuerdas. Sugerencia: Como el sistema cons- 
ta de dos cuerdas, relacione el movimiento del bloque A 
con el de C y el movimiento del bloque B con el de C 
Luego, por eliminación, relacione el movimiento del blo- 
que A con el de B. 



La botella descansa a una distancia de 3 píes del 
centro de la plataforma horizontal, Si el coeficiente de 
fricción estática entre la botella y la plataforma es = 03, 
determine la rapidez máxima que puede alcanzar la bo- 
tella antes de resbalar. Suponga que el movimiento an- 
gular de la plataforma está incrementándose lentamente. 

Resuelva d problema Rl— 51 suponiendo que 
la plataforma empieza a girar desde el Teposo de mane- 
ra que la rapidez de la botella es incrementada aSpies/s 2 . 





Prok 111-49 


Prota, IÍL5I/RI-52 
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La turbina de viento gira alrededor de un eje fijo con movimiento angular 
variable. 
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Cinemática plana 
de un cuerpo rígido 


OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 


• Clasificar los diversos tipos de movimiento plano de un cuerpo rígido. 

• Investigar la traslación de un cuerpo rígido y mostrar cómo se analiza 
el movimiento alrededor de un eje fijo 

• Estudiar el movimiento plano usando un análisis de movimiento absoluto. 

• Proporcionar un análisis de movimiento relativo de velocidad y 
aceleración usando un marco de referencia en traslación. 

• Mostrar cómo encontrar el centro instantáneo de velocidad cero y deter- 
minar la velocidad de un punto sobre un cuerpo usando este método. 

• Proporcionar un análisis de movimiento relativo de velocidad y 
aceleración usando un marco de referencia en rotación. 


CAPÍTULO 

Í6 


16.1 Movimiento de un cuerpo rígido 

En este capítulo analizaremos la cinemática plana de un 
cuerpo rígido. Este estudio es importante para el diseño 
de engranes, levas y mecanismos usados en muchas ope- 
raciones mecánicas. Además, una vez que la cinemática 
de un cuerpo rígido sea completamente entendida, será 
posible aplicar las ecuaciones de movimiento, las cuales 
relacionan las fuerzas sobre el cuerpo con el movimien- 
to de éste. 

Cuando todas las partículas de un cuerpo rígido se mue- 
ven a lo largo de trayectorias que son equidistantes de un 
plano fijo, se dice que el cuerpo experimenta movimiento 
plano. Hay tres tipos de movimiento plano de un cuerpo 
rígido y. en orden de complejidad creciente, son: 


293 
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CAPÍTULO 16 Cinemática plana de un cuerpo rígido 



Trayectoria de traslación rectilínea 

m 


Trayectoria de traslación curvilínea 
(bi 


\ 


\ 

Rotación con respecto u un eje fijo 



Fig, 16—1 


Movimiento plano general 

m 


1. Traslación. Este tipo de movimiento ocurre sj cada segmento de lí- 
nea sobre el cuerpo permanece paralelo a su dirección original du- 
rante el movimiento. Cuando las trayectorias de movimiento para 
dos partículas cualesquiera del cuerpo son a lo largo de líneas rec- 
tas equidistantes, el movimiento se llama traslación rectilínea, figu- 
ra Sin embargo, si las trayectorias de movimiento pasan por 
líneas curvas que son equidistantes, el movimiento se llama trasla- 
ción curvilínea, figura 16- Ib. 

2. Rotación con respecto a un eje fijo. Cuando un cuerpo rígido gira 
con respecto a un eje fijo, todas las partículas dd cuerpo, excepto 
aquellas que se encuentran sobre el eje de rotación, se mueven por 
trayectorias circulares, figura 16- le, 

3. Movimiento plano general. Cuando un cuerpo está sometido a mo- 
vimiento plano general, experimenta una combinación de traslación 
_y rotación, figura IMíí. La traslación ocurre dentro de un plano de 
referencia, y la rotación se efectúa con respecto a un eje perpendi- 
cular al plano de referencia. 

En las siguientes secciones consideraremos con todo detalle cada uno 
de estos movimientos. Ejemplos de cuerpos experimentando estos mo- 
vimientos se muestran en la figura 16-2. 


n¡>. 16-2 
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16.2 Traslación 

Considere un cuerpo rígido que está sometido a traslación rectilínea o 
curvilínea en el plano x— y. figura 16-3. 


y' 



Posición. La ubicación de los puntos A y B en el cuerpo se define desde 
el marco de referencia fijo \\ y usando vectores de posición t á y r„. El 
sistema coordenado en traslación x\ y' está fijo en el cuerpo y tiene su 
origen localizado en el punto A, al que llamaremos punto base. La posición 
de B con respecto a A es denotada mediante el vector de posición relativa 
tu ( (“r de B con respecto a A"). Por adición vectorial. 


f B = T A + tfíA 


Velocidad, Una relación entre las velocidades instantáneas de A y B se 
obtiene tomando las derivadas con respecto al tiempo de la ecuación de 
posición, la cual da v B = v, -f dr„ A jdt . Aquí v 4 y v„ denotan velocidades 
absolutas ya que estos vectores son medidos desde los efes .v, y.El término 
dr B A /dt - tí, ya que la magnitud de r s , es constante por definición de un 
cuerpo rígido, y a causa de que el cuerpo se está trasladando la dirección 
de r„ i es constante. Por tanto. 


vr = 

Aceleración. Tomando la derivada con respecto al tiempo de la 
ecuación de velocidad se obtiene una relación similar entre las ace- 
leraciones instantáneas de A y B: 


a fl - a A 

Las dos ecuaciones anteriores indican que todos, los pumos en un 
cuerpo rígido sometido a traslación rectilínea o curvilínea se mueven con 
la misma velocidad y aceleración. Como resultado, la cinemática del 
movimiento de una partícula, vista en el capitulo 12, puede usarse 
también para especificar la cinemática de puntos ubicados en un cuerpo 
rígido en traslación. 



En este juego los pasajeros están some- 
tidos a traslación curvilínea vu que el 
vehículo se mueve en una trayectoria 
circular pero siempre permanece en po 
sición vertical. 
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Rotación con respecto a un eje fijo 




<b) 

Hg. 16-4 


C uando im cuerpo está girando alrededor de un eje fijo, cualquier punto 
P ubicado en el cuerpo viaja por una trayectoria circular. Para estudiar 
este movimiento es necesario analizar primero el movimiento angular 
del cuerpo alrededor del eje. 

Un punto no tiene dimensión, por lo que carece 
de movimiento angular. Sóio lincas o cuerpos experimentan mol imiento 
angular. Por e jemp lo, consi dere el cuerpo mostrado en la figura 16-4// y el 
movimiento angular de una linea radial r localizada dentro del plano 
sombreado y dirigida desde el pumo O sobre el eje de rotación hasta el 
pumo P. 


: ; o 1 En el instante mostrado, la posición angular de r está 
delinida por el ángulo f). medido entre una línea de referencia fija y r. 

1 i • ” 7 r : El ca rabio en l a posición angular, que puede 

ser medido como un diferencial (10. se llama desplazamiento angular.* 
Este vector tiene una magnitud de dO. medido en grados, radianes o revolu- 
ciones, donde 1 rev — 2tt rad. Como el movimiento es con respecto a un 
eje fijo, la dirección de d0 es siempre a lo largo del eje. Específicamente, 
la dirección es determinada aplicando la regla de la mano derecha: esto 
es, los dedos de la mano derecha se doblan según el sentido de La rota- 
ción. de manera que en este caso el pulgar, o <W. señala hacia arriba, 
figura 16-4u. En dos dimensiones, como se muestra en la vista superior 
del plano sombreado, figura 16-4fr. ff y d0 están dirigidos en sentido 
contrario al de las manecillas del reloj, por lo que el pulgar señala hacia 
fuera de la página. 


La razón de cambio con respecto al tiempo de la 
posición angular se llama velocidad angular lo. Como d0 ocurre durante 
un instante dt, entonces. 


( 1 +) 



(16-1) 


Este vector tiene una magnitud que a menudo es medida en rad/s. Está 
expresado en forma escalar ya que su dirección es siempre a lo largo del 
eje de rotación, esto es, en la misma dirección que d0. figura 16-4». ~AI in- 
dicar ei movimiento angular en el plano sombreado, figura 16-46. podemos 
referirnos al sentido de rotación como igual o contrario al de las manecillas 
del reloj. Aquí hemos elegido arbitrariamente las rotaciones en sentido 
contrario al de las manecillas del reloj como positivas, indicado esto por 
medio de la flecha curva mostrada en paréntesis a un lado de la ecuación 
16-1. Sin embargo. observe que el sentido direccional de io es en realidad 
hacia fuera de la página. 


En !a sección 20.1 se muestra que las rotaciones finitas y lus desplazamientos angulares 
finitos no son cantidades vectoriales, aunque las rotaciones diferenciales <W sí lo son. 
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Areleración angula. La aceleración anguiar a mide la razón de 
cambio con respecto al tiempo de la velocidad angular. La magnitud de este 
vector puede ser escrita como 


U+) 


dtú 



(16-2) 


Usando la ecuación 16-1, es posible expresar « como 


( 1 +) 



(16-3) 


La linea de acción de a es la misma que !a de tu, figura l6-4n: sin embar- 
go, el sentido de dirección depende de si tu está aumentando o disminu- 
yendo. En particular, si tu está disminuyendo, entonces a se llama des- 
aceleración angular y tiene, por tanto, un sen Lid o de dirección opuesto 
al tks tu. 

Eliminando dt de las ecuaciones 16-1 y 16-2. obtenemos una relación 
diferencial entre la aceleración angular, la velocidad angular v el des- 
plazamiento angular, esto es. 


U+) 


a dd — (a) da} 


( 16-4) 


La similitud entre las relaciones diferenciales para el movimiento 
angular y las desarrolladas para el movimiento rectilíneo de una partícula 
(y — ds/dt, a = dv/di, y a ds = v dv) deberá ser aparente. 


Si la aceleración angular del cuerpo 
es constante, a — <* L , entonces las ecuaciones 16-1. 16-2 y 16-4. al ser 
integradas, resultan en un conjunto de fórmulas que relacionan la 
velocidad angular del cuerpo, la posición angular y el tiempo. Esas 
ecuaciones sou similares a las 12-4. 12-5 y 12-6 usadas para movimiento 
rectilíneo. Los resultados son 


U+) 

(L+) 

U+) 


tu - tu 0 + a c t (16-5) 

9 = 0(¡ "** &V + (16—6) 

tu 2 = tug + 2 a c (6 - 9 0 ) (16-7) 

Aceleración angular constante 


Aquí 00 y tuo son los valores iniciales de la posición angular y de la 
velocidad angular del cuerpo, respectivamente. 
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íc) 



Ftp. 16-4 


Movimiento del punto P. Al girar el cuerpo rígido en la figura 16-4c f 
el punto P viaja por una trayectoria circular de radio r y centro en el punto 
O. Esta trayectoria está contenida dentro del plano sombreado que 
aparece en la vista superior, figura 16-4(/. 


Posición. La posición de P es definida por el vector de posición r. el cual 
se extiende desde O hasta P. 

Velocidad. La velocidad de P tiene una magnitud que puede encontrarse 
a partir de sus componentes coordenadas polares v r — r y v# — ré . 
ecuaciones 12-25. Como r es constante, la componente radial v r — r = 0. y 
entonces v - v 9 = ré . Ya que w = 0 , ecuación 16-1, la velocidad es 



(16-8) 


C omo se muestra en las figuras 16-4c y 1 6-4d, la dirección de v es tangente 
a la trayectoria circular. 

Tanto la magnitud como la dirección de v también pueden ser deter- 
minadas usando el producto cruz de io y i> (vea el Apéndice O). Aquí. 
Tp está dirigido desde cualquier punto sobre el eje de rotación hasta el 
punto P. figura 16-4c. Tenemos 


V — ÍO X Tp 


(.16-9) 


En esta formulación el orden de los vectores es importante, va que el 
producto cruz no es conmutativo, esto es ,ta X i> ^ r P X ta. Con respecto 
a esto, observe en la figura lñ-4e cómo la dirección correcLa de v es 
establecida aplicando la regla de la mano derecha. Los dedos de la mano 
derecha se doblan de to hacia i>. El pulgar indica la dirección correcta 
de v, que es tangente a la trayectoria en la dirección del movimiento. 
A partir de la ecuación C-8, la magnitud de v en la ecuación 16-9 es 
u “ (sjrp sen ó. y como r — r P sen <f>. figura 1 6-4c. entonces v ~ u>r, lo 
que concuerda con la ecuación ló-S. Como caso especial, el vector r 
puede seleccionarse para t p . Aquí r se encuentra en el plano de mo- 
vimiento y de nuevo la velocidad del pumo P es 


v = íü X r 


( 16 - 10 ) 
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Aceleración. La aceleración de P puede ser expresada en términos de 
sus componentes normal y tan gencial .* Como a, = dv / dt y a„ - v 1 /p, donde 
p = r, v = tor, y a = dta /di . tenemos 


«, — ar 


a n = tú"r 


( 1 . 6 - 11 ) 

( 16 - 12 ) 


La componente tangencia! de aceleración, figuras 1 6-4e y 16-4/. repre- 
senta la razón de camhio con respecto al tiempo de la magnitud de la 
velocidad. Si la rapidez de P aumenta, entonces a f actúa en la misma 
dirección que v; si la rapidez disminuye, a, actúa en la dirección opuesta 
de v; y finalmente, si la rapidez es constante. a r es cero. 

La componente normul de aceleración representa ta razón de cambio 
con respecto al tiempo de la dirección de la velocidad. La dirección de 
a, ; es siempre hacia O. el centro de la trayectoria circular, fi curas l6-4e 

y 16 - 4 / 

Igual que la velocidad, la aceleración del punto P puede ser expresada 
en términos del producto cruz vectorial. Tomando la derivada con 
respeetcuil tiempo de la ecuación 16-9. tenemos 


dv 


díü 


X Tp H- Ctí X 


dtp 

di 


Recordando que a = diafdt, y usando ía ecuación 16-9 {dtp, ¡di - v = 
ta X t P ), resulta 

a = a X tp. + ta X {ca X r P ) (16-13) 


A partir de la definición de producto cruz, el primer término a la derecha 
tiene una magnitud a, ~ orasen é — ar , y por la Tegla de la mano derecha, 
tx x rp tiene la dirección de a ( , figura 1 6-4e. Igualmcnie. el segundo 
término tiene una magmtud a a — w’r p sen 4* = to 2 r. y aplicando la regla 
de la mano derecha dos veces, primero para determinar el resultado de 
Vp = ta x tp y luego el de ta X v P , puede verse que este resultado tiene 
la misma dirección que a n . mostrado en la figura l6-4e. Observando que 
ésta es también la misma dirección de — r. la cual se encuentra en el 
plano de movimiento, podemos expresar a„ en una manera mucho más 
simple como a„ = -arr. Por consiguiente, la ecuación 16-12 puede ser 
identificada por sus dos componentes como 


a = a r + 

a« 

= a x 

r - a) 2 i 


( 1 . 6 - 14 ) 


C orno a r y a„ son perpendiculares entre si. de ser necesario, ta magnitud 
de la aceleració n puede determinarse a partir del teorema de Pitágoras, 
es decir, a - Y a}, + af, figura 1 6-4/ 



te) 



ni 


Fig. 16-4 


• 299 


* También pueden usarse coordenadas polares. Como <i, = r - ríf y a„ = ré + 2 rft, 
sustituyendo f - r = 0* $ f= 10 * ti = a. obtenemos las ecuadones 16-1 1 y I6’1_L 
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Los muchos engranes usadas en iíi ope- 
ración de un a grúa giran todos con res- 
pecto a ejes fijos. Los ingenieros deben 
poder relacionar las movimientos angu- 
lares para diseñar apropiadamente este 
sistema de engranes. 


Un cuerpo puede experimentar dos tipos de traslación. Durante 
una traslación rectilínea todos los punios siguen trayectorias pa- 
ralelas en línea recta, y durante una traslación cursi línea los puntos 
siguen trayectorias curvas que tienen la misma forma y son equi- 
distantes una de otra. 

Todos los puntos situados en un cuerpo en traslación se mueven 
con la misma velocidad y aceleración. 

Los puntos ubicados sobre un cuerpo que gira con respecto a un 
eje fijo siguen trayectorias circulares. 

La relación a dB = m dta se deriva de a = dwfdt y w = dB/dt por 
eliminación de dt. 

Una vez conocidos ios movimientos angulares ta y <*„ la velocidad 
y la aceleración de cualquier punto sobre el cuerpo pueden ser 
determinadas. 

La velocidad actúa siempre tangencialmente a !a trayectoria del 
movimiento. 

La aceleración tiene dos componentes. La aceleración tangencial 
mide la razón de cambio en la magnitud de la velocidad y puede 
ser determinada usando a, = ar. La aceleración normal mide la 
razón de cambio en la dirección de la velocidad y puede ser de- 
terminada a partir de a„ = arr. 
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PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

La velocidad y la aceleración de un punto ubicado sobre uu cuerpo 
rígido que gira alrededor de un eje fijo pueden ser determinadas 
usando el siguiente procedimiento. 

Movimiento angular: 

Establezca eJ sentido de dirección positivo de acuerdo con el eje de 
rotación y muéstrelo junto a cada ecuación cinemática en que se 
aplique. 

Si se conoce una relación eutre dos cualesquiera de las cuatro 
variables o, ot.6 y r. entonces puede obtenerse una tercera variable 
aplicando una de las siguientes ecuaciones cinemáticas que rela- 
ciona las tres variables. 



u> — <W(j + aj 


& - S 0 + + \o c r 

tu 2 = Wo + 2a, {6 - 0„) 

Una vez obtenida la solución, el sentido de 0. w y a es determinado 
a partir de los signos algebraicos de sus cantidades numéricas. 

Movimiento de P: 

En muchos casos la velocidad de P y sus dos componentes de 
aceleración pueden ser determinadas con las ecuaciones escalares 

v - o »r 
a, — otr 
a n -- arr 

Si la geometría de! problema es difícil de visualizar, deben ser 
usadas las siguientes ecuaciones vectoriales: 

v = íij x r P = ti x r 

a, = a X r P *= a X r 

a„ = ft> X ( w X rp) = — a> 2 r 

Aquí rp está dirigido desde cualquier punto sobre el eje de rotación 
hasta el punto P. mientras que r se encuentra en el piano del mo- 
vimiento de P. Cualesquiera de esos vectores, junto con oí y re. deben 
ser expresados en términos de sus componentes i. j. k. y. si es ne- 
cesario. resolver los productos cruz usando una ampliación del deter- 
minante (vea (a ecuación C-12). 
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EJEMPLO 16.1 



t F 

Fie. 16-5 


\ 


Una cuerda es enrollada alrededor de una rueda que inicialmente está 
en reposo como se muestra en la íigura 16-5. Si una fuerza aplicada 
a la cuerda le da una aceleración a = (4/) m/s 2 , donde f está en se- 
gundos. determine, en función del tiempo, (a) la velocidad angular de 
la rueda, y (b) la posición angular de la línea OP en radianes. 

Solución 

La rueda está sometida a rotación con respecto a un eje 
fijo que pasa por el punto O. El punto P sobre la rueda tiene entonces 
movimiento alrededor de una trayectoria circular, y la aceleración de 
este punto tiene componentes tangencial y normal. La componente 
tangencial es (ap)¡ = (4/) m/s 2 . ya que la cuerda está enrollada alre- 
dedor de la rueda y se mueve tangente a ella. Por tanto, la aceleración 
angular de la rueda es 

(f + ) {«p), = ttr 

(4 í) m/s 2 = a(0,2m) 

a = 20/ rad/s 2 ) 

Usando este resultado, la velocidad angular de la rueda « puede ser 
determinada ahora a partir de a = diofdt. ya que esta ecuación re- 
laciona or, r y tu. integrando, con la condición inicial a = 0 en r — 0, 
obtenemos 


(P+) « = — “ (20/) rad/s 2 

-üj rí 

(ko = 20 1 dt 

Jo Ai 

(1) = I O/ 2 rad/sj 

¿Por qué no usar la ecuación 16-5 (tu — tu,, + « f /) para obtener este 
resultado? 

Usando este resultado, la posición angular 0 de OP puede 
encontrarse con tu — dO/dt, ya que esta ecuación relaciona f), tu y r. 
Integrando, con la condición inicial 0 = 0 en r = 0, tenemos 


(r+) 



(1U/ 2 ) rad/s 


rtt 

di) ■- 


el 

10r 2 dt 


J o 


6 - 3.33/ rad 
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EJEMPLO 16.2 


El motor mostrado en la fotografía se usa para hacer girar una rueda 
y el ventilador contenido dentro del bastidor. Los detalles del diseño 
se muestran en la figura 16 -ño. Si la polea A conectada al motor comien- 
za a girar desde el reposo con aceleración angular = 2 rad/s 2 
determíne las magnitudes de la velocidad y la aceleración del punto P 
sobre la rueda, después que la rueda Zí ha girado una revolución. Supon- 
ga que la banda de transmisión no resbala sobre la polea ni sobre la 
rueda. 

Solución 

Primero convenimos la revolución a radianes. 
Como hay 2 tt radianes en una revolución, entonces 

_ , / 2tt rad \ 

8 a = 1 rev = 6.283 rad 

V 1 rev / 

Podemos calcular la velocidad angular de la polea A sí encontramos 
primero su desplazamiento angular. Como la banda no resbala, una 
longitud equivalente de banda s debe desenrollarse de la polea y de 
la rueda en todo momento. Así, 

s - = 8 fí r R : 0.4(0.15 m) = 6.283(0.4 m) 

& A = 16.76 rad 

Como rr,, es constante, la velocidad angular de la polea A es, por 
tanto, 

(/’+) ai 1 = + 2at c (6 - 0 (J ) 

uj' A = 0 + 2(2 rad/s i )( 16.76 rad — Ü) 

<ü a = 8.188 rad/s 



La banda tiene las mismas rapidez y componente tangencial de 
aceleración cuando pasa sobre la polea y la rueda. Así. 

(*) 

v ~ (t) A r A ' w B^fí' 8.188 rad/s(0.Í5 m) = w 5 (0.4 m) 

(ú b = 3.070 rad/s 


a, a A r A = a B r B , 2 rad/s 2 (0.15 m) = a a (0.4 m) 

— 0.750 rad/s 2 


Como se muestra en el diagrama cinemático 
mostrado en la figura 16-6/>. tenemos 

1 

v P - a)f¡r fi = 3.070 rad/s(0.4 m) - 1.23 m/s 
(«/*)» ~ = 0.750 rad/s 2 (0.4 m) - 0.3 m/s 2 

(M* = *>lr B = (3.070 rad/s) 2 (0.4 m) = 3.77 m/s 2 

\, V 

V 

Entonces, 

«/> = V(0.3) 2 + (3.77) 2 = 3.78 m/s 2 

<b> 

Fig. 16-6 
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PROBLEMAS 


Una rueda tiene velocidad angular mícial v en el sen- 
tido de tas manecillas del reloj, de 10 rad/s y aceleración 
angular constante de 3 rad /ir. Determine el numero de 
revoluciones que debe experimentar para adquirir una 
velocidad angular, en d mismo sentido, de 15 rad/s. ¿Qué 
tiempo se requiere? 

1. Un volante tiene una rapidez angular que es in- 
crementada uniformemente desde 15 hasta 60 rad s en 
80 s* Sí el diámetro de la rueda es de 2 pies, determine las 
magnitudes de las componentes de aceleración normal \ 
tangencial de un punto sobre el borde de la rueda cuando 
r = 80 s, y la distancia total que el punto viaja durante el 
periodo de tiempo. 

La velocidad angular del disco está definida por 
\ (5 r + 2) rad/s, donde t está en segundos, Determri 

ne las magnitudes de lo velocidad y la aceleración del 
punto /I sobre el disco cuando í — 0.5 s. 



Hrrib. Ié-3 


í ' Justo después que el ventilador es encendido, el 
motor da a[ aspa una aceleración angular a = (20e~ M|,r ) 
rad/s". donde i está en segundos. Determine la rapidez 
de la punta P de una de las aspas cuando t — 3 s. ¿Cuántas 
revoluciones ha efectuado el aspa en 3 Cuando r = 0, 
el aspa está en reposo. 



Iu-5, Debido a un incremento de potencia, el motor M 
hace girar la flecha con aceleración angular de a = (0.06^ z ) 
rad/s 2 . donde 0 está en radianes. Si la flecha está girando 
inicialmente a — 50 rad \ determine la velocidad an- 
gular del engrane B después que la flecha experimenta 
ün desplazamiento angular Mí = 10 revoluciones. 



Proís, Éf^5 


ev 


j m 

y >. El gancho se mueve desde el resposo con acelera- 
ción de 20 pies/r. Si se encuentra unido a una cuerda 
que está enrollada alrededor del tambor, determine la 


aceleración angular del tambor y su velocidad angular 
después que el tambor ha completado 10 revoluciones. 
¿Cuántas revoluciones más girará el tambor después que 
ha completado primero 10 revoluciones y el gancho con- 
tinúa moviéndose hacia abajo durante 4 segundos? 



ü = 20 pies" 


Prob, itj — 4 


Prob, IfMi 
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flfr-7, El disco es impulsado por uu motor tal que su po- 
íiigán angular es definida por 0 - (20/ + 4r) nul. donde r 
está en segundos. Determine el número de revoluciones, la 
velocidad angular y la aceleración angular del disco cuan- 
do t = 90 s. 


Problemas . 305 

lfi-9/ ti motor Ai comienza a girar a una razón angular 
\ - e r ) rad /s* donde f euú en segundos. Si las 
polcas y el ventilador tienen los radios mostrados, deter- 
mine las magnitudes de la velocidad y la aceleración del 
punto P sobre el aspa del ventilador cuando r *=¡ 03 s* 
¿Cuál es la rapidez máxima de este punto? 




Prob. 16-7 


Prcib. llMJ 


ib-\. El engrane piñón A colocado en la flecha del mo- 
tor recibe una aceleración angular consláiite a = 3 rad /s : . 
Si los engranes A y B tienen las dimensiones mostradas, 
determine la velocidad angular y el desplazamiento an- 
gular de la flecha de salida C cuando t — 2 s partiendo 
dd reposo. La flecha está fija ¿t B y gira can 61 


Ib- Ib. El disco está girando originalmente ñ to i} = 8 rad/s. 
S¡ se encuentra sometido a una aceleración angular cons- 
tan le de ex = 6 rad/s" t determine las magnitudes de la 
velocidad y de las componentes ti y i de ta aceleración 
del punto ,4 en el instante t — 0.5 s. 

i r f El disco está girando originalmente a uh i = K rad /s. 
Si se encuentra sometido a una aceleración angular 
constante de a = 6 rad /¡r. determine las magnitudes de 
la velocidad y las componentes n y i tic aceleración del 
punto B justo después que la rueda efectúa 2 revolu- 
ciones. 



Prob* 15-8 


Prubs. 15-lir/U 
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Cuando sólo dos engranes están acopiados, el 
engrane impulsor A y el engrane impulsado B giran siem- 
pre en direcciones opuestas. Para que giren en la misma 
dirección se usa un engrane intermedio C. En el caso mos- 
trado, determine la velocidad angular del engrane fí cuna- 
do í = 5 $, sí el engrane A parte del reposo y tiene una 
aceleración angular de a A = (3/ + 2) rad/s\ donde / está 
en segundos. 


El disco está girando originalmente a <ti fl — 8 rad /"s. 
Sí se encuentra sometido a una aceleración angular cons- 
tante = 6 rad/s I 2 , determine las magnitudes de la velo- 
cidad y las componentes n y í de la aceleración del punto 
A en el instante i — 3 s, 


m u - B md/s 




I i A Un motor da al disco A una aceleración angular 

de ü Á = (0,6r +■ 0.75) rad/s\ donde t está en segundos. 
Si la velocidad angular inicial dei disco es = ó rad/s. 
determine las magnitudes de la velocidad y la acelera- 
ción del bloque B cuando t — 2 s. 


El engrane A está acoplado con el engrane B co- 
mo se muestra. Si ,4 pane de) reposo y tiene aceleración 
angular constante de a A = 2 rad/s?, determine el tiempo 
necesario para que B alcance una velocidad angular de 
tú B = 50 raa/s. 



Froh. 16-13 


Pmln 16-15 
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I Mín El engrane A sobre la flecha impulsora del mo- 
tor fuera de borda tiene radio r A = 0.7 pulg, y el engra- 
ne piñón B acopiado sobre la flecha de la hélice tiene ra- 
dio r B = 1,4 pulg. Determine la velocidad angular de la 
hélice en t - 1.3 s si la flecha impulsora gira con acele- 
ración angular a = (300 Vi) rad/s 2 , donde r está en se- 
gundos, La hélice está originalmente en reposo y el mar- 
co del motor no se mueve. 

i 6- i '. Para et motor fuera de borda referido en el pro- 
blema 16-16, determine las magnitudes de la velocidad 
y la aceleración de un pumo P ubicado sobre la punta de 
la hélice en el instante i = 0,75 s. 


u Partiendo del reposa cuando s = 0, la polea A 
recibe una aceleración angular constante a c = 6 rad/s 2 . 
Determine la rapidez del bloque B cuando se ha levanta- 
do s =* 6 m. La polea tiene un cubo interior D que está 
fijo a C y gira con él. 





Prnfj, 16-10 


Pmk. ¡6-16/17 


é/hA 


n-IS. Partiendo del reposo cuando v = 0, la polea A 
recibe una aceleración angular a = (69)’ rad/s 2 , donde W 
está en radianes. Determine la rapidez del bloque fí cuan- 
do se ha levantado s = 6 rm La polea tiene un cubo in- 
terior D que está fijo a C y gira con él 


inicial mente, el motor de la sierra circular gira 
su flecha a w — (2(ír 3 ) rad/s, donde ¡ está en segundos. 
Si los radios de los engranes ,4 y fí son de 0.25 pulg. y 1 
pdg., respectivamente, determine las magnitudes de la 
velocidad y la aceleración de un diente C sobre la hoja 
de la sierra después que la flecha impulsora gira tí = 5 rad 
partiendo dd reposo. 



Prob. 16-18 


9ri»h, 
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16-21. Debido al lomillo situada en E. el impulsor 
proporciona movimiento lineal al brazo colocado en E 
cuando el motor hace girar al engrane instalado en A. Si 
los engranes tienen los radios indicíalos en la figura, y el 
tomillo en E tiene un paso p ~ 2 mui, determine la rapi- 
dez en F cuando el motor hace girar a /I a tti .i = 20 rad s. 
Sugerencia: El paso del tornillo indica la cantidad de 
avance del tomillo por cada revolución completa. 



/ r '\ 

16*22* Un motor le imparte al engrane A una aceie- 
rácmti angular de a ; - (O.250 3 4- 0,5) rad/s 2 , donde 0 
está en radianes. Si este engrane está girando inícialmen- 
tc a = 20 rad s. determine la velocidad angular del 
engrane B después que A experimenta un desplazamien- 
to angular de 10 revoluciones. 


w 

V 

16-2.1. Un motor da al engrane A una aceleración 
angular de o., = i 4r ) rad/s 2 . donde t está en segundos. 
Si este engrane esta girando ¡metal meo le a (<w„) n = 20 
rad/s. determine la velocidad angular del engrane B 
cuando i - 2 s. 



16-24. El disco parte del reposo y recibe una aceleración 
angular u — NOS ’) rad/s 2 , donde 0 está en radianes. 
Determine la velocidad angular del disco y su desplaza- 
miento angular cuando / = 4 s. 
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El disco parte de! reposo y recibe una aceleración 
angular a = (IOS 1 ') rad/r, donde 0 está en radianes. 
Determine las magnitudes de aceleración de las compo- 
nentes normal y tangencial de un punto P sobre el bor- 
de del disco cuando t — 4 s. 



Pfjnb, Ni -25, 


0 Si la velocidad angular del tambores incremen- 

tada uniformemente de ó rad s cuando / = 0 a 12 rad/s 
cuando / = 5 s, determine las magnitudes de la velocidad 
y la aceleración de los puntos A y B sobre la banda cuan- 
do r = 1 s. En este instante, los pumos están ubicados 
como se muestra. 



La operación de "reversa” para la transmisión 
automática de tres velocidades está ilustrada esquemática- 
mente en la figura. Sí la flecha G del cigüeñal está girando 
con rapidez angular de 60 rad/s, determine la rapidez an- 
gular de la flecha impulsora H . Cada uno de los engranes 
gira con respecto a un eje fija Observe que los engranes 
A \ B. C y /X E y F están acoplados. Los radios de cada 
uno de esos engranes están indicados en la figura. 



Frute 16-27 


La rotación del brazo robo i i có ocurre debido a 
un movimiento lineal de los cilindros hidráulicos A y B, 
Si el cilindro A se está extendiendo a razón constante de 
(1.5 pies/s mientras fí se mantiene fijo, determine la mag- 
'iiitud de la velocidad y ta aceleración de la parte C sos- 
tenida en el agarre del brazo. El engrane situado en D 
tiene radio de Q.lfl pies. 



Trob* Tíí-26 


Fmfr. My-U 
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En d instante mostrado, d engrane A está giran- 
do con velocidad angular constante m A = 6 rad /s. Deter- 
mine la máxima velocidad angular del engrane B \ la má- 
xima rapidez del punto C. 


A 



í' En una planta textil, un molino usa el arreglo de 
batida y polea mostrado para transmitir potencia. Cuando 
t = 0, un motor eléctrico hace girar la polea A con velo- 
cidad angular = 5 rad/s. Si esla polea está sometida 
a aceleración angular constante de 2 rad/s 2 , determine la 
velocidad angular de la polea B después que gira 6 revo- 
luciones, El cubo situado en D está conectado rígidamen- 
te a la polea C y gira con ella. 



160 i. La cuerda de diámetro d está enrollada alrede- 
dor del Lambor ahusado que tiene las dimensiones mos- 
tradas. Si el tambor se encuentra girando a una razón 
constante ai, determine la aceleración del bloque hacia 
arriba. Desprecie el pequeño desplazamiento horizontal 
del bloque. 



1 ( ” El conjunto de barras está soportado por jumas 
esféricas colocadas en A y B. En el instante mostrado, 
está girando con respecto al eje y a velocidad angular 
w = 5 rad/s y tiene aceleración angular a - 8 rad/s 2 . 
Determine las magnitudes de la velocidad y la acelera- 
ción del punto C en este instante. Resuelva el proble- 
ma usando vectores cartesianos y las ecuaciones 16-9 
y 16-13. 



Prob. 16-30 


l*roh. 16-3J 
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*16.4 Análisis del movimiento absoluto 

Un cuerpo sometido a movimiento plano general experimenta trasla- 
ción y rotación simultáneas. Sí el cuerpo es representado por una pla- 
ca delgada, la placa se traslada en el plano y gira con respecto a un eje 
perpendicular al plano. El movimiento puede ser completamente espe- 
cificado si se conocen tanto la rotación angular de una Línea fija en el 
cuerpo como eí movimiento de un punto sobre el cuerpo. Una mane- 
ra de definir estos movimientos es usar una coordenada s de posición 
rectilínea para Localizar el punto a lo largo de su trayectoria y una coor- 
denada tí de posición angular para especificar la orientación de la línea. 
Las dos coordenadas son relacionadas entonces usando la geometría 
del problema. Por aplicación directa de las ecuaciones diferenciales de 
tiempo v ~ ds/dt. a — dv ¡di. ai = ciü/dt, ya — dai/dt, el movimiento 
de l punto y el movimiento angular de la linea pueden ser relacionados. 
En algunos casos, este procedimiento puede ser usado también para 
relacionar los movimientos de un cuerpo con los^de un cuerpo conec- 
tado, o para estudiar el movimiento de un cuerpo sometido a rotación 
con respecto a un eje fijo. 








PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

La velocidad y la aceleración de un punió P que experimenta mo- 
ví miento rectilíneo pueden relacionarse con la velocidad angular y 
la aceleración angular de una línea contenida dentro de un cuerpo 
usando el siguiente procedimiento. 

Ecuación de la coordenada de posición* 

• Localice el punto P usando una coordenada de posición s que se 
mida desde un origen fijo y esté dirigida a lo largo de la trayecto- 
ria delmovimiento en linea recia del pumo P , 

Mida desde una línea fija de referencia la posición angular 0 de una 
línea que se encuentre en e¡ cuerpo. 

De Jas dimensiones del cuerpo, relacione * con Q. s = usando 
geometría y /o trigonometría. 

Derivadas con respecto al tiempo. 

Tome la primera derivada de s = j{6) con respecto al tiempo para 
obtener una relación entre v y a>. 

Tome la segunda derivada para obtener una relación entre aya 

En cada caso debe usarse la regla de la cadena al tomar las deriva^ 
das de la ecuación de la coordenada de posición. 



El contenedor sobre el camión gira con res- 
pecto a un eje fijo que pasa por el pasador 
localizado en A. Es operado por medio de 
la extensión del cilindro hidráulico BC. La 
posición angular del contenedor puede ser 
especificada usando la coordenada de posi- 
ción angular B , y la posición del punto C so- 
bre el contenedor es especificada usando la 
coordenada rectilínea s* Como ayb son lon- 
gitudes fijas, entonces las coordenadas pue- 
den ser relacionadas mediante Ea ley de lus 
cosenos, v = X a 1 + ir - 2 ab eos 6, Usan- 
do la regla de la cadena, la derivada con res- 
pecto al tiempo de esta ecuación relaciona 
la rapidez a la que el cilindro hidráulico se 
extiende con la velocidad angular dd conte- 
nedor. esto es. 


v = “(fl^ + be — 2 ah eos 6) ¡(2ff h sen 0) m r 
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EJEMPLO 16.3 


El extremo de la barra R mosrrada en la figura 16-7 mantiene con- 
tacto con h\ leva por medio de un resorte. Si la leva gira con respec- 
to a un eje que pasa por el punto O con una aceleración angular a 
y velocidad angular tu* determine la velocidad y la aceleración de la 
barra cuando la leva está en la posición arbitraria 8* 


0} 


? 





ílg. 16-7 


Solución 

' Las coordenadas 8 y x son 

elegidas para relacionar el movimiento rotatorio del segmentó de lí- 
nea O A sobre la leva con el movimiento rectilíneo de la barra. Estas 
coordenadas son medidas desde el punto fijo O y pueden ser relacio- 
nadas entre sí usando trigonometría. Como OC = C.B — r eos 0, fi- 
gura 16-7. entonces 

.v -■ 2 r eos 8 

Usando la regla de la cadena, te- 
nemos 

dx d& 

2r(s=n»)- 


v — ~2rui sen 8 


dv ( da A 

5F"~ 2r U) 

a = — 2i r(« sen 8 + tu 2 eos 0) 


sen 6 - 2rw(cos 0) 


Hesp, 


Resp. 


Los signos negativos indican que v y a son opuestas a la dirección po- 
sitiva de x. 
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EJEMPLO 164 


En un instante dado, et cilindro de radio r, mostrado en la figura 16-8. 
tiene velocidad angular to y aceleración angular a. Determine la 
velocidad y la aceleración de su centro G si ei cilindro rueda sin 
deslizar. 



Flí. Jfc-H 


Solución 

Por inspección, el pun- 
to G se mueve horizontalménie hacia la izquierda desde G hasta 
C conforme el cilindro rueda, figura 16-8. En consecuencia, su llue- 
va ubicación G’ será especificada por la coordenada de posición 
horizontal s ü , la cual se mide desde la posición original (G) del cen- 
tro del cilindro. Observe lambió n que, al rodar el cilindro (sin desli- 
zar). los puntos sobre su superficie entran en contacto con el sucio 
de tal forma que la longitud de arco A'B de contacto debe ser igual 
a la distancia s c . Por consiguiente, el movimiento requiere que la 
línea radial GA gire tí a h» posición G'A'. Como el arco A'B r tí, 
entonces G viaja una distancia 

s G — rd 

Tom ando derivadas sucesivas con 
respecto al tiempo de esta ecuación y observando que r es constan- 
te. tú = tltí/dt, y a = doijdt, obtenemos las relaciones necesarias: 

s G = rd 

v c — ra> Resp. 

a ü — ra Rtsp. 

Recuerde que esas relaciones son válidas sólo si el cilindro (disco, 
rueda, bola, etc.) rueda sin deslizar. 
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16-9 


La ventana larga mostrada en la figura 16-9 se abre usando un ci- 
lindro hidráulico AB. Si éste se extiende a razón constante de 0.5 m /s, 
determine la velocidad angular y la aceleración angular de la ven- 
lana en el instante 6 — 3Ü C . 


Solución 

■ cuudón íit a Jt¡ de ¡Mtiicfi n. El movimiento angular de 

la ventana se puede obtener usando la coordenada 0, mientras que la 
extensión o el movimiento a lo largo del cilindro hidráulico es de- 
finido usando una coordenada s. la cual mide la longitud desde el 
punto fijo A hasta el punto móvil B. Esas coordenadas se pueden re- 
lacionar usando ía ley de los cosenos, esto es, 


- (2 m) 2 + i 1 m) 2 - 2(2 m)(I m J eos 0 
s 1 = 5 — 4 eos 9 


( 1 ) 


Cuando 9 = 30 c 


v - 1.239 m 


Tomando las derivadas con res- 
pecto al tiempo de la ecuación 1, tenemos 

2í^ = 0 - 4{-senfl)~ 
di K 1 dt 

,r(u,) = 2(sen 0}tit 

Como l\ = 0.5 m/s. entonces, en 9 — 30 L , 


( 2 ) 


( 1 .239 m ) ( 0.5 m/s) = 2 sen 30°w 
o* = 0.620 rad/s 


Piitsf}, 


Tomando la derivada con respecto al tiempo de la ecuación 2, re- 
sulta 

ds dv. d9 dtú 

-v f + s— = 2 (eos <?)-«, ■+ 2(sen 9) — 

i'l + xa s ~ 2(cos 0)ur + 2(sen 9)a 

Como a s = dvjdt = 0. entonces 

(0.5 m/s) 2 + 0 =■ 2 eos 30' (0.620 rad/s) 2 + 2 sen 30°fc 

a = —0.415 rad/s 2 Res:'. 

Como el resultado es negativo, ello indica que ia ventana tiene desa- 
celeración angular. 
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PROBLEMAS 

La barra DC gira uniformemente alrededor de 
la Hecha en el punto D can velocidad angular constan- 
te íú. Determine la velocidad y la aceleración de la barra 
AB. la cual está limitada por ías guías a moverse vcrti- 
calmentc. 



frota* 16-33 


lh-34, El andamio S es - levantado hidráulicamente 
moviendo el rodilla instalado en A hacia el pasador en 
B. Si *4 se está acercando a B con rapidez: de L5 pies/s, 
determine la rapidez con que la plataforma se está le- 
vantando como una función de ti. Los eslabones de 4 
pies eslán conectados mediante un pasador en sus pun- 
tos medios. 


I h*35, Fl mecanismo se usa para convertir el movimien- 
to circular constante de la barra A B en movimiento de 
traslación de la barra Cík Determine la velocidad y la. 
aceleración de CD para cualquier ángulo 0 de AB. 



Frote 16-35 


L- El bloque se mueve hacia la izquierda con ve- 
locidad constante v 0 . Determine la velocidad angular y la 
aceleración angular deJa barra en función de ti. 



Prak 1 6-34 


Frota* 16-36 
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T> 

De teñóme la velocidad de la barra R para cual- . El disco A rueda sin deslizar sobre la superficie 

quier ángulo tí de la leva C si ésta gira con velocidad del cilindro fijó R. Determine la velocidad angular de /l 
angular constante w. La conexión de pasador en O no ú su centro C tiene rapidez % =* 5 tn-fi, ¿Cuántas revo- 

ocasiona ninguna interferencia con e¡ movimiento de A Iliciones habrá efectuado A alrededor de su centro justo 

Sl) k rL ‘ después que el eslabón DC ha completado una revolu- 

ción? 



Pmb. 


- El cigüeñal AB está girando con velocidad angu- 
lar constante de tí — 150 rad/s. Determine la velocidad 
del pistón P en el instante 0- 30°. 



En el instante tí — 50\ la guía ranurada se está 
moviendo hacia arriba con aceleración de 3 m/sr y velo- 
cidad de 2 m , s. Determíne la aceleración angular y la ve- 
locidad angular del eslabón AH en este instante. Nota: E3 
movimiento hacia arriba de la guía es en !a dirección y 
negativa. 




Prr*h* IfMU 


El brazo AB tiene velocidad angular cu v ace- 
leración angular «.Si no ocurre deslizamiento entre el 
disco v la superficie curva lija, determine la velocidad 
angular y la aceleración angular del disco. 



Prulu I6-J 1 ) 


r=2aaf s 
a = 3 tiVs* 


Prob* 16-41 
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16-42. La placa inclinada se mueve hacia la izquierda 
con velocidad constante v. Determine la velocidad angu- 
lar y la aceleración angular de la barra esbelta de longi- 
tud l. La barra pivotea en el escalón localizado en C al 
deslizarse sobre la placa. 


16-44. Los pasadores ubicados en A y Li están con- 
finados para moverse en las guías vertical y horizontal. 
Si ei brazo ramirado ocasiona que A se mueva hacia 
abajo a v A , determine la velocidad de B en el instante 
mostrado. 


Profc. KV-42 


Prult, lía — 44 


16-43. El extremo A de 1 a barra se está moviendo ha- 
da la izquierda éon velocidad constante v At Determine la 
velocidad angular to y la aceleración angular a de la barra 
en función de su posición ,r 


16-45- La barra AB gira uniformemente alrededor dei 
pasador lijo A con velocidad angular constante <u Deter- 
mine la velocidad y la aceleración del bloque C en el ins- 
tante 0 - 60 






Proh. líi-4.1 


Prulh 16-45 
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í La barra está ctmtlnada para moverse a lo largo 
de los planos vertical e indinado. Si la velocidad del ro- 
dillo en A es v A — 6 pies/s cuando d = 45 determine la 
velocidad angular de la harra y la velocidad del rodillo B 
en este instante. 



■ . El disco está girando con velocidad angular oj y 

tiene aceleración angular de út. Determine la velocidad y 
la aceleración del cilindro B. Desprecie el tamaño de ta 
polea en C. 



ín i . La barra ranurada está articulada en el pumo A 
mientras que el extremó B se usa para mover el pistón R 
honran talmente, Si el disco gira con velocidad angular 
consume tú. determine la velocidad y la aceleración del 
pistón. El pasador C está fijo id disco y gira con él. 



La cruz de Malta *4 proporciona un movimiento 
rotatorio intermitente íú a para un movimiento continuo 
= 2 rad/s del disco D. Al elegir d - 10OV2 trun, la 
rueda tiene velocidad angular cero en el instante en que 
el pasador B entra a, o sale de. una de las cuatro ranu- 
ras. Determine la magnitud de ta velocidad angular t** A 
de la cruz de Malta para cualquier ángulo 0 para el cual 
el pasador B esté en contacto con la ranura. 


d= JÜÜVÜmm 



Prnth Ifi — 47 


Pnib. 
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16.5 Análisis de movimiento relativo; Velocidad 


E] movimiento plano general de un cuerpo rígido puede ser descrito 
como una combinación de traslación y rotación. Para considerar esos 
movimientos de “com ponentes" por separado, usaremos un análisis demo- 
i '¡miento relativo implicando dos cejijuntos de ejes coordenados. Ei siste- 
ma coordenado ,r. y es fijo y mide la posición absoluta de dos puntos 
A y B sobre el cuerpo, figura 16 -Iüa. El origen del sistema coordena- 
do x\y’ estará unido al “punto base*' A seleccionado, el cual general- 
mente tiene un movimiento conocido. Los ejes de este sistema coor- 
denado no giran con el cuerpo, en lugar de ello sólo podrán trasladarse 
con respecto al marco fijo, 

Posk ión. El vector de posición r A mostrado en la figura 1 6- 1 Un especi- 
fica la ubicación del "punto base" A. y el vector de posición relativa t 
sitúa el punto B con respecto al punto A. Por adición vectorial, la posición 
de B es entonces 



“ X 

Referencia fija 
(a.) 


— .v 1 

Referí nm 
cri trusfodún 


Fíg. \é~m 


r B ~ r H + r M/A 


Despl azri miento. Durante un instante de tiempo dt, los puntas A 
y B experimentan desplazamientos dx A y dr f , como se muestra en la fi- 
gura 16- 10b. Si consideramos el movimiento plano general por sus par- 
tes componentes, entonces todo el cuerpo se traslada primero una 
cantidad dr A de manera que A. el punto base, se mueve a su posición 
final y el punto B se mueve a B ‘ . figura 16-Í0c. El cuerpo es entonces 
girado con respecto a A una cantidad dtí de manera que B' experi- 
menta un desplazamiento relativo dr B¡A , y se mueve así a su posición 
final B. Debido a la rotación con respecto a A, dr B = r B 4 dfí. y el 
desplazamiento de B es 


dr s = dt A + dr á/A 

debido a rotación con respecto a A 
debido a traslación de A 
debido a traslación y rotación 



dr tí 

Tiempo f Tiempo r + dt 

Mov urrienlo 
plano general 

ib) 



(O 
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Al moverse horÍ2on taimen te hacia la iz- 
quierda con velocidad v. v , el bloque desliza- 
ble A ocasiona que el eslabón CB gire en sen- 
tído contrario al de Us manecillas del reloj, de 
tal manera que esté dirigido tángeme a su 
trayectoria circulan esto es. hada arriba a la 
izquierda. La biela AB está sometida a movi- 
miento plano general, y en el instante mostra- 
do tiene una velocidad angular ta. 



Velocidad Para determinar la relación entre las velocidades de tos pun- 
tos A y fí. es necesario tomar las derivadas con respecto al t iempo de la 
ecuación de posición, o simplemente dividir la ecuación de desplazamien- 
to entre dt, Esto da 



d¡ di di 


Los términos dx¡¡¡ di — \f¡ y dr A /dt = son medidos desde los ejes fijos 
jt, v y representan las veleidades absolutas de los puntos A y B, respecti- 
vamente. La magnitud del tercer término es r ajA d9fíír - r n A ii = r„ 4 te, 
donde tu es la velocidad angular del cuerpo en el instante considerado. 
Denotaremos este término como la velocidad relativa v¡j /A , ya que 
representa la velocidad de B con respecto a A medida por un obser- 
vador fijo a los ejes en traslación .v'. y'. Como el cuerpo es rígido, ob- 
serve que este observador sólo ve al punto B moverse por un arca circu- 
lar que tiene radio de curvatura r fí lA . En otras palabras, el cuerpo 
parece moverse como si estuviera girando con velocidad angular io con 
respecto al eje z' que pasa por A. En consecuencia, v B A tiene magni- 
tud de v¡f , A — utr d A y una dirección que es perpendicular a r B A . Por 
tanto, tenemos 


= *A + '‘a , 4 


(16-15) 


donde 

v tl = velocidad del punto B 

- velocidad del punto base A 
Vfr -i — velocidad relativa de "R con respecto a A" 

Este movimiento relativo es circular , la magnitud es v fí A - A , y la 
dirección es perpendicular a r a 
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T raycctnriu 
(tel pumo A 




Movimiento piano general 


Testación 


(e) 


Cf> 


Rotación con respecto 
at pumo báse A 

(?) 


do 

16- SCI 


Cada uno de los tres términos que aparecen en la ecuación 16-15 está 
representado gráficamente en los ditigratnas cinemáticos de las figu- 
ras 16-i(k. 16-10/ y 16-LÜg. Aquí se ve que la velocidad de B , figura 
16- LOe. es determinada considerando que todo el cuerpo se trastada con 
velocidad v A . figura 16-10/, y gira con respecto a A con velocidad an- 
gular íu. f igura I6-I0g. La adición vectorial de esos dos efectos, aplica- 
da a S, resulta en v B . como se muestra en la figura 16-10/j. 

Ya que la velocidad relativa v B A representa el efecto de movimiento 
circular, con respecto a A. este término puede ser expresado medíante 
el producto cruz \ B , t = to X A , ecuación 16-9. Por consiguiente, para su 
aplicación, también podemos escribir la ecuación 16-15 como 




donde 


v fl ~ V-i + w X' r R/A 


( 16-16) 


v fl = velocidad de B 
v A — velocidad del punto base A 
tu = velocidad angular del cuerpo 
r B, A = vector de posición relativa dibujado desde A hasta tí 

Las ecuaciones de velocidad 16-15 o 16-16 pueden ser usadas de ma- 
nera práctica para estudiar el movimiento plano general de un cuerpo 
rígido que está conectado mediante un pasador a, o en contacto con. 
otros cuerpós móviles. Al aplicar esta ecuación, los puntos A y tí deben 
ser. generalmente, seleccionados como puntos sobre el cuerpo que están 
conectados mediante pasadores a otros cuerpos, o como puntos en con- 
tacto con cuerpos adyacentes que tienen un movimiento conocido. Por 
ejemplo, ambos punios Ay tí sobre el eslabón Atí, figura 16- M a, tienen 
trayectorias de movimiento circular ya que la rueda y el eslabón CZJ se 
mueven en trayectorias circulares. Las direcciones de v , y v fi pueden, 
por tanto, establecerse ya que son siempre tangentes a sus trayectorias 
de miwimiento. figura 16-11/). En el caso de la rueda mostrada en la fi- 
gura 16-12, que rueda sin deslizar, el punto A puede ser seleccionado en 
el suelo. Aquí A (momentáneamente) tiene velocidad cero ya que el sue- 
lo no se mueve. Además, el centro de la rueda. B. se mueve a lo largo 
de una trayectoria horizontal de manera que v fi es horizontal. 



Fig. IWt 
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PROCEDI MIENTO DE ANÁLISIS 

La ecuación de velocidad relativa puede ser aplicada usando análi- 
sis vectorial cartesiano o escribiendo las ecuaciones de componen- 
tes escalares x y y directamente. Para aplicaciones, se sugiere usar el 
siguiente procedimiento. ¿ 

ANÁLISIS VECTORIAL 

Diagrama cinemático. 

Establezca las direcciones de las coordenadas fijas x. y y dibuje un 
diagrama cinemático del cuerpo. Indique en este diagrama las velo- 
cidades v,,. v B de los puntos A y B. la velocidad angular tu, y el vec- 
tor de posición relativa r n/A . 

Si las magnitudes de v A . v B , o tu son desconocidas, el sentido de 
esos vectores puede ser supuesto. 

Ecuación de velocidad. 

Para aplicar v/j = \ A + tu X r fl /A , exprese los vectores en forma 
vectorial cartesiana y sustituyalos en la ecuación. Evalúe el pro- 
ducto cruz y luego iguale las respectivas componentes i y j para 
obtener dos ecuaciones escalares. 

Si la solución da una respuesta negativa para una magnitud desco- 
nocida. ello indica que el sentido de dirección del vector es opues- 
to al mostrado en el diagrama cinemático. 

T 

ANÁLISIS ESCALAR 
Diagrama cinemático. 

Sí la ecuación de velocidad va a ser aplicada en forma escalar, en- 
tonces la magnitud y la dirección de la velocidad relativa \ BlA deben 
ser establecidas. Dibuje un diagrama cinemático como se muestra 
en la figura 16-lOg, la cual ilustra el movimiento relativo. Ya que el 
cuerpo se considera momentáneamente “articulado” en el punto 
base A. la magnitud es o B . A = oj r B/A . El sentido de dirección de 
Vjsm se establece a partir del diagrama.de tal manera que v B A 
actúa pcrpendicularmente a t B a de acuerdo con el movimiento 
rotatorio tu del cuerpo.* 

Ecuación de velocidad. 

Escriba la ecuación 16-15 en forma simbólica. v H = v 4 + v H , At y 
debajo de cada uno de los términos represente gráficamente los 
vectores mostrando sus magnitudes y direcciones. Las ecuaciones 
escalares son determinadas a partir de las componentes .v y y de 
estos vectores. 


*l.& noláüeiáci Tp = v , + 'íi MipMftrtoti pueúc ser útil pa m rc&tfdár que A está “artículadn" 
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( 


EJEMPLO 16.6 


El eslabón mostrado en la figura 16-13a es guiado por dos bloques 
ubicados en A y B que se mueven en las ranuras fijas. Si la velocidad 
de A es de 2 m/s hacia abajo, determine la velocidad de B en el ins- 
tante $ = 45°. 

Solución (Análisis vectorial) 

Como los puntos A y B están restringidos a 
moverse por las ranuras fijas y está dirigida hacia ahajo, la veloci- 
dad v tí debe estar dirigida horizou talmente hacia la derecha, figura 
16-136. Este movimiento ocasiona que el eslabón gire en sentido con- 
trario al de las manecillas del reloj; esto es. por la regla de la mano 
derecha, la velocidad angular ot está dirigida hacia fuera, perpendicu- 
lar al plano del movimiento. Conocida la magnitud y la dirección de 
y las líneas de acción de v s y a>. es posible aplicar la ecuación 
de velocidad = v,¡ + w X r fl 4 a los puntos A y B para encontrar 
las dos magnitudes desconocidas v s y w. Como r n es necesario, tam- 
bién se muestra en la figura 16-136. 

Expresando cada uno de los vectores que 
aparecen en la figura 16-136 en términos de sus componentes i, j, k, 
y aplicando la ecuación 16-16 a A. el punto base, y B. tenemos 

= v A + oí X x BjA 

v s i = -2j + [wk x (0,2 sen 45° i — 0.2 eos 45°j)] 
üfli = -2j + 0.2ftj sen 45 /j + 0.2w eos 45' i 

Igualando las componentes i y j obtenemos 

v B = 0.2a) eos 45° 0 = — 2 4- 0.2w sen 45® 

Entonces, 

ai = 14.1 rad/s^ 

Va = 2 m/s — 

Como ambos resultados son positivos, las direcciones de v B y o» son 
correctas como se muestra en la figura 16-136, Debe enfatizarse que 
esos resultados son válidos sólo en el instante 8 = 45°. Un nuevo 
cálculo para 8 = 44° da x> H = 2.07 m/s vw = 14.4 rad/s; mientras que 
para 8 = 46 c , v B — 1-93 m/s y t» = 13.9 rad/s, etcétera. 

Ahora que la velocidad de un punto (A) sobre el eslabóu V la ve- 
locidad angular son conocidas, la velocidad de cualquier otro punto 
sobre el eslabón puede ser determinada. Como un ejercicio, vea si 
puede aplicar la ecuación 16-16 a los puntos A y C o a los puntos B 
y C y muestre que cuando 8 - 45", v c = 3.16 m/s, dirigida afí — 18.4" 
hacia arriba desde la horizontal. 



y 



Mr, 16- 1 3 
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EJEMPLO 16.7 




Ají 



Movimiento relativo 
iu 

Fie. 16-14 


El cilindro mostrado en la figura 16-14u rueda sin deslizar sobre la 
superficie de una banda transportadora que se mueve a 2 pies/s. 
Determine la velocidad del punto A. El cilindro tiene velocidad an- 
gular, en el sentido de las manecillas del reloj, tu — 1.5 rad/s en el 
instante mostrado. 

Solución I (Análisis vectorial) 

Como no ocurre deslizamiento, el punto B 
sobre el cilindro tiene la misma velocidad que la banda transpor- 
tadora. figura 16-146. Además, la velocidad angular del cilindro es co- 
nocida. por lo que podemos aplicar la ecuación de velocidad a B. e! 
punto base, y a A para determinar v A . 

Ecuación de velocidad. 

Va = v ft + 40 ^ r AiB 

(C-i)d + («/Ojj = 2i + M5k) x (—0.51 + Q. 5 j) 

(*U)*> + (Ci) r j = 2i + 7.50j + 7.50i 

de manera que 

(í/a)* = 2 + 7.50 = 9.50 pies/s (l) 

( v A)y - 7-50 pies/s (2) 


Entonces,, 


«a - V(95Ü) 2 + (7.50) 2 = 12.1 pies/s 


0 = tan" 1 ^ = 
y.5U 


Ri*sp. 

Resp. 


Solución il (Análisis escalar) 

Como un procedimiento alternativo, las componentes escalares de v, t 
~ V H + v a b pueden obtenerse directamente. A partir def diagrama 
cinemático que muestra el movimiento relativo "circular” v 4 n , figu- 
ra ! 6- 14c. tenemos 


v A;R - ior A fí - (15 rad/s) ^ c J s ^_ 0 ^ - 10.6 pies/s 


* 4y 


Así, 


V ,1 = v fi + V A/B 



+ [C v A)y 


2 pies/s 

+ 

10.6 pies/s 

- - 

i T . 


i * 




Al igualar las componentes .v y y tenemos tos mismos resultados que 
antes, esto es, 


(M 

(+t) 


{v A ) x = 2 + 10.6 eos 45 u = 9.50 pies/s 
(t^) r = 0 + 10.6 sen 45 = 7.50 pies/s 
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EJEMPLO 16.8 


El collar C mostrado en la figura 16-15r/ se mueve hacia abajo con 
velocidad de 2 m/s. Determine las velocidades angulares de CB y A B 
en este instante. 

Solución I (Análisis vectorial) 

El movimiento hacia abajo de C ocasiona 
que B se mueva hacia la derecha. Además, CB y AB giran en senti- 
do contrario al de las manecillas de! reloj. Para encontrar la solución, 
escribiremos la ecuación cinemática apropiada para cada eslabón. 

licuación de velocidad 

' (movimiento piano general): Vea la figura 16- 15b. 

^ y a ** y c + «c b x r mc 

Vfti = -2j + toen k X (0.21 - 0.2j) 
fc’/ji = — 2j + G.2ta f B j + n.2w Cff i 

v B = 02ü, ctt (1) 

0 = —2 -f 0.2<a t - B (2) 

tiicn ~ 10 rad/s^ 
v tí = 2 m/s -+ 

(rotación con respecto a un eje fijo): Vea la figura 16- 15c. 

v fl = <*>ab x X H 
2i = a> AB k X (-0.2|) 

2 - 0.2w,i a 

ui Af ¡ - 10 rad/s"¡ /?./> 

Solución II (Análisis escalar) 

Las ecuaciones de componentes escalares de v B = v c + v g/c pueden 
obtenerse directamente. El diagrama cinemático mostrado en la figu- 
ra 16- 1 5r¿ muestra el movimiento relativo “circular" v fl c _ Tenemos 


v » = v c + v BC 


v fí 


_ [2 m/s 
’ .1 


+ 


w tB (0.2V2 m) 

v»45 : 


Resolviendo esos vectores en las direcciones x y v resulta 

( ^ ) v fí = 0 + w CB (0.2\/2 eos 45") 

(+ ? ) 0 = -2 + íü CB ( 0.2 V2 sen 45°) 

que son los mismos resultados obtenidos con las ecuaciones 1 y 2. 


í c = 2 m/s 



0.2 m 



(h) 


ü.2 tTJ 




Met imiento relativo 

w> 

líg. 16-15 


325 
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La barra AB del mecanismo mostrado en la figura 16-1 6o tiene velo- 
dg- cidad angular, en el sentido de las manecillas del reloj, de 30 rad/s 

cuando 6 ~ 60". Determine las velocidades angulares del miembro 
MÉ Mtt BC y de la rueda en este instante. 


(al 



Hctíüc 


Km 


(rotación con respecto a un eje fijo): 
v b = ío ab x 

= (-30k) x (0.2 eos 60°i + 0.2sen60 D j) 
= {5.20i — 3,Gj) m/s 

(movimiento plano general): 

v c - x Tas 

v c Í « 5.20i - 3.0| + (£» ec k) x (0.2i) 

%i — 5.20Í + {O.Iojgc — 3.0 )j 
v c = 5.20 m/s 
0 - 0.2w fíC - 3.0 
(o BC = 3 5 rad/s 1 ! 

(rotación con respecto a un eje fijo); 

V = oíd X te 
5.20i = (a¿k) X (-O.lj) 

5.20 = O.Iíüí, 
cup ~ 52 rad/s"¡ 


Resp 


Resp. 


Ilición (Análisis vectorial) 

Por inspección, las velocidades de los pun- 
tos B y C son definidas mediante la rotación del eslabón AB y de 
la rueda con respecto a sus ejes fijos. Los vectores de posición y la 
velocidad angular de cada miembro se muestran en el diagrama ci- 
nemático que aparece en la figura 16-166. Para resolver el palo- 
ma, escribiremos la ecuación cinemática apropiada para^cada 
miembro. 


Observe que. por inspección, figura 16-16a, v B — (Ü,2)(3Ü) = 6 m/s, 
"ñ; 311 y v c están dirigidas hacia la derecha. Como un ejercicio, use 
esta información y trate de obtener coge aplicando v f - = v B + v C:¡i 
usando componentes escalares. 
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PROBLEMAS 

- En cí instante mostrado, el humerang tiene velo- 
cidad angular <*> — 4 rad/s. y su centro de masa G tiene 
velocidad % = 6 puíg + /s. Determine la velocidad del pun- 
to B en este instante. 



j ; L El cigüeñal AB está girando a 500 rad/s alre- 
dedor de un eje fijo que pasa por A. Determine la rapi- 
dez del pistón P en el instante que esta en la posición 
mostrada. 



El engrane piñón A rueda sobre la cremallera 
Fija B con velocidad angular ¿a = 4 rad/s. Determine la 
velocidad de la cremallera C. 

El engrane piñón A rueda sobre cremalleras. Si B 
se está moviendo hada ¡a derecha a 8 pies/s y C se está 
moviendo hada la izquierda a 4 pies/s, determine la velo* 
ctdád angular del piñón y la velocidad de su centro .4. 


C 



El mecanismo f armador está diseñado para dar 
ün golpe cortante lento y tener un rápido retorno a una 
hoja unida al deslizador colocado en C. Determine la ve- 
locidad del bloque deslizador C en el instante 0 — fi() r si 
el eslabón AB está girando a 4 rad/s. 

Determine la velocidad del bloque desliza ble 
ubicado en C en d instante 8 — 45\ si el eslabón AB 
está girando a 4 rad/s. 



Prnfo* 16-51 


rrribs, 16-54/55 
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'■ Lf velocidad del bloque deslizable C es de 4 
P¡ es / s hacia arriba por la ranura inclinada. Determine la 
velocidad angular de los eslabones AH y BC y la veloci- 
dad del pumo B en el instante mostrado. 


/T vV ' 

1,, ' 5íí - Si d eslabón AB está girando a m AB = 3 rad/s. 
determine la velocidad angular del eslabón CD en el ins- 
tan te mostrado. 




- Si d bloque ubicado en C se está moviendo ha- 
cia abajo ;t 4 pie* s. determine la velocidad angular de la 
barra AB en el instante mostrado* 


Priíb. I b-5$ 


1 ( i-5 u El engrane planetario A está articulado en B. El 
eslabón BC gira en el sentido de las manecillas del reloj 
con velocidad angular de 8 rad s. mientras que la crema 
llera exterior gira en sentido contrario con velocidad 
angular de 3 rad/s. Determine la velocidad angular del 
engrane A. 



r<- = 4 piés/s 



oí = 2 rflítív 


Prob_ 16-57 


Prolt. 16-59 
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i £ - 'L La rotación del eslabón AB crea un movimien- 
to oscilatorio del engrane F, Si AB tiene velocidad angu- 
lar de ó» A jj¡ = 6 rad/s, determine la velocidad angular del 
engrane F en el instante mostrado. El engrane E está uni- 
do rígidamente al brazo CD y articulado en D a un pun- 
to fijo, 



r ' En el instante mostrado, el camión está viajando 
hada la derecha a 3 m/s, mientras que d tubo está ro- 
dando en sentido contrario al de las manecillas del reloj 
a ut — 8 rad s sin deslizar en B. Determine la velocidad 
del centro G del tubo. 

■ - ~ En el instante mostrado, el camión está viajando 
hacia la derecha a 8 m/s. Si e! carrete no resbala en B , 
determine su velocidad angular si su centro de masa G 
parece permanecer estacionario a un observador aposta- 
do en e! suelo. 



Prcbs* 16— GI 62 


El sistema planetario de engranes se usa en una 
transmisión automática para un automóvil. Bloqueando 
o liberando ciertos engranes, el sistema tiene la ventaja 
de poder operar el auto a diferente rapidez. Considere el 
caso donde el engrane anular R se mantiene fijo, - 0, 
v el engrane sol S está girando a ut s - 5 rad/s. Determi- 
ne Ja velocidad angular de cada uno de los engranes pla- 
netarios P y de la flecha A, 



1 n-f 4 Si el eslabón AB está girando alrededor del pa- 
sador ubicado en A con velocidad angular = 5 rad/s, 
determine las velocidades de los bloques C v F. en el ins- 
tante mostrado. 
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<*' <<?. Si el disco D tiene velocidad angular constante 
Mu = 2 rad/s. determine la velocidad angular del disco A 
en el instante tí = 60 . 



; la velocidad angular del eslabón AB es a> AE = 

Trad/s. determine la ve-locidad del bloque en el punto C 


y la velocidad angular del eslabón conectar CB en el íns- 
tame 6 = 45’ y á = 30 n . 


Prut). 16-65 



Pruti. 16-67 




■ La bicicleta tiene velocidad » = 4 pies/s, y en el 
mismo instante la rueda trasera tiene una velocidad an- 
gui atCtar el sentido deTasTrianecillas del reloj, w = 3 rad /s 
que la liaos deslizar en su punto de contacto A. Determi- 
ne la velocidad del punto A. 


' Si el extremo de la cuerda es jalado hacia aba- 
jo con rapidez n c = 120 trnn/s. determine las velocidades 
angulares de las poleas Ay B y la rapidez del bloque D. 
Suponga que la Cuerda no resbala sobre las poleas. 



Pnih. 16-66 


Prijlt. tti-68 
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En el instante mostrada el camión está viajando 
liada la derecha a Hí m/s, mientras el tubo está rodando 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj a tu = 
2 1 rad/s sin deslizar en B. donde f está en segundos. De- 
termine la velocidad del centro G del tubo como función 
del tiempo. 

En el instante mostrado, el camión está viajando 
hacia la derecha a 12 m/ s. Si el tubo no resbala en B . de- 
termine su velocidad angular si a un observador situado 
en el suelo le parece que su centro de masa G se mue- 
ve hacia la derecha a 3 m/s. 



16-W/70 


Parte de una transmisión automática consta 
de un engrane anular fijo R „ tres engranes planetarios 
iguales P. el engrane sol ¿\ y el portador de planetas C 
que se muestra sombreado. Si el engrane sol está giran- 
do a Wy = ó rad /s, determine la velocidad anguIaT del 
portador de planetas. Observe que C está conectado por 
medio de un pasador al centro de cada uno de los engra- 
nes planetarios. 



IWi. 16-72 


En la figura se muestra la vista superior de una 
ventana de servicio automático en un restaurante de co- 
mida rápida. Duran le la operación, un motor impulsa al 
eslabón CB, conectado mediante un pasador, con veloci- 
dad angular = 0,5 rad/s. Determine la velocidad del 
extremo .4 en el instante mostrada el extremo se mue- 
ve a lo largo de la guía ranurada. 


El mecanismo que se muestra se usa en una 
máquina remachadora. Consta de un pistón impulsor A, 
tres eslabones y un remachador unido al bloque desli- 
zable D. Determine la velocidad de D en el bastante 
mostrado, cuando el pistón instalado en A está viajando 
a v A = 20 m/s. 



Prob. 16-71 


Pro b. 16-73 
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!í>-74. En una transmisión de automóvil los piñones pla- 
netas A y B giran sobre flechas que están montadas so- 
bre el portador CD de los piñones planetas. Como se 
muestra. CD está unido a una flecha en F. alineada con 
el centro del engrane sol fijo 5. Esta Hecha no está uni- 
da al engrane sol Si CD está girando a tn CD = S rad/s. 
determine la velocidad angular del engrane anular R. 


Si el bloque deslizable A se está moviendo ha- 
cia abajo a t.^ — 4 m/s. determine las velocidades de los 
bloques B y C en el instante mostrado. 



l’rob, 16-74 


•- El motor de dos cilindros está diseñado de ma- 
nera que los pistones se conectan al cigüeñal BE usan- 
do una barra maestra ABC y una barra articulada AD. 
Si el cigüeñal está girando a io = 30 rnd/s, determine 
las velocidades de los pistones C y D en el instante 
mostrado, 


Los animales mecánicos de juguete a menudo 
usan un mecanismo para caminar como d que se mues- 
tra idealizado en la figura. Si la manivela impulsora AB 
es movida por un motor de resorte en tal forma que 
w ah - 5 rad s. determine la velocidad de la pata trasera 
E en el instante mostrado. Aunque no es parte de este 
problema, el extremo superior de la pierna delantera 
tiene una guía ranurada que esta constreñida por el pa- 
sador fijo en G. 




Prob. 16-7? 


Prnb. 16-77 
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16.6 Centro instantáneo de velocidad cero 


La velocidad de cualquier punto B ubicado sobre un cuerpo rígido puede 
obtenerse en una manera muy directa si se elige el punto base A como 
un punto que tiene velocidad cero en el instante considerado. En este 
caso. v A = 1), y por tanto la ecuación de velocidad, \ Li — y A + <u x r fl A . 
toma la forma v B — oí x t B/A . Para un cuerpo con movimiento plano 
general, el punto A seleccionado de esta manera se llama centro instan- 
táneo de velocidad cero {Ci), y se encuentra sobre el eje instantáneo de 
velocidad cero . Este eje es siempre perpendicular al plano del movimien- 
to, y la intersección del eje con este plano define la ubicación del Ci. 
Como el punto A coincide con el CI. entonces v B - oj x r B r¡ , y así el 
punto B se mueve momentáneamente alrededor del Cíen una trayecto- 
ria circular^ en otras palabras, el cuerpo parece girar con respecto al eje 
instantáneo. La magnitud de v B es simplemente - tar B ¡a- donde m es 
la velocidad angular del cuerpo. Debido al movimiento circular, la direc- 
ción de v B debe ser siempre perpendicular a £¡. 

Por ejemplo, considere la rueda mostrada en la figura 16-17«. Si rue- 
da sin deslizar, entonces el punto de contacto con el suelo tiene velocidad 
cero. Por tanto, este punto representa el CI para la rueda, figura 16-1 Ib. 
Si suponemos que la rueda está momentáneamente articulada en este 
punto, las velocidades de los puntos B. C , O. etc,, pueden encontrarse 
usando r = ior. Aquí las distancias radiales r B ¡ Ch r C /& y r ojcr> mostra- 
das en la ligura 16-1 7b. deben ser determinadas partiendo de la geome- 
tría de la rueda. 



(a) 



ibi 


Fig* líi“Í7 



El CI para esta bicicleta está en el sue- 
lo, Ahí los rayos son algo visibles, mien- 
tras q tk& en la parte superior de la rueda 
se ven borrosos. Qhsene también cómo 
los punios sobre las porciones laterales 
de la rueda se mueven como lo muestran 
sus velocidades. 


- 333 


ü}r r/ti 
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Fí£. lft-18 


Para localizar el CI podemos usar el hecho de que la 
velocidad de un punto sobre el cuerpo es siempre perpendicular al vector 
de posición relativa que se extiende desde el Cl hasta el punto. Existen 
varias posibilidades: 


• Dada la velocidad v. ( de un punto A sobre el cuerpo, y la velocidad 
angular ai del cuerpo, figura 16-1 8a. En este caso, el Cl está ubicado a 
lo largo de la línea dibujada perpendicularmente a en A. de tal 
forma que la distancia desde A hasta el CI es r A ¡ c¡ = v A /te. Obser- 
ve que el CI se encuentra arriba a la derecha de A ya que debe 
generar una velocidad angular to en el sentido de las manecillas del 
reloj con respecto al CI. 

• Dadas las lineas de acción de dos velocidades no paralelas v, t y v fl . fi- 
gura 1 6-IRh. En los punios Ay B, estructure segmentos de línea que 
sean perpendiculares a y Vf¡. La extensión de esas perpendicula- 
res hasta su punto de intersección , como se muestra, localiza el Cl en 
el instante considerado. 

• Dada la magnitud y la dirección de dos velocidades paralelas v ., y v B . 
Aquí se determina la ubicación del CI por medio de triángulos seme- 
jantes. Se muestran ejemplos en las figuras 16-18c y d. En ambos 
casos r AiCi = v A >r y r H:(:¡ - v BhíJ . Si d es una distancia conocida entre 
los puntos A y B , entonces en la figura 16-18c, r A /a + r{ti C ¡ = d. y en 
la Figura 16-lSrí. r B !C ¡ — r A ¡ c¡ — d. Como un caso especial, observe 
que si el cuerpo se está trasladando, v A - v ñ , entonces el Cl estará 
ubicado en el infinito, entonces r A tC1 — r BC] » co. Si este es el ca- 
so, w - {v A /r A jci) ~ ( v b/ t b¡Cj) - ” 0, como se esperaba. 


t 
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Observe que el punto elegido como centro instantáneo de velocidad 
cero para el cuerpo sólo puede jasarse para un instante de tiempo ya que 
el cuerpo cambia su posición de un instante al siguiente. El lugar geo- 
métrico de los puntos que definen la ubicación del CI durante el movi- 
miento del cuerpo se llama centrode , figura ló-lBa, y así cada punto del 
cenirode actúa como C i para el cuerpo sólo por un instante. 

Aunque el CI puede ser convenientemente usado para determinar la 
velocidad de cualquier punto en un cuerpo, generalmente no tiene acele- 
ración cero \\ por tanto, no debe usarse para encontrar las aceleraciones 
de puntos en un cuerpo. 


Al deslizarse la tabla hacia abajo aja iz- 
quierda, queda sometida a un movimien- 
to general plano. Como las direcciones 
de las velocidades de sus extremos A y 
B son conocidas, el CI está ubicado como 
se muestra, En este instante. la tabla gira- 
rá momentáneamente alrededor de este 
pumo. Dibuje la tabla en diversas posi- 
ciones, establezca d Ci para cada caso, 
y esboce el centrode. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Lá velocidad de un punto sobre un cuerpo sometido a movimien- 
to plano general puede ser determinada con referencia a su cen- 
tro instantáneo de velocidad cero siempre que la ubicación del CI 
sea establecida primero usando uno de los tres métodos descritos 
arriba. 

Como se muestra en el diagrama cinemático en la figura 16- 19. el 
cuerpo es supuesto como "extendido y articulado” en el Cl de tal 
manera qué, en el instante considerado, gira con respecto a este 

pasador con su velocidad angular w. 

■- 

La magnitud de la velocidad para cada uno de los puntos arbitra- 
rios A, B y C sobre el cuerpo puede ser determinada usando la 
ecuación v = <i>r. donde r es la distancia radial desde el CI hastá 
cada punto. 

i , 

La linea de acción de cada vector velocidad v es perpendicular a 
su línea radial asociada r, y la velocidad tiene un sentido de direc- 
ción que tiende a mover el punto de manera consistente con la 
rotación angular o> de la línea radial, figura 16-19. 



a> r wa 


^'A- ar Á/a 


I c — (Ot'ori 


Fíg, 16-19 
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EJEMPLO 16.10 


Muestre cómo determinar la ubicación del centro instantáneo de ve- 
locidad cero para (a) el miembro BC mostrado en la figura 1 6-20#; y 
(b) para el eslabón CB mostrado en ta figura 16-206. 




(ci 









'at 






Solución 

Como se muestra en la figura 16-20a, el punto tí tiene una 
velocidad v B que es causada por la rotación del eslabón AB en ei 
sentido de las manecillas del reloj. El punto tí se mueve en una tra- 
yectoria circular tal que v s es perpendicular a A tí, v actúa entonces 
a un ángulo B con la horizontal como se muestra en la figura ló-2üc. El 
movimiento del punto tí causa que el pistón se mueva hotizotitaltuett- 
te hacia adelante con velocidad v ( . Cuando se trazan líneas perpen- 
diculares a v fí y v c , figura 16-20c, éstas se cortan en el CI. 

Los puntos tí y C siguen trayectorias circulares de movi- 
miento ya que cada una de las barras AB \ DC está sometida a rota- 
ción con respecto a un eje fijo, figura 16-20/?. Como la velocidad es 
siempre tangente a la trayectoria, en el instante considerado. v ( sobre 
la barra DC y v g sobre la barra A tí están dirigidas veri icalmen te ha- 
cía abajo, a lo largo del eje del eslabón CB. figura lñ-20d. Líneas 
radiales dibujadas perpendicul ármente a esas dos velocidades forman 
líneas paralelas que se corlan en el "infinito”, esto es r c a — » o© y 
r B¡ct oo. Entonces, <o CB — (v ( _ /r c Cl ) — — 0. En consecuencia, la 
barra CB se traslada momentáneamente. Sin embargo, un instante 
después, CB se moverá a una posición inclinada, causando que el cen- 
tro instantáneo se traslade a alguna ubicación finita. 
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EJEMPLO 16.11 


El bloque D mostrado en la figura 16-21 « se mueve con rapidez de 
3 m/s. Determine las velocidades angulares de los eslabones BD y 
AB, en el instante mostrado. 



la) 

Fíg. 16-21 


Solución 

Conforme D se mueve hacia la derecha, causa que el brazo AB gire 
en el sentido de las manecillas del reloj con respecto al punto A. Por 
tanto. está dirigido perpendicularmente a AB. El centro insiautáneo 
de velocidad cero para BD se localiza en la intersección de ía línea de 
segmentos dibujada perpendicularmente a v a y v D . figura 1 6-21 b. Por 
geometría. 

fe/a — 0.4 tan 45°m = 0.4 m 
0.4 m 


r D/CI ~ 


eos 45° 


= 0.566 m 


Como la magnitud de \ D es conocida, la velocidad angular del esla- 
bón BD es 


“«o 




3 m/s 


r D>a 0.566 m 


5.30 rad/s^ 


Rcap. 


La velocidad de B es, por tanto. 

v B = <o finirán) = 5.30 rad/s(0.4 m) = 2.12 m/s 
A partir de la figura 16-2 le, la velocidad angular de AS es 

Vf, 2.12 m/s 


<a AB - 


r »/A 


U.4 m 


5.30 rad/sj 


Resp. 



(b) 



(c) 
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EJEMPLO 16.12 



tb) 


El cilindro mostrado en la iigura 16-22 íj rueda sin deslizar entre las 
dos placas móviles E y D. Determine la velocidad angular del cilin- 
dro y la velocidad de su centro C en el instante mostrado. 


¿'¡7 = 0.25 m/s 



(a) 


re- 


solución 

Como no ocurre ningún deslizamiento, los puntos de contacto Ay B 
sobre el cilindro tienen las mismas velocidades que las placas E y D, 
respectivamente. Además, Las velocidades v, t y v /f son paralelas, de 
modo que. por la proporcionalidad de los triángulos rectos, el Cl está 
ubicado en ua punto sobre la línea AB. figura 16-226. Suponiendo 
que este punto está a una distancia x de B. "tenemos 

«s = fux\ 0,4 m/s = ojx 

v A - “(0.25 m - x): 0.25 m/s - co(0.25 m - x) 

Dividiendo una ecuación entre la otra se elimina y se obtiene 

0.4(0.25 - x) = 0,25x 
0.1 


x 


0.65 


0.154 m 


Por consiguiente, la velocidad angular del cilindro es 

v B 0.4 m/s 

« = — = v T 1g / = 2.6Ü rad/sj 
x 0.154 ni 

La velocidad del punto C es, por tanto. 

Ve - Wctcí ~ 2.60 rad/s (0.154 m — 0.125 m) 
= 0.0750 m/s «- 


Besp. 


fteso, 
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PROBLEMAS 

Resuelva el problema 16-51 usando el método 
del centro instantáneo de velocidad cero. 

16*74 Resuelva el problema 1 6-54 usando d método 
del centro instantáneo de velocidad cero, 

:■ Resuelva el problema 16-6Ü usando el método 
dd centro instantáneo de velocidad cero. 

Resuelva *d problema lfi-61 usando el método 
del centro insta maneo de velocidad cero. 

16-82, Resuelva el problema 16-62 usando el método 
del centro instantáneo de velocidad cero. 

Í4-; . Resuelva d problema 16*63 usando el método 
( dd centro instantáneo de velocidad cero. 

’ i. Resuelva d problema 16*65 usando el método 
del centro instan i aneo de velocidad cero. 

16-85. Resuelva d problema 16*66 usando el método 
dd centro instantánea de velocidad cero. 

En cada caso muestre gráficamente cómo locali- 
zar el centro instantáneo de velocidad cero del eslabón 
AB> Suponga que se conoce ta geometría. 


3 

El mecanismo de retomo rápido está diseñado 
para dar un golpe cortante lento y tener un rápido retorno 
a una hoja unida al deslizador colocado en C. Determine 
la velocidad angular del eslabón CR en el instante mos- 
trado si el eslabón AR está girando a 4 rad/s. 



Proti. Iá-N7 


En el instante mostrado, el disco está girando a 
tu = 4 rad s. Determine las velocidades de los puntos A 
B y C. 




tu — 4 rud'í 


Prnli. 1 6 - 8 íi 


Prtilt. lá-KK 
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I Los rodillos ruedan sobre sus cubos sin deslizar 

sobre la superficie horizontal. Si la velocidad del centro 
de la rueda es v c = 2 pies/s hacia la derecha, determi- 
ne las velocidades de los puntos A y B en el instante 
mostrado. 


' -"(i. Si el eslabón AB está girando a = 6 rad *>, 
determine las velocidades angulares de los eslabones B( 
y CD en el instante tí = 6ü“. 



Proh. 16-R9 



l’rob. IÍ.-VI 


ji'-'-i*. Si el eslabón CD tiene velocidad angular <u^¡, — 
6 rad/s. determine la velocidad del punto E sobre el 
eslabón BC y la velocidad angular del eslabón AB en 
ei inflante mostrado. 


: Determine la velocidad angular del eslabón A fi 
en el instante mostrado si el bloque C se está moviendo 
hacia arriba a 12 pulg./s. 




Priih. 16— Mil 


Pnili. 1 6-02 
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ló-93. Al viajar el auto hacia delante a 80 pies/s sobre 
un camino mojado, debido al deslizamiento, las ruedas 
traseras tienen velocidad angular m = lüí) rad/s. Deter- 
mine la rapidez de los puntos A, B y C causada por el 
movimiento. 



Pro!*. I6-4H 


X 

í 6-94 Se sabe que la velocidad angular dd eslabón A/? 
es ü) AB = 4 rad /&. Determine la velocidad del collar en el 
punto C y la velocidad angular del eslabón CB cu el ins- 
tante mostrado. El eslabón CB está en posición horizon- 
tal en este instante. 

16-95. Si el collar instalado en C se está moviendo 
hacia abajo y a la izquierda a v c — 8 m/s, determine la 
velocidad angular del eslabón AB en el instante mos- 
trado. 



Debido al deslizamiento, los pumos A y B sobre 
el borde dd disco tienen las velocidades mostradas. Deter- 
mine las velocidades del punto C centra] y del punto D 
en este instante. 

lf .-97, Debido al deslizamiento, tos puntos A y B sobre 
el borde del disco tienen las velocidades mostradas. De- 
termine las velocidades del punto central C y del punto 
E en este instante. 


i ñ - 10 pies/s B 



Protis, 


b El mecanismo usado en un motor marino consta 
de un solo cigüeñal AB y dos bielas BC y BD. Determine 
la velocidad del pistón colocado en C cuando el cigüeñal 
está en la posición mostrada y tiene velocidad angular de 
5 rad/S. 

1 f J El mecanismo usado en un motor marino consta 
de un solo cigüeñal AB y dos bielas BC y BD, Determine 
la velocidad del pistón colocado en D cuando el cigüeñal 
está en la posición mostrada y tiene velocidad angular de 
5. rad/s. 



Prnbs 16-94/95 


Prob% 16-98/99 
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16-100. Lü placa cuadrada está confinada dentro de las 
ranuras en Ids puntos /I y B , Cuando 0 = 3ÍP, el punto A 
se está moviendo a = B m/s, Determine la velocidad 
dd punto C cu este instante. 

tfi-JOI. La placa cuadrada está confinada dentro de las 
ranuras cu los puntos A y B. Cuando fJ = W\ el punto A 
se está moviendo a Va = 8 m/s. Determine ía velocidad 
del punto Den este instante. 


( ' i i. El mecanismo produce un movimiento intermi- 
tente del eslabón AM\ Si la rueda dentada S está girando 
con velocidad angular w, = 6 rad/s, determine la velocidad 
angular del eslabón AB en este instante. La rueda dentada 
S se encuentra montada sobre una flecha que está se- 
parada de una flecha colincaJ unida a A B en A. El pa- 
sador situado en C está unido a uno de los eslabones de 
la cadena. 


£> 



S m/s 

. Probs. 16—100/101 


16-102. El tren cpícíclíco de engranes es impulsado 
por el eslabón giratorio DE, que tiene velocidad angular 
to m ~ 5 rad/s. Si el engrane anular F está fijo, determi- 
ne las velocidades angulares de los engranes A. B y C. 




Prut*. 16-103 


- " ■ • Los eslabones similares AB y CD giran con 
respecto a ios pasadores fijos en 4 y C. Si AS tiene ve- 
locidad angular — 8 rad/s, determine la velocidad 
angular de BDP y la velocidad del punto P, 



Prob. 16-102 


Prob* 16-104 
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16.7 Análisis de movimiento relativo: Aceleración 

Una ecuación que relaciona las aceleraciones de dos puntos sobre un 
cuerpo rígido sometido a movimiento plano general puede ser determi- 
nada diferenciando la ecuación de velocidad v¡¡ — y A -t- v fi ,, con res- 
pecto ai tiempo. Esto da 


dv B _ d\ A dv & ia 

dt di + di 

Los términos dv H ¡dt - a fí y d\ A /dt = a 4 son medidos desde un conjunto 
de ejes' fijos x, y. y representan las aceleraciones absolutas de los puntos 
B y A. El último término representa la aceleración de B con respecto a 
A medida por un observador fijo a ios ejes en traslación x‘, y' que tie- 
nen su origen en el punto base A. En la sección 16.5 se mostró que a este 
observador le parece que el punto B se mueve por un arco circular que 
tiene radio de curvatura r B A . En consecuencia. A puede ser expresa- 
da en términos de sus componentes de movimiento tangencial v normal; 
esto es. a 3 ,, 4 = (a* A ), + {a * :A } n . donde (a BlA ), = ar B!A y {a B A ) n = 
urr H 4 . Por consiguiente, la ecuación de la aceleración relativa puede ser 
escrita en la forma 


a í? - a a + ( a a,vs)í + ( a fl/a)« 


( 16 - 17 ) 


donde 



Trayectoria 

4 


Trayectoria 
Movimiento plano general dl?l 

m 


« a 



Tra Éláción 


a B = aceleración del punto B 


(b) 


a 4 = aceleración del pumo A 

( a a..-i)f “ componente de aceleración tangencial relativa de "B con res- 
pecto a A'\ La magnitud es { a BjA ), = ar B /t . y la dirección es 
perpendicular a r B A . 

(a^ ,rí„ — componente de aceleración normal relativa de "B con respec- 
to a A". La magnitud es (a B Á ) n — w~r B A , y la dirección es 
siempre de B hacia A, 

Cada uno de los cuatro términos que aparecen en la ecuación 16-17 
está representado gráficamente en los diagramas cinemáticos mostra- 
dos en la figura 16-23. Aquí se ve que en un instante dado la acelera- 
ción de B , figura 16-23«. es determinada considerando que el cuerpo 
se traslada con aceleración a ;1 . figura 16-23/>. y gira simultáneamente 
con respecto al punto base A a velocidad angular instantánea to y 
aceleración angular a. figura 16-23 í\ La adición vectorial de esos dos 
efectos, aplicados a B. resulta en a B . como se muestra en la figura 16-23d. 
En la figura 16-23 íj debe observarse que. como los puntos A y B se 
mueven de acuerdo con trayectorias curvas , las aceleraciones de esos 
puntos tendrán componentes tangencial y normal. (Recuerde que la ace- 
leración de un punto es tangente a la trayectoria sólo cuando la trayec- 
toria es rectilínea o cuando se trata de un punto de inflexión sobre 
una curva.) 



RoUL-ión ton respecto 
ai punto I lase A 


fe) 



Fíg. lfr-23 
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<b> 




Ftg. 16-24 



Como las componentes de aceleración relativa representan el efecto 
de movimiento ci radar observado desde los ejes en traslación con ori- 
gen en el punto base A. estos términos pueden ser expresados como 

i) f — o X r s ^ y ( a ¿t ^ ecuación 16-14. Por consiguien- 
te. la ecuación 16-17 toma la forma 


donde 

a 

íi> 

Tb/a 


a s - a , + a x r B/A - <o 2 r n/A 


(16-18) 


aceleración del pumo tí 

aceleración del punto base A 

aceleración angular del cuerpo 

velocidad angular del cuerpo 

vector de posición relativa dibujado de A a B 





Fig* 16-35 


Si las ecuaciones 16-17 o 16-18 son aplicadas de manera práctica al 
estudio dei movimiento acelerado de un cuerpo rígido que está conec- 
tado mediante un pasador a dos otros cuerpos, debe observarse que los 
puntos que coinciden en si pasador se mueven con la misma aceleración, 
ya que la trayectoria del movimiento sobre la que viajan es la misma. 
Por ejemplo, el punto tí sobre la barra AB. o BC, del mecanismo mos- 
trado en la figura 16-24u tiene la misma aceleración, ya que las barras 
están conectadas mediante un pasador colocado en tí. Aquí el movi- 
miento de tí es conforme a una trayectoria curva , por lo que a R puede 
ser expresada en términos de sus componentes tangencial y normal. En 
el otro extremo de la barra BC, el punto C se mueve a lo largo de una 
trayectoria de línea recta , la cual está definida por el pistón. Por consi- 
guiente. a c es horizontal, figura 16-246. 

Si dos cuerpos están en contacto uno con otro sin deslizar, y los pumos 
en contacto se mueven a lo largo de trayectorias diferentes . las componen- 
tes de aceleración tangencial de los puntos serán las mismas '. sin embargo, 
las componentes normales no serán las mismas. Por ejemplo, considere 
los dos engranes acoplados que muestra la figura l6-25a. El punto A está 
ubicado sobre el engrane i? y un punto coincidente A' se localiza sobre 
el engrane C. Debido ai movimiento rotatorio, (a 4 ), = (a /r ),;sin embar- 
go, como ambos puntos siguen trayectorias curvas diferentes, (a ,)„ * 
(*,r)» y por tanto a A ¥ a,¡ ■, figura 16-256. 
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PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

La ecuación de la aceleración relativa puede ser aplicada entre dos 
puntos cualesquiera, A y B, sobre un cuerpo usando análisis carte- 
siano vectorial, o escribiendo directamente las ecuaciones de com- 
ponentes escalares a- y y. 

Análisis de velocidad, 

Determine la velocidad angular tu del cuerpo usando un análisis 
de velocidad como el presentado en las secciones 16.5 o 16.6. De- 
termine también las velocidades y de los puntos A y B si 
estos puntos se mueven por trayectorias curvas. 

ANALISIS VECTORIAL 
Diagrama cinemático. 

• Establezca las direcciones de las coordenadas fijas x. y y dibuje el dia- 
grama cinemático del cuerpo. Indique en éste a r4 . a B . tu. a. y t b ¡ a . 

• Si los puntos A y B se mueven por trayectorias curvas, entonces sus 
aceleraciones deben ser indicadas en términos de sus componentes 
tangencial y normal. esto es.a /V = (a*), - (a A ) n y a„ = {a B ) f + (a„) n . 

Ecuación de la aceleración. 

- Para aplicar a fl - + « x t b < a - urr fí A , exprese ios vectores en 

forma cartesiana y sustitúyalos en la ecuación. Evalúe el producto 
cruz y luego iguale las respectivas componentes i y j para obtener 
dos ecuaciones escalares. 

Si la solución proporciona una respuesta negativa para una magni- 
tud desconocida, ello índica que el sentido de dirección del vector 
es opuesto al mostrado en el diagrama cinemático. 

ANÁLISIS ESCALAR 
Diagrama cinemática. 

Si la ecuación a# = a„ + + (a BM )„ es aplicada, entonces 

las magnitudes y direcciones de las componentes de aceleración 
relativa (a s// i)„ deben ser establecidas. Para hacer esto, 

dibuje un diagrama cinemático como el mostrado en la figura 
16-23c. Ya que el cuerpo se considera momentáneamente “articu- 
lado" en el punto base A. las magnitudes son (a flM )i - «r e A y 
( a B/A)n " u^a/A- Su sentido de dirección se establece a partir del 
diagrama de tal manera que (a B y4 ), actúe perpendicularmente a 
r B A- de acuerdo con el movimiento rotatorio « del cuerpo, y («j i!A ) n 
esté dirigido de B hacia A.* 

Ecuación de la aceleración. 

Represente gráficamente los vectores en a s = + (a ñM ), 4- 

(a a . 4 ),, mostrando sus magnitudes y direcciones debajo de cada 
término. Las ecuaciones escalares son determinadas a partir de 
las componentes x y y de estos vectores. 

‘La notación a f , = a A + (a w puede ser útil para recordar 

que A sí; supone anicuiada 



Se muestra el mecanismo de apertura para 
una ven Tana, Aquí LA gira con respecto a un 
eje Fijo que pasa por C. y A B experimenta 
un movimiento plano general Como e! pun- 
ió A se mueve por una trayectoria curva, lle- 
ne dos componentes de aceteradón, mientras 
que el punto B se mueve a lo largo de una 
guía recta y la dirección de su aceleración 
está especificada. 
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iiflnlgm! 


rajffisiE 


1 . tA rrr 



Jll 




w ' 





> 4^ 

1 X 


ía} 



íb} 


- J 0 m - 




0 ) = 0.2S3 rad/s 

(c) 

n*. 16-2/1 


La barra AB mostrada en la figura 16-26^ está confinada a moverse 
a lu largo de ios planos inclinados en A y B , Si el punto A tiene ace- 
leración de 3 m/s 2 y velocidad de 2 m/s. ambas dirigidas hacia abajo 
por el plano en el instante en que la barra está horizontal, determine 
la aceleración angular de la barra en este instante. 

1 

Solución I (Análisis vectorial) 

Aplicaremos la ecuación de la aceleración a los puntos A y B so- 
bre la barra. Para esto, primero es necesario determinar la veloci- 
dad angular de la barra. Muestre que es te “ 0.283 rad/s ^ usando la 
ecuación de velocidad o eí método de los centros instantáneos. 

' . - i-hmmitU-o. Como los puntos A y tí se mueven ambos a 

lo largo de trayectorias rectas, no tienen componentes de aceleración 
normal a las trayectorias. Hay dos incógnitas en la figura ló-26£>, 
esto es, a B y a, 

Liuttdoti de Ut aceleración. Aplicando la ecuación 16-18 a los pun- 
tos A y tí sobre La barra, y expresando cada uno de los vectores en 
forma cartesiana, tenemos 

a a = «,i + ot x r BJA - orr n . A 

(lu eos 45 c i + a B sen 43 j - 3 eos 45 1 - 3 sen 45 j + (ok) x (10Í) - (Q.283) 2 (10i) 

Efectuando los productos cruz e igualando las componentes i y j 
resulta 

a B eos 45° = 3 eos 45" - (0.283 ) 2 { 10) (1 ) 

og sen 45° = -3 sen 45' + a(10) {2) 

Resolviendo las ecuaciones obtenemos 

a B = 1.87 m/s 2 / 45 ' 

o - 0.344 rad/s 2 *j R t ’s r . 

Solución II (Análisis escalar) 

Como procedimiento alternativo, las ecuaciones de componentes 
escalares 1 y 2 se pueden obtener directamente. A partir del diagra- 
ma cinemático, que muestra las componentes de aceleración relativa 
( a # /i)í y ( figura 16-26c, tenemos 


f a mh- ® r tvA 


=B» 


a a - a,, + (a^ A ), + (a flM ) n 




3 m/s 2 


- tí : 


+ 


qi( 10 m) 

■ t 


(0.283 rad/s) 2 ( 10 m)' 


Igualando las componentes x y y se obtienen las ecuaciones 1 y 2. y 
la solución procede como antes. 
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EJEMPLO 16,14 


En un instante dado, el cilindro de radio r. mostrado en la figura 
I6-27n. tiene velocidad angular cü y aceleración angular ve, Determi- 
ne la velocidad y la aceleración de su centro G si rueda sin deslizar. 

Solución (Análisis vectorial) 

Al rodar el cilindro, el punto G se mueve a lo largo de una línea recta, 
y el punto A, ubicado sobre el borde del cilindro, se mueve por una 
trayectoria cutvh llamada cicloide . figura 16-276. Aplicaremos Las 
ecuaciones de velocidad y aceleración a esos dos puntos. 

1 náltsh de velocidad. Como no ocurre deslizamiento, en el instante 
en que A toca el suelo, v A - tí. Así, a partir del diagrama cinemático 
mostrado en la figura I6-27c tenemos 

= v .4 t “ x l ’a/A 
= 0 + ( — ük) X (rj ) 

% = (1) ftesp. 

Este mismo resultado también se puede obtener directamente al ad- 
vertir que el punto A representa el centro instantáneo de velocidad 
cero. 

IVagrania 4 iticmúrico. La aceleración del punto G es horizontal ya 
que éste se mueve a lo largo de una trayectoria de línea recta. Justo 
antes que el punto A toque el suelo, su velocidad está dirigida hacia 
abajó a lo largo del eje y, figura 16-276, y justo después del contacto, 
su velocidad está dirigida hacia arriba. Por esta razón, el punto A em- 
pieza a acelerar hacia arriba cuando deja el suelo, figura 16-27d. Las 
magnitudes de a,, y son desconocidas. 

Ecuación de la aceleración. 

a G = a.4 + o: X t c/A - ü) Z r ofA 

a o * ~ «,-d + ( — ak) x (rj) — w 2 (rj) 

Evaluando el producto cruz e igualando las componentes i y j obte- 
nemos 


a G = ar 
a A - afr 


(2) ¡<c\//. 

( 3 ) 


Estos importantes resultados, es decir, v G = (ar y «g = ar. también 
fueron obtenidos en el ejemplo 16.4. Se aplican a cualquier objeto 
circular, tal como una bola, una polea, un disco, etc., que rueda sin 
deslizar. Además, el hecho de que a A = arr, indica que el centro ins- 
tantáneo de velocidad cero, o punto A, no es uñ punto de acelera- 
ción cero. 






Ftg» 16-27 
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EJEMPLO 16.15 


La bola rueda sin deslizar y tiene el movimiento angular mostrado 
en la figura 16-280. Determine las aceleraciones de los puntos B y 
A en esle instante. 


(bi 


Solución {Análisis vectorial) 

Usando tos resultados del ejemplo previo, el 
centro de la bola tiene una aceleración de a a = ar = (4 rad/s 2 )(0.5 
pies) = 2 pies/s 2 . Aplicaremos la ecuación de la aceleración a los pun- 
tos O y B y a ios puntos O y A. 

Ecuación de la aceleración. 

Para el punto ¿¡.figura 16-28&, 

a n = + « X r Bití - iü 2 r tí i 0 

a fl = -2i + (4k) X (0.51) - (6) 2 (0.5i) 

a fl = {“20i -i- 2jf pies/s 2 í<< 

Para el punto A, figura 16-28c, 

a a = a u + **" * r AiO ~ AiO 

a * - — 2i + (4k) X (0.5j) - (6) 2 (0.5j) 

& A ~ {-4¡ ~ 18j} pies/s 2 A‘i p. 
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16.16 


El carrete que aparece en Ja figura 16-29d se desenrolla de la cuerda, 
de tal modo que en ef instante mostrado tiene velocidad angular de 
3 rad/s y aceleración angular de 4 rad/s 2 . Determine la aceleración 
del punto B. 

Solución ( (Análisis vectorial) 

El carrete parece estar rodando hacia abajo sin deslizar en ei pun- 
to A. Por tamo, podemos usar los resultados del ejemplo 16.14 para 
determinar la aceleración del punto G, esto es, 

a a = ar = 4 rad/s 2 (0.5 pies) = 2 pies/s 2 

Aplicaremos la ecuación de la aceleración en los puntos G y B. 

•- t tigra tan vin El punto B se mueve por una trayectoria 

curva con radio de curvatura desconocido* Su aceleración será 
representada por sus componentes _v y y desconocidas como se mues- 
tra en la figura 16-29/). 

Ecuación de la aceleración. 

as = «0:'+ « X t B /g - 

MJ + (as)4 = -2j + { - 4k ) X ( 0.75J j ~ (3)’(0.75j) 
Igualando los términos i y j. las ecuaciones componentes son 
i a a)x ~ 4(0.75) - 3 pies/s 2 — » 

(®a)> ~ ' 6.75 = —8.75 pies/s" — 8.75 pies/s 2 | 

La magnitud y la dirección de a s son, por tanto, 

a B — V(3) 3 + (8.75) 2 = 9.25 pies/s 2 
_ r 8.75 


Rt 


ft = tan' 


= 71. E V 


Solución II (Análisis escalar) 

Este problema puede ser resuelto escribiendo las ecuaciones de com- 
ponentes escalares directamente. El diagrama cinemático de la figura 
16-29c muestra las componentes de aceleración relativa (a^ G ) f y 
(*ü '(v)n- Entonces. 


(«5), 


(«Zf)v 

L T ‘ 

2 pies/s 2 

• I 


a « - »(j + (an.o), + (s/»/g)„ 


4 rad/s 2 {0.75 pies) 


(3 rad/s) 3 (0,75 pies)! 

1 J 


Las componentes x y y dan las ecuaciones 1 y 2 anteriores. 

'Observe que el radio de curvatura p de la trayectoria no es igual ni rail i o del carrete 
ya que el carrete no está girando con respecto al punió G. Además, p no es definido 
como la distancia desde A (Cl) hasta fl_ya que la ubicación del Cl depende sólo de la 
velocidad de ün punto y no de la geometría de su trayectoria. 



<o = 3 rad/s ^ 

0=4 rad/'r 


(a> 






íe) 


Fig. 16-29 
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EJEMPLO 16.17 


El collar C que aparece en la figura 1 6-30// se esiá moviendo hacia 
abajo con aceleración de 1 m/s 2 . En el instante mostrado, tiene una 
rapidez de 2 m/s que le imprime a los eslabones CB y AB una velo- 
cidad angular w Alj — uj cg = 10 rad/s. (Vea el Ej. 16.8.) Determine las 
aceleraciones angulares de CB y AB en este instante. 



a c = 1 irt/s 1 



W AB = 10 
0,2 m 

V 1 

\ J 

10rad/s 

p.0.2^ 

<a) 

Solución (Análisis vectorial) 

Los diagramas cinemáticos de los eslabones 
AB y CB se muestran en la figura 16-30fr. Para encontrar la solución, 
aplicaremos la ecuación cinemática apropiada a cada eslabón. 

Ecuación de la aceleración. 

(rotación con respecto a un eje fijo): 

= a AB * r ft ~ 

a R - (a AB k) X (-0.2j) - ( 10) 2 ( 0.2j ) 
a g ~ + 20j 

Observe que a R tiene dos componentes ya que se mueve por una tra- 
yectoria curva. 

(movimiento plano general): Usando el resultado obte- 
nido para a s y aplicando la ecuación 16-18. tenemos 

a fl = a, + QtcB X r D¡ c — ti >cB r Btc 
Q.2a AB i + 20j = -lj + (a CB k) X (Ü.2i - 0.2J) - (10) 2 (0.2¡ - 0.2j) 
0.2a^ fl i +• 20j = -Ij + 0.2« cfí j + Ü.2a rf) i - 20i + 20j 

Así, 

0.2flf4/} = D.Zcüf a 20 

20 — — 1 + 0.2 ct^jf + 20 


Despejando los valores. 

- ocb = 5 rad/s 2, '¡ 

ct m = -95 rad/s 2 = 95 rad/s 2 ¿ 


Resp. 

Resp. 
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Hl cigüeñal AB de un motor gira con aceleración angular constante 
de 2Ü rad/s 2 . e^ el sentido de las manecillas del reloj, figura I6-31«. 
Determine la aceleración del pistón en el instante en que AB está en 
la posición mostrada, En este instante. <o AB = 10 rad/s v <u TiC = 2 43 
rad/s. 

Solución (Análisis vectorial) 


0.75 pifcs 


Los diagramas cinemáticos para AB y BC se 
muestran en la figura 16-316. Aquí es vertical ya que C se mueve 
a lo largo de una trayectoria en línea recta. 

1 ■ Expresando cada uno de los vectores 

de posición en forma vectorial cartesiana, 

t b ~ { -0-25 sen 45°i + 0.25 eos 45 3 j} pies = { —0.1771 + 0.177J } pies 
r OB - {0.75 sen 13.6 i + 0.75 eos 13.6 j} pies = {0.1761 + 0.7291} pies 

(rotación con respecto a un eje fijo): 

a fl = a AB * t/í — 

(-20k) x (-0.177Í + 0.177J) - (10)^-0.177! + 0.177]) 

— {21.21 i — 14.14j} pies/s 2 

(movimiento plano general): Usando el resultado para y 
observando que a { tiene dirección vertical, tenemos 


a C a 9 1 X r ( fí — B 

a í -i = 21 - 21i “ 14 -Hí + 0«rk) X (0.1 76¡ + 0.729j ) - (2.43) a (0.176i + 0.729j) 
a c j = ~ 14. 14j + O.I7ó« flC j - 0.729úfaf i - 1.Ü4Í - 4.3Qj 

0 = 20.17 - 0,729a sr 0.75 LOS iX ¿ pie? 

íí c = 0.176a ac ~ 1K-45 



n.fi 0 

= 2.43 mtis 


- 10 rad h 

Cf S= 20 Fdd^ 2 


0.25 pies >4 


(a) 


Resolviendo obtenemos 

a BC = 27.7 rad/s 2 ', 

«c = — 13. 6 pies/s 2 

Como el pistón se está moviendo hacia arriba, el signo negativo pa- 
ra a c indica que se encuentra desacelerando.es decir. a c = {-13.6J} 
pies/s*. Esto causa que la rapidez del pistón disminuya hasta que 
AB resulte vertical, en donde ei pistón está momentáneamente en 
reposo. 



(1.25 eos 45° pies 


fíC 

i i}ff C = 2.43 rad/s 


( ú w = ! 0 rad/s 
a AM = 20 rad/s 3 
A 


í» 
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PROBLEMAS 


\{ \ 15 * En un instante dado el fondo A de ¡a escalera 
tiene aceleración ¿7 = 4 pies/s y velocidad v A = ó píes s. 
ambas actuando hacia la izquierda. Determine la acele- 
ración de la parte superior de la eseaiera.iLy la aceleración 
angular de la escalera en este mismo instante. 

16-1 06. En un instante dado, ia parte superior B de la 
escalera tiene aceleración a H - 2 pies/s 2 y velocidad i'g - 
4 píes/s, ambas actuando hacia abajo. Determine la ace- 
leración del fondo A de la escalera y la aceleración 
angular de la escalera en este instante. 



f i* En un instante dado, el extremo superior A de 
la barra tiene la velocidad y la aceleración mostradas. 
Determine la aceleración del fondo B y la aceleración 
angular de la barra en este ínstame. 


*16-108. En un instante dado, el bloque deslizable A 
tiene ia velocidad y la aceleración mostradas. Determine 
la aceleración del bloque B y la aceleración angular del 
eslabón en este ínstame. 





ProtK 16-U)8 


Ih-Hió, La rueda se está moviendo hacia la derecha en 
tal forma que tiene velocidad angular ai - 2 rad , s y acele- 
ración angular a - 4 rad/s 2 en el instante mostrado. Si 
no hay deslizamiento en A, determine la aceleración del 
punto B . 



r A = 5 pies/s 
íS A - 7 pies/s- 



Prnh. 16-107 


Prob, 16-109 
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11 En un instante (fado la rueda está girando con 
los movimientos angulares mostrados. Determine la ace- 
leración del collar en A en este instante. 



Prnlk 16-1111 


: : El volante gira con velocidad angular tii ~ 2 
rad/s y aceleración angular o — 6 rad/s 2 . Determine la 
aceleración angular de los eslabones 4B y Sf en este 
instante. La pendiente de la línea desde A hasta B es de 
-3/4. 


Problemas 353 

En un instante dado la rueda está girando 
con la velocidad angular y la aceleración angular mos- 
tradas. Determine la aceleración del bloque B en este 
instante. 



m- 2 rad/s 
a — 6 rwjJs 1 


Fttib. 16-1 12 


El disco se está moviendo hacia la izquierda en 
ta] forma que tiene aceleración angular a - 8 rad/s 5 y 
velocidad angular u> — 3 rad/s en el instante mostrado. 
S¡ el disco no resbala en A s determine la aceleración dd 
punto B. 

El disco se está moviendo hacia la izquierda en 
tal forma que tiene aceleración angular a — 8 rad/s 3 y 
velocidad angular ío — 3 rad /s en el instante mostrado. 
Si el disco no resbala en A, determine la aceleración del 
punto D . 



Pcob. 16-1J1 


Prob* 16-ILVI14 
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1 6-1 15. El ara es lanzado sobre la superficie rugosa de tal 
modo que su velocidad angular es w =4 rad/s y su ace- 
leración angular es a = 5 rad fs 2 . Su centro tiene velocidad 
v 0 = 5 m/s y desaceleración a () = 2 m/s 2 . Determine la 
aceleración del punto A en este instante. 

i ó* lio. El aro es lanzado sobre la superficie rugosa de 
tal modo que tiene velocidad angular w = 4 rad/s y ace- 
leración angular a = 5 rad/s 2 . Su centro tiene velocidad 
Vo = 5 m/s y desaceleración a 0 2 m ísr. Determine la 
aceleración del punto ñ en este instante. 



S En un instante dado. el bloque deslizable B está 
viajando hacia la derecha con la velocidad y la aceleración 
mostradas. Determine la aceleración angular de la rueda 
en este instante. 



' a = <5 pulg./s 
a B = 3 pulg./s 2 


Fruh- 16-118 


• 1 ■ Los entremos de la barra AB están confinados 

a moverse a lo largo de las trayectorias mostradas. En un 
instante dado. A tiene velocidad de S pies/s y aceleración 
de 3 pies/s 2 . Determine la velocidad angular y la acele- 
ración angular de AB en este instante. 



El disco gira con velocidad angular w = 5 rad s 


v aceleración angular a — 6 rad/s 2 . Determine la acelera- 


ción angular del eslabón CB en este instante. 




Priili. 16-117 


Proh. 16-1 19 
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16-121 


Prt.b. 16-123 


Prüb. Ib- 122 


Pmb. lí— 120 


1 ■ ■ ■- En el ínstame dado el miembro /1Z? tiene los mo- 

vimientos angulares mostrados. Determine la velocidad y 
la aceleración del bloque deslizable C en este instante. 


El mecanismo dé engranes y manivela unidos 
imprime un movimiento de mecedora a la manivela AC 
que es necesario para operar una prensa impresora. Si el 
eslabón DE tiene el movimiento angular mostrado. deter- 
mine las velocidades angulares respectivas del engrane F 
y la manivela AC en este instante, y la aceleración angular 
de la manivela AC. 


Problemas ■ 355 

íf>- 122, En un instante dado, los engranes ^4 y B tienen 
los movimientos angulares mostrados* Determine la ace- 
leración angular del engrane C y la aceleración de su 
punto central D en este instante. Observe que el cubo 
interior del engrane C está acoplado con el engrane A. y 
su borde exterior está acoplado con el engrane B . 


% 

a fí - 6 md/s" 


v 

jjT\ 

ífj La barra AB tiene el movimiento angular 

mostrado. Determíne la aceleración del collar C en este 
instante. 


tú ^ - 5 rad/s 
tx A¡¡ = 3 ra'd/s 1 2 


«a 


= 4 rad/5 
- H fad/s 2 
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Al desenrollarse la cuerda del cilindro, éste 
tiene una aceleración angular de a = 4 rad/s 2 y velocidad 
angular de <n — 2 rad/s en el instante mostrado. Deter- 
mine las aceleraciones de los puntos A y B en este instante. 


En un instante dado, el engrane tiene e! movi- 
miento angular que se muestra. Determine las aceleracio- 
nes de los puntos .-1 y B sobre el eslabón y la aceleración 
angular de! eslabón en este instante. 




m - 6 rad/s 
a = 1 2 rad/s." 


Prnli. (6-124 


Prtth. 16-126 


Determine la aceleración angular del eslabón 
AB si el eslabón CD tiene la velocidad angular y la des- 
aceleración angular mostradas. 

1 ó i 25. La rueda gira sin deslizar de manera que en el 
instan te mostrado tiene velocidad angular oj y aceleración 
angular a. Determine la velocidad y la aceleración del pun- 
to B sobre la barra en este instante. 




Prob, 16-125 


Prob. 16-127 
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3 

- El bloque deslizable B se está moviendo hacia 
la derecha con aceleración de 2 pies/s 2 . En el instante 
mostrado, su velocidad es de 6 pies/s, Determine la 
aceleración angular del eslabón AB y la aceleración del 
pumo A en este instante. 



A 


f’roh. lft-128 


Los extremos de la barra AB están confinados 
a moverse a lo largo de las trayectorias mostradas, En un 
instante dado, A tiene velocidad — 4 pies/s y ace- 
leración a A ~ 7 ptes/r. Determine la velocidad angular 
y la aceleración angular de AB en este instante. 


Problemas * 357 

En un instante dado, los cables que soportan el 
lubo tienen los movimientos mostrados- Determine la 
velocidad angular y la aceleración angular del tuba y 
la velocidad y la aceleración del ponto B ubicado sobre 
el tubo. 



Fruh, 15—130 



Prnh. 16-129 
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16.8 Análisis de movimiento relativo usando ejes en rotación 


/ 


Y 



í'ifr i 6-32 


En la sección previa, el análisis del movimiento relativo para velocidad 
y aceleración lúe descrito usando un sistema coordenado en traslación. 
Este tipo de análisis es útil para determinar el movimiento de puntos 
sobre el mismo cuerpo rígido, o el movimiento de puntos ubicados sobre 
varios cuerpos rígidos conectados mediante pasadores. Sin embargo, en 
algunos problemas son construidos tales cuerpos rígidos (mecanismos) 
que ocurrirá deslizamiento en sus conexiones. El análisis cinemático para 
ese tipo de casos se efectúa más convenientemente cuando el movimien- 
to es estudiado usando un sistema coordenado que se traslada y gira. 
Además, este marco de referencia es útil para analizar los movimientos 
de dos puntos que se encuentran en un mecanismo pero no están sobre 
el mismo cuerpo rígido, y para especificar la cinemática del movimien- 
to de una partícula cuando ésta se está moviendo por una trayectoria 
rotatoria. 

En el siguiente análisis son desarrolladas dos ecuaciones que relacio- 
nan la velocidad y la aceleración de dos punios, uno de los cuales es el 
origen de un marco de referencia móvil sometido a traslación y a rotación 
en el plano. Debido a la generalidad en la derivación que sigue, esos 
dos pumos pueden representar dos partículas cualesquiera moviéndose 
independientemente una de otra o dos puntos ubicados sobre el mismo 
(o diferente) cuerpo rígido. 

Posición. Considere los dos puntos Ay B mostrados en la figura 1 6-32 ti. 
Su ubicación es especificada por ios vectores de posición r.j y t¡¡. los cuales 
se miden desde e! sistema coordenado fijo A, Y, Z. Como se muestra en 
la figura, el "punto base" A representa el origen del sistema coordenado 
a. y. z, que se supone en traslación y rotación con respecto al sistema X. 
K Z. La posición de B con respecto a A se especifica mediante el vector 
de posición relativa ..i- Las componentes de este vector pueden ser 
expresadas en términos de vectores unitarios a lo largo de los ejes X Y, 
esto es, 1 y J, o por vectores unitarios a lo largo de los ejes _v. v\ es decir, 
■ y j par a el desarrollo que sigue. r B/A será medido con relación al marco 
móvil de referencia x.y. Así. si B tiene coordenadas {x fi , y B ). figura 16-32«, 
entonces 


r B A ~ *flí + V/fj 


Usando la suma vectorial, los tres vectores de posición mostrados en 
la figura 16-32n están relacionados por la ecuación 


T ¡3 ~ r .-l + *8fA 


(16-19) 


En el instante considerado, el punto A tiene velocidad v , y aceleración 
a 4 , mientras que la velocidad angular y la aceleración angular de los ejes 
.v, y son íl y Ó — dCl/dt, respectivamente. Todos esos vectores son 


+ Ht movimiento iridimeitsional más- general de los puntos es desarrollado cu la sec 
don 20.4 
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medidos desde el marco de referencia X, Y, Z, aunque pueden ser 
expresados en términos de componentes I, J. K.o i, j. k. Como se especifica 
un movimiento plano, por la regla de la mano derecha. íl y íf están 
dirigidos siempre perpendicu tormén te al plano de movimiento de referen- 
cia, mientras que v A y se encuentran en este plano. 

Velocidad. La velocidad del punto B es determinada tomando la 
derivada con respecto al tiempo de la ecuación 16- 19. lo que da 


d r 


Vfl = v A + 


B/A 


(¡t 


( 16 - 20 ) 


El último término en esta ecuación es evaluado como sigue: 

‘ ,r e« _ d , 

dx B . di í/.Vfl. dj 

' + XB Jt + l¡T i + y *J t 


út 

dx B , 

di 


-i + 


dy B \ ( di dj\ 


Los dos términos en el primer conjunto de paréntesis representan las 
componentes de la velocidad del punto B medida por un observador 
unido al sistema de coordenadas móviles x. y, z. Estos términos serán 
denotados mediante el vector A ) lv ¿- En el segundo conjunto de pa- 
réntesis la razón instantánea de cambio con respecto ai tiempo de los 
vectores unitarios i y j es medida por un observador ubicado en el sistema 
coordenado X. Y, Z fijo. Estos cambios, di y rfj. son debidos sólo a la 
rotación instantánea dtí de los ejes x. y, z. causando que i se convierta 
en i' = i + di y j se convierta en j' = j -l- dj. figura 16-326. Como se 
muestra, las magnitudes de di y dj son iguales a 1 (dfl). ya que i — i' = 
} = y = 1. La dirección de di es definida mediante +j. ya que di es 
tangente a la trayectoria descrita por la cabeza de flecha de i en el límite 
cuando áf — » di. De la misma manera, dj actúa en la dirección -i. figura 
16-326. Por consiguiente. 


di dO dj 




Viendo ios ejes en tres dimensiones, figura ió-32c, y observando que 
Í1 = íik, podemos expresar las derivadas anteriores en términos del 
producto cruz como 


di _ 

— = ft x i 

dt 


dj 


( 1 6 - 22 ) 


Sustituyendo estos resultados en la ecuación 16-21 y usando la propiedad 
distributiva dei producto cruz, obtenemos 


di B/A 
di 


= rv: + n X (r*l E V B \) = (v B . A )ty; 


+ fi. X 4 ( 16 — 23 ) 




ilgi 16-32 
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Por consiguiente, la ecuación 16-20 toma la forma 


= V + ft X w m + (v flM ) rK 


(16-24) 


donde 


v¡¡ — velocidad de B. medida desde la referencia X. Y, Z 

= velocidad del origen A de la referencia x. y, z, medida desde 
la referencia X. Y. Z 

(vb,a)xvz = velocidad relativa de "B con respecto a A", medida por un 
observador unido a la referencia giratoria x, y, z 

Í1 = velocidad angular de la referencia x, y t z-, medida desde la 
referencia X. Y. Z 

r B a ~ posición relativa de "B con respecto a A" 

Comparando la ecuación 16-24 con la 16-16, v B = v, + fi x t B/ a , que 
es válida para un marco de referencia en traslación, se puede ver que la 
única diferencia entre las ecuaciones está representada por el término 

í '\y / A )jr vr ■ 

Al aplicar la ecuación 16-24, a menudo es útil entender qué representa 
cada uno de los términos. En orden de aparición, son como sigue: 



velocidad absoluta 

del origen del marco x, y , z 


velocidad absoluta de B 


(es igual a) 


movimiento de B observado 
desde el marco X,Y.Z 


(más) 


movimiento de) marco 



' .t. v. : observado desde 
el marco X,Y. Z 


(más) 



\ 


\ 
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Acelerado La aceleración de B. observada desde el sistema coorde- 
nado X.Y.Z, puede ser expresada en términos de su movimiento medido 
con respecto al sistema de coordenadas en rotación o móvil tomando la 
derivada con respecto al tiempo de la ecuación 16-24. esto es, 

d\ B 


di 


di di B¡A di dt 


as = a,, + á x t B/A - fl X (16-25) 

Aquí Í1 -- dSl/dr es la aceleración angular del sistema coordenado x.y, z. 
Para movimiento plano, Í1 es siempre perpendicular al plano del movi- 
miento, y por tanto fl mide sólo el cambio en magnitud de O. La derivada 
dra-A/dc en la ecuación 16-25 es definida mediante la ecuación 16-23, 
por lo que 


dt 


B/A 


n x = & * C^SM^vz + Í1 X (ft X t ñ , A ) (16-26) 

Encontramos la derivada con respecto al tiempo de (v s . A ) ír . = 
(Vs/a)x¡ + {Vbm), L 

d{ v B/A )jtyz 


^Í v B¡a)x. 

<f(VB/A)y 1 


, di di 

1 4* 

L dt 

* J . 

+ 



di 

Los dos términos en el primer conjunto de corchetes representan las 
componentes de la aceleración del punto B medidas por un observador 
unido al sistema coordenado móvil. Estos términos serán denotados por 
( a CM)*yz* Los términos en el segundo conjunto de corchetes pueden ser 
simplificados usando las ecuaciones 16-22. 

d{ys¿A)xyz , 

( jl ~ \ a B/A)xyz + ft X (v Bfí/k)xyz 

Sustituyendo esto y la ecuación 16-26 en la ecuación 16-25. y reorde- 
tiando términos. 


a, = a, + n X t b/a + íi X (n X t,,A +2 n X + (»„ 


donde 


(16-27) 

a n = aceleración de B. medida desde la referencia X. Y. Z 

*U = aceleración del origen A de la referencia ,v, y. z. 
medida desde la referencia X, Y, Z 

( a R (*b/a)xv: = aceleración relativa y velocidad relativa de "B con 
respecto a A", medidas por un observador unido 
a la referencia *. y. z en rotación 

Ó, íl = aceleración angular y velocidad angular de la 
referencia .r. v. z, medidas desde la referencia 
X , Y.Z 

r B;A ~ posición relativa de 'B con respecto a A" 
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Si ia ecuación 16-27 es comparada con la 16-18, escrita en la forma 
a fl ' a.i + Í1 X r n SA + fl X (fi X la cual es válida para un marco 
de referencia en traslación, puede verse que la diferencia entre las ecua- 
ciones está representada por los términos 2A X (v S / A y (a£, A ) vv; . En 
particular. 2.0 X (v e , 4 ) tv; es llamada aceleración de Coriolis. en honor 
del ingeniero francés G. C. Coriolis. quien fue el primero en determinarla. 
Este término representa la diferencia en la aceleración de B medida 
desde ejes x , y, z no giratorios y giratorios. Como está indicado por el 
producto vectorial cruz, la aceleración de Coriolis siempre será perpen- 
dicular a íl y a ( v fl Esta aceleración es una componente importante 
que debe ser considerada siempre que se usen marcos de referencia 
giratorios. Por ejemplo, esto ocurre a menudo al estudiar las aceleraciones 
y fuerzas que actúan sobre cohetes, proyectiles de largo alcance, y otros 
cuerpos que tengan movimientos cuyas mediciones son afectadas con- 
siderablemente por la rotación de la Tierra. 

La siguiente interpretación de los términos que aparecen en la ecua- 
ción 16-27 puede ser útil al aplicar esta ecuación a la solución de 
problemas. 




{aceleración absoluta de B 


(es igual a) 


movimiento de B observado 
desde el marco X.Y.Z 


a/i 


Ó X x B ¡ A 


aceleración absoluta del 
origen del marco .v, y, r 


{más). 

efecto de aceleración 
angular causado por la 
rotación del marco x , y. z 


movimiento del 
i marco x, y, c 
observado desde 


(plus) 


el marco X, Y. Z 


{ efecto de velocidad angular 
causado por la rotación 
del marco Jt, v, z * 


(más) 


2Í1 x {y m \ m 


' a ií. .1 v: 


{ efecto combinado de B 
moviéndose con respecto 
a coordenadas .r, y. z 
y rotación del marco x , y, z 

(más) 

aceleración relativa de B 
con respecto a A 


movimiento 

interactuante 


movimiento de B observado 
desde el marco x. y, z 
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PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 


Las ecuaciones 16-24 y 16-27 pueden ser aplicadas a la solución de 
problemas que implican el movimiento plano de partículas o de cuer- 
pos rígidos usando el siguiente procedimiento. 

Ejes coordenados. 

Elija una ubicación apropiada para el origen, y la orientación 
adecuada de los ejes para el marco X, Y. Z y el marco de referencia 
móvil x,y.z. 

Muy a menudo las soluciones se obtienen fácilmente si en el 
instante considerado: 

( 1 ) los orígenes coinciden 

(2) los ejes correspondientes son colineaks 

(3) los ejes correspondientes son paralelos 

El marco móvil debe seleccionarse fijo al cuerpo o dispositivo a lo 
largo del cual ocurre el movimiento relativo. 

E a ¡ación es cinemáticas. 

Después de definir el origen A de la referencia móvil y especificar 
el punto móvil B. las ecuaciones 16-24 y 16-27 deben escribirse en 
forma simbólica 


v fí — v a + X t BlA + ( v B ,^) rvr 

a ü ~ a .-i + Ó X I B / A + ÍX X (ft X t B ¡j. i) + 2fl X {Vp |).rv- + 


Las componentes cartesianas de todos estos vectores pueden ser 
expresadas a lo largo de los ejes X. Y. Z o de los ejes x. y. z. La 
opción es arbitraria siempre que se use un conjunto consistente 
de vectores uniLarios. 

El movimiento de la referencia móvil es expresado por v^, a /t . fi, 
y Ó: y el movimiento de B con respecto a la referencia móvil se 
expresa mediante r fi Á , (v B A ) fyz% y (« 5M ) W . 



La rotación del contenedor dd camión 
con respecto ni pumo C es operada por 
medio de la extensión del cilindro hidráu- 
lico AB. Para determinar la rotación del 
contenedor debida a esta extensión, pode- 
mos usar las ecuaciones de movimiento 
relativo y fijar los ejes x. y al cilindro de 
manera que el movimiento relativo de la 
extensión del cilindro ocurra a lo largo del 
eje y. 
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En el instante tí = 60°. la barra mostrada en la figura 16-33 tiene veloci- 
dad angular de 3 rad/s y aceleración angular de 2 rad /s 3 . En este mismo 
instante, el collar C está viajando hacia fuera a lo largo de la barra de 
í que cuando x — 0.2 m. la velocidad es de 2 m/s y la acelc- 
3 3 m/s 3 , ambas medidas con respecto a la barra. Determine 
ación de Coriolis y la velocidad y aceleración del collar en 
inte. 



El origen de ambos sistemas coordenados está ubi- 
cado en el punto O. figura 16-33. Como el movimiento del collar es re- 
lativo a la barra, el marco de referencia x, y, z se une a la barra. 

Ecuaciones cinemáticas. 


V c V¿, + Í1 X Tejo ( v C/o)iyi 

a c = n 0 + ft X r c/a + ftX (ft X r c/c) ) +2Í1X (v r , 0 ) JV; 


O) 


+ ( a c /o) 


Será más fácil expresar los datos en términos de vectores componen- 
tes i. j. k que en componentes I. J, K. Por consiguiente, 


Movimiento 


Movimiento de C con 
respecto de referencia móvil 


a referencia móvil 
v 0 = 0 
*ü = 0 


r cvo — {0-2i} ni 
( v c/o)xyz = {2i} m/s 


a = { -3k} rad/s f mc f oh n = M m/s 3 

ti - {-2k} rad/s 2 

A partir de la ecuación 2, la aceleración de Coriolis es definida como 

a COT = 2fiX (vc/oLr* = 2(-3k) X <2i) - {- 1 2 j } m/s 3 

Este vector se muestra con una línea discontinua en la figura 16-33. Si 
se desea, puede ser resuelto en componentes I, I actuando a lo largo 
de ios ejes X y Y, respectivamente. 

La velocidad y la aceleración del collar son determinadas sustitu- 
yendo los datos en las ecuaciones 1 v 2 y evaluando los productos 
cruz. Lo que da 

v c = v 0 + n x r c/o + i*c/o)xyz 
= 0 + (— 3k) X (0.2i) + 2i 

= {21 — 0.6j} m/s Re\p. 

a c - a ( > + Á x x c/o + ft x (íl x r C /o) + 2ft x (ycfoixyz + {*c/o)x?z 
= 0 + (-2k) X (0.2i) + (— 3k) x [{“3k) x (0.2Í)] + 2(-3k) x (2i) + 3Í 
= 0 - 0.4j - 1.801 - 12j + 31 

= {l,20i - 12.4j}m/s 3 * Resp. 
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mni 


16.20 


Ecuación es cía em á i I cas. 

V C “ y Ú + * r CD + ( v C/a)xyz 

a t - a 0 


La barra AB. mostrada en ta figura 16-34, gira en el sentido de las mane- 
cillas del reloj de manera que tiene una velocidad angular a> Af} = 3 rad/s 
y aceleración angular a AB — 4 rad/s 2 cuando H — 45°. Determine el mo- 
vimiento angular de la barra DE en este instante. El collar instalado en 
C está conectado por un pasador a AB y se desliza sobre la harta DE. 

Solución 

El origen de los marcos fijo y móvil de referen- 
cia está ubicado en D, figura 16-34. Además, la referencia x. y, z está 
unida a, y gira con. la barra DE de manera que el movimiento relati- 
vo de) collar es fácil de seguir. 


O) 

Ó X r t o + íi x {fl x r OÜ ) + 2Í1 X (vc/d)xvz + 

(2) 

Todos los vectores serán expresados en términos de componen- 
tes i. j. k. 

Movimiento Movimiento de C con 

de referencia móvil respecto a referencia móvil 

▼0 = 0 t C íd - ( 0.4i } m 

~ ® {v<yo)xyz ~ ( ^C'ftilxyA 

Cl — —tt>[)£k (ac n)jv; = ( a c/n)x y Á 

fl " a OK k 

Como el collar se mueve por una trayectoria circu- 
lar, su velocidad y aceleración pueden ser determinadas usando las 
ecuaciones 16-9 y 16-14. 

v c = oí ar X t C Á = ( — 3k) X (0.4i + U.4j ) - { 1.2i - 1.2j} m/s 

a C ~ a AB * r C/A ~ t^AS'fc/A 

= { 4k) X (0,4i + 0.4j) - (3) 2 (0-4i + 0.4j) = {-2i - 5.2j) m/s 2 
Sustituyendo los datos en las ecuaciones ! y 2. tenemos 

V c = V„ + fl X t(/D + ( V Cp)a>t 

1.2i — 1.2j = fl + (-w DF k) X (fl.4i) + (.% /0 ), y; i 
1.2i — 1.2j - 0 - 0.4ítí/) E j + («c/oJt.ji 
{vc/DÍxy! = 1-2 m/s 
ít — 3 rad/s J 

a t - = »/) + íí X tc/D + fl X (fl X T C/D ) + 2fl X (Vc/dÍjví + ( a O£>)xví 

-2i - 5.2j = 0 + (-apFk) X (0.41) + {-3k> X [(-3k) X (0.4i)] 
+2(-3k) X (1.2i) + {a CD ) xyz i 
-2i - 5.2j = -QAa Dt } - 3.61 - 7.2j + (a m ) xyz i 

( a Ctdxyt - 1-6 m/s 2 

a DE — —5 rad/s 2 — 5 rad/s 21 ) 



-X.x 


0.4 m , - 3 rad/s 

ay¡¡ - 4 rad/s J 




jr,\ 

= 45 


Fig, le 
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y. y 


700 km/h 




/ 

600 km/h j 

jlüft km/h" 

^ t A/B 



X 

4Ü0 km 


50 km/h 2 


4 km 


\ 


rií£. 16-35 


Dos aviones A y B están volando a la misma altura y tienen los mo- 
vimientos mostrados en la figura 16-35, Determine la velocidad y la 
aceleración de A medidas por el piloto de B 

Solución 

Como se busca el movimiento relativo de A con 
respecto al piloto situado en B, los ejes x, y, c son unidos ai avión B, 
figura 16-35. En el instante considerado, el origen B coincide con el 
origen del marco fijo X. Y , Z. 

Ecuaciones cinemáticas, 

y A = v fi + Q X r m + (y A/B ) m (i) 

a. 4 = a s + n X r AB + Í1 X (n X T A/B ) +20 x +(a A/B ) xyz 

( 2 ) 

Movimiento de referencia móvil: 




U'bL * — = 


{600j} km/h 
(600) 2 


400 


900 km/h? 


a w = (a B }„ + (as), = {900i 100j} km/h 2 

v fí 600 km/h 


O - 

ñ 


P 400 km 
(cu), 100 km/h 2 


400 km 


= 1 .5 rad/h ¿ 

0.25 rad/h 2 ^ Ó 


a = 


{— 1.5k} rad/h 
{G.25k} rad/h 2 


Movimiento • de A con respecto a la referencia móvil: 

r M = i- 4 ») tan (*a b)w = ? (a,i B ) zyz = ? 

Sustituyendo los datos en las ecuaciones 1 y 2. y observando que v A = 
f 700j } km/h y st A = |50j| km/fr, tenemos 

= V B + a X t a/b + K, 

700j = 6ÜOj + (-1.5k) X (-41) + {v A/B ) x n 

( v a/b) tys = {94j } km/h R: ,n. 

a .^ = a fl + X T Á/B + fi X (Í1 X T A ¡¡¡) +2 Cl X (v A; f}) xyz + («ylífljxjj 

50j " (900i - lOOj) + (0.25k) X <— 4¡) 

+ H,5k) x [{— L5k) x (—41)] + 2(— I.5k) x (94j) + (a A/B ) xyz 
<*Whyz ~ {“11911 + 15 Ij } km/h 2 Resp. 

Compare la solución de este problema con la del ejemplo 12.26. 
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PROBLEMAS 

bM f . El bloque A , que está unido a una euerda.se mue- 
ve a lo largo de la ranura de una barra horizontal ahorqui- 
llada. En el instante mostrado, la cuerda es jalada hacia aba- 
jo a través del agujero localizado en O con aceleración de 
4 m - s 3 y velocidad de 2 ni /&. Determine la aceleración del 
bloque en este instante. La barra gira alrededor de O con 
velocidad angular constante w = 4 rad/s. 


- 1 ’ " El hombre está sobre la plataforma en el pun- 

to O y corre hacia el borde de manera que cuando está 
en 4, v = 5 pies, su centro de masa tiene velocidad de 2 
píes/s y aceleración de 3 pies/s 2 , ambas medidas con 
respecto a la plataforma y dirigidas a lo largo del eje v. 
Si la plataforma tiene el movimiento angular mostrado, 
determine la velocidad y la aceleración de su centro de 
masa en este instante. 


0 - 0.5 mil/s 

a - 0.2 rtui's : 



Mnih. if^-131 


? u 52 La bola fí de tamaña insignificante rueda a tra- 
vés del lubo de manera que en el instante mostrado tiene 
velocidad de 5 pies/s y aceleración de 3 pies/s 3 , medidas 
con respecto al tubo. Si el tubo tiene velocidad angular de 
to — 3 rad/i y aceleración angular de a = 5 rad/s : en 
este mismo instante, determine la velocidad y la acelera- 
ción de la pelota, 


Protn KM 33 


1 - M, El bloque B se mueve a lo largo de la ranura lo- 
calizada en la plataforma a rapidez constante de 2 pies/s, 
medida con relación a la plataforma en la dirección mos- 
trada, Si la plataforma está girando con razón constante 
ü> = 5 rad/s. determine la velocidad y la aceleración dd 
bloque en el instante 0 - 60 e , 




Prab. KM 32 


PrM>. 1ÍM13-I 
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Mientras el puente giratorio se cierra con rota- 
ción constante de 0.5 rad/s. un hombre corre a lo largo 
de la calzada a rapidez constante de 5 pies/s con relación 
a la calzada. Determine su velocidad y aceleración en el 
instante d — 15 pies. 



Proh. 16-1.15 


- : ■ Mientras el puente giratorio se cierra con ro- 
tación constante de 0.5 rad/s, un hombre corre a lo lar- 
go de la calzada de tal forma que cuando d ~ 10 pies, él 
está corriendo hacia fuera desde el centro a 5 pies/s con 
aceleración de 2 pies/s 2 , ambas medidas con relación a la 
calzada. Determine su velocidad y aceleración en este ins- 
tante. 


Una niña está de pie en el punto A sobre una pla- 
taforma que gira a velocidad angular constante w ~ 0.5 
rad/s. Si ella camina con rapidez constante de v - 0.75 m/s, 
medida con relación a la plataforma, determine su acele- 
ración (a) cuando llega al punLo D al ir a lo largo de la 
trayectoria ADC , d = 1 m:y (b) cuando llega al punto fí 
si ella sigue la trayectoria ABC, r = 3 m. 



J 


P mi*. Ife- J 37 


' ; 1 ! ^ Una niña está de pie en el punto A sobre una pla- 
taforma que gira con aceleración angular o = 0.2 rad/s 2 
y en el instante mostrado tiene velocidad angular <a = 0.5 
rad/s, Sí la niña camina a rapidez constante v - 0.75 m/s 
medida con relación a la plataforma, determine su acele- 
ración (a) cuando llega al punto D por la trayectoria 
ADC , d - 1 ni: y (b) cuando liega al punto B si ella si- 
gue la trayectoria ABC, r - 3 m. 



Pn>fo, 16-136 


Prob, 16-1 
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íft-KV). La barra AB gira en sen litio contrario al de 
las manecillas del reloj con velocidad angular constante 
tu = 3 rád/S, Determine la velocidad y la aceleración del 
punto C ubicado sobre el collar doble cuando 0 = 45 , El 
collar consta de dos bloques deslizabas conectados me- 
diante un pasador que están constreñidos a moverse por 
la trayectoria circular de ta barra AB. 


Problemas * 369 

El bloque B del mecanismo está confinado a mo- 
verse dentro del miembro ranurado CYL Si AB está giran- 
do a razón constante de w AB = 3 rad. s. determine la 
velocidad angular y ]a aceleración angular del miembro 
CD en el distante mostrado. 



Froih 16-130 



Un juego en un parque de diversiones consta 
de una plataforma rotatoria P con velocidad angular cons- 
tante — 1 .5 rad /s. y cuatro canos. C, montados sobre 
la plataforma, los cuales tienen velocidad angular cons- 
tante o) C r = 2 rad/s, medida con relación a la platafor- 
ma. Determine la velocidad y la aceleración del pasajero 
situado en B en el instante mostrado. 


Y 



* l 

1 En el instante mostrado, d brazo robot ico AB 

está girando en sentido contrario al de las manecillas 
del reloj a u> = 5 rad/s y tiene una aceleración angular 
o = 2 rad sr, Simultáneamente, el agarre BC gira en sen- 
tido contrario al de las manecillas del reloj a to*= 6 rad/s 
y o = 2 rad/s", ambas medidas con relación a una refe- 
rencia fija. Determíne la velocidad y la aceleración del 
objeto sostenido en el agarre C. 


125 rmá ^ 



Pnih. Ifi— 140 


Fruí i* 16-142 
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.i- 143. £1 mecanismo de dos eslabones sirve para am- 
plificar el movimiento angular. El eslabón AB tiene un 
pasador en B que está confinado a moverse dentro de la 
ranura del eslabón C D. Si en el instante mostrado AB 
(entrada) tiene velocidad angular w Aít = 2.5 rad/s y ace- 
leración angular = 3 rad/s-, determine ia velocidad 
angular y la aceleración angular de CD (salida) en este 
instante. 


i :■- ! 45. El engrane tiene el movimiento angular mos- 
trado. Determine la velocidad ungular y la aceleración 
angular del eslabón ranurado BC en este instante. La espi- 
ga en el punto A está fija al engrane. 





l’rob. 16-143 


16-144. En el instante mostrado. la barra AB tiene 
velocidad angular w Af{ = 3 rad s y aceleración angular 
" ó rad/s*. Determine la velocidad angular y la acele- 
ración angular de la barra CD en este instante. El collar 
en C está conectado mediante un pasador a CD y se des- 
liza sobre A B. 


I f - Mf>. El mecanismo de retorno rápido consta de la ma- 
nivela AB. el bloque desliza ble B, y el eslabón ranurado 
CD. Sí la manivela tiene el movimiento angular mostra- 
do. determine el movimiento angular del eslabón ranu- 
rado en este instante. 




1 rad/s 
4 rad/s* 





= 3 rad/s 
¿X 9 rad/ír 


Prob. 16-144 


Pnjb, 16—146 
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í fi- ! 47- Un juego en un parque de diversiones consta de 
un brazo giratorio AB con velocidad angular constan le 
íúab “ - rad/s con respecto al punto A. y de un carro 
montado en el extremo del brazo que tiene velocidad an- 
gular constante to' - j-0 t 5k| rad f% medida con relación 
al brazo. En d Ínstame mostrado, determine la velocidad 
y la aceleración del pasajero instalado en C 



íh- Un juego en un parque de diversiones consta 
de un brazo giratorio AB que tiene aceleración angular de 
a AB = 1 rad/s cuando íü a ^ — 2 rad/s ou el instante 
mostrado. En. este instante, d carro montado en el extre- 
mo del brazo tiene aceleración angular relativa de a ■= 
I O.ók) rad s cuando oí — [-ü.5kj rad /s. Determine la 
velocidad y la aceleración del pasajero insudado en C en 
este instante. 



Iíj- 14 'J* Los carros en un juego de un parque de diver- 
siones giran alrededor del eje localizado en A a veloci- 
dad angular constante de <o A r = 2 rad /s. medida con re- 
lación al mareo AB¡ Al mismo tiempo el marco gira 
alrededor del soporte principal del eje simado en B a ve- 
locidad angular constante to f = 1 rad/s. Determine la ve- 
locidad y la aceleración del pasajero instalado en Cen el 
instante mostrado. 



Proh, 16-149 


: - i. Los carros en un juego de un parque de diver- 
siones giran alrededor dd eje localizado en A a veloci- 
dad angular constante io A { = 2 rad/s, medida con rela- 
ción al marco AB Al mismo tiempo el marco gira 
alrededor del soporte principal del eje situado en B a ve- 
locidad an gular constante a> f — 1 rad/s. Determine la velo- 
cidad y la aceleración del pasajero instalado en D en el 
instante mostrado. 


y 



Prote 16-150 
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, 

PROYECTOS DE DISEÑO 


16- ID. DISEÑO DE UN SISTEMA 
DE TRANSMISIÓN POR BANDA 

Lái i Lie iJ a /t se usa en una fábrica textil v debe ^irtir en 
sentido contrario ai de las manecillas def reloj a 4 rad/s. 
Esto puede lograrse usando un motor instalado sobre la 
plataforma en la ubicación mostrada. Si la flecha B sobre 
el motor puede girar en el sentido de las manecillas del 
reloj a 50 rad/s, diseñe un método para transmitir la ro- 
tación desde B hasta A. Use una serie de bandas y poleas 
como base para su diseño. Una banda impulsa la rotación 
de la rueda A enrollándose alrededor de su superficie ex- 
terior. y una polea puede unirse a la flecha del motor así 
como en cualquier otra pane. No permita que Ja longitud 
de cualquier banda sea más larga que 6 pies. Presente un 
dibujo de su diseño y los cálculos cinemáticos. Determi- 
ne también el costo total de ios materiales si las bandas 
cuestan $2.50 y las poleas $ 2r. donde r es el radio de la 
polea en pulgadas. 


Pr<U>. 16-1 D 




4 rad/S 


1 pw 3 pies 


— — 4 pies — - 


16-2D. DISEÑO DE UN MECANISMO 
DE ESLABÓN OSCIL ATORIO 

La operación de una máquina de coser requiere que la 
barra de 20U mm de longitud oscile en vaivén a través de 
un ángulo de 60 cada 0.2 segundos. Para proporcionar la 
potencia necesaria, se dispone de un motor con una He- 
cha impulsora que gira a 411 rad s. Especifique la ubica- 
ción del motor y diseñe un mecanismo requerido para 
efectuar el movimiento. Realice un dibujo de su diseño 
que muestre la colocación del motor, y calcule la veloci- 
dad y la aceleración del extremo A del eslabón como fun- 
ción de su ángulo de rotación ü Ls o s 6tí : . 




Proh. 16-21) 
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16-3D. DISEÑO DE UN MECANISMO 
RETRÁCTIL DE ATERRIZAJE 

La rueda de la nariz de un avión pequeño está unida al 
miembro AB. el cual se articula al fuselaje del avión en 
el punto B. Diseñe un mecanismo que permita a la rue- 
da retractarse por completo hacia delante, es decir, ser gi- 
rada en el sentido de las manecillas del reloj 90°. en / « 
4 segundos. Use uu cilindro hidráulico que tenga una lon- 
gitud cerrada de 1.25 pies y. si es necesario, una longitud 
totalmente extendida de 2 pies. Asegúrese de que su di- 
seño mantiene a la rueda en una posición estable cuan- 
do se encuentre sobre el suelo. Muestre gráficas de la ve- 
locidad angular y la aceleración angular de AB contra su 
posición angular de 0 ,; £ ti ^ 90°. 


Prob. lft-.m 



I . 


16-4D. DISEÑO DE UN MECANISMO 
DE ESLABÓN DE SIERRA 

En un aserradero, se requiere que la hoja de una sie- 
rra permanezca en posición horizontal y experimente 
un movimiento completo de vaivén en 2 segundos. Se 
dispone de un motor eléctrico cuya flecha gira a 50 rad /s 
para impulsar la sierra y puede estar instalado en cual- 
quier parte. Diseñe un mecanismo que transfiera la 
rotación de la flecha del motor a la hoja de la sierra. 
Presente dibujos de su diseño y cáJeulos cinemáticos 
de la sierra. Incluya una gráfica de la velocidad y la 
aceleración de la sierra como función de su posición 
horizontal. Observe que para cortar el tronco se debe 
permitir a la hoja moverse libremente hacia abajo asi 
como en vaivén. 


50 rnd/s 



Prob. t f> — tí> 
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REPASO DEL CAPÍTULO 


Movvmvntu ¡dmw d, un , v Un cuerpo rígido experimenta tres tipos de movimiento plano: 

traslación, rotación con respecto a un eje fijo, y movimiento plano general. 

fnnlaao* Cuando un cuerpo tiene traslación rectilínea, tbdas sus partículas viajan a lo largo de tra- 
yectorias de linea recta. Si las trayectorias tienen el mismo radio de curvatura, entonces ocurre traslación 
curvilínea. Si conocemos el movimiento de una de las partículas, entonces el movimiento de todas las 
otras partículas tairibién es conocido. 

f " " ’■ V ' En este tipo de movimiento, todas las partículas se desplazan por 

trayectorias circulares.~Aqut, todos los segmentos de línea presentes en el cuerpo experimentan despla- 
zamiento angular, velocidad angular y aceleración angular idénticos. Las relaciones diferenciales entre 
esas cantidades cinemáticas son * 

<n ~ d9/d¡ a — doi/dí a dB — (odai 

Si la aceleración angular es constante, « = entonces estas ecuaciones pueden ser integradas y resul- 
tan ser 1 J 

o/ — + nc c f 

B — 8q + 

to 2 = +■ 2a c (8 — 8 0 ) 

l.'na vez conocido el movimiento angular del„o*^>o. la velocidad de cualquier partícula a una distancia 
r del eje de rotación es . 


<ur 


v = új x r 


La federación de la partícula tiene dos componentes. La componente tangencial toma en cuenta el 
bio en Ja magnitud de la velocidad ^ 


cam- 


al = a ■>< r 


La componente normal toma en cuenta el cambio en la dirección de la velocidad 


- io 2 r o a„ - -to 2 r 

P { “ n,f Cuando un cuerpo experimenta movimiento planogeneral.se traslada v gi- 

ra simultáneamente. Un ejemplo típico es una rueda que gira sin deslizar. Hay varios métodos para analizar 
este movimiento. 

’ ¡s ítv nu> / ,n ' '■ ' Si el movimiento de un punto sobre un cuerpo, o el movimiento an- 

guiar de una línea, es conocido* entonces puede ser posible relacionar este movimiento al de otro punto 
o línea usando un análisis de movimiento absoluto. Para hacer esto, se establecen coordenadas s de posición 
lineal o coordenadas 8 de posición angular (medidas desde una línea o punto fijo). Estas coordenadas de 
posición son relacionadas entonces usando ta geometría de i cuerpo. La derivada con respecto al tiempo 
de esta ecuación resulta en la relación éntre las velocidades y/o las velocidades angulares. Una segunda de- 
rivada con respecto al tiempo relaciona las aceleraciones y/o las aceleraciones angulares. 
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El movimiento plano general también puede ser analizado usando un 
análisis de movimiento relativo entre dos puntos Ay B. Este método considera el movimiento en partes: 
primero una traslación del punto base A seleccionado, luego una "rotación’' relativa del cuerpo con res- 
pecto al punto A. medida desde un eje en traslación. Las velocidades de los dos puntos A y B son rela- 
cionadas entonces usando 

y B - + Vjj .4 

Esta ecuación puede aplicada en forma cartesiana vectorial, escrita como 

v a = + o> X t 

De manera similar, para aceleración. 

a a - + («¿¿4); + («a,. 4)0 

o bien 

= ¡M + « X *b¡a ‘ a 4 

Dado que el movimiento relativo es visto como un movimento circular alrededor del punto base, el pun- 
to fí tendrá una velocidad 4 . que es tangente al círculo. Este punto también tiene dos componentes 
de aceleración, (% 4 ), y Es importante observar que a.) y a B pueden tener dos componentes si 

esos puntos se mueven de acuerdo con trayectorias curvas. 

<!r i-,"/* Tííím/ ■ . Si el punto base A es seleccionado corl velocidad cero, entonces 
ía ecuación de velocidad relativa es 

v fl = «i X r B; 4 

En este caso, el movimiento aparece como si el cuerpo estuviese girando con respecto a un eje ins- 
tantáneo. 

El centro instantáneo de rotación {Cl) puede ser establecido si se conocen las direcciones de las velo- 
cidades ele dos puntos cualesquiera sobre el cuerpo. Como la línea radialjr siempre es perpendicular a 
cada velocidad, entonces el Cl está en el punto de intersección de esas dos líneas radiares. Su ubicación 
medida es determinada a partir de la geometría del cuerpo. Una vez establecido, la velocidad de cual- 
quier punto P sobre el cuerpo puede ser determinada con v = tur, donde r se extiende desde el Cl has- 
ta el punto P. 

Movimiento relativo usando cj<:\ Los problemas que implican miembros conectados que 

se deslizan con respecto a otros, o puntos no ubicados sobre el mismo cuerpo, pueden ser analizados usan- 
do un análisis de movimiento relativo referido desde un marco rotatorio. Las ecuaciones de movimiento 
relativo son 

v /¡ = *a + A x *e,.4 + Wjs. Avi 

a B ~ a A + ^ x r n 4 + íí X ( x r^) + 2Í1 X (v íf 4 ) xy; + (a flM ). Iv; 

En particular, el término 2Í2 x (v fi A ) xyz se llama aceleración de Coriolis. 
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Al empezar a acelerar, las fuerzas que actúan sobre este automóvil de carre- 
ras trucado son muy severas y deben tomarse en cuenta en el diseño de su 
estructura. 
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1.7 


Cinética plana de un cuerpo 
rígido: Fuerza y aceleración 


OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 


• Presentar los métodos usados para determinar el momento de inercia 
de masa de un cuerpo. 

■ Desarrollar las ecuaciones cinéticas de movimiento plano parado 
cuerpo rígido simétrico. 

• Analizar la aplicación de esas ecuaciones a cuerpos que experimentan 
traslación, rotación con respecto a un eje fijo, y movimiento plano * ¿ 
general. 


^ 

17.1 Momento de inercia 


Como un cuerpo tiene forma y tamaño definidos, aplicar- 
le un sistema de fuerzas no concurrentes puede ocasionar 
que se traslade y gire. Los aspectos trasiacionales del mo- 
vimiento fueron estudiados en el capítulo 13 y están regi- 
dos por la ecuación F = ma, En la sección 17.2 veremos 
que los aspectos rotacionales, causados por un momento 
M, están regidas por una ecuación de la forma =Vf - la. El 
símbolo 1 que aparece en esta ecuación se llama momen- 
to de inercia. Por comparación, el momento de inercia es 
una medida de la resistencia de un cuerpo a aceleraciones 
ungulares (M = la) en la misma forma que la masa es 
una medida de la resistencia de un cuerpo a aceleraciones 
( F = ma). 
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El volante del motor de este tractor tiene 
un gran momento de inercia con respec- 
to a su eje de rotación. Una vez en movi- 
miento. será difícil detenerlo, y esto a su 
vez impedirá que el motor se atasque per- 
mitiéndole mantener una potencia cons- 
tante. 




Fifi. t7-I 


Definimos el momento de inercia como la integral del "segundo mo- 
mento" con respecto a un eje de todos los elementos de masa dm que 
constituyen el cuerpo. Por ejemplo, el momento de inercia deí cuerpo 
con respecto al eje z en la figura 17-1 es 



í. 


r 2 dm. 


(17-1) 


Aquí el "brazo de momento" r es la distancia perpendicular del eje r al 
elemetuo arbitrario dm. Como la formulación implica a r. el valor de I 
es diferente para cada eje con respecto a! cual se formula. En el estudio 
de cinética plana, e! eje que generalmente se elige para el análisis pasa 
por el centro de masa G del cuerpo y es siempre perpendicular al pla- 
no de movimiento. El momento de inercia calculado con respecto a es- 
te eje es denotado por I c . Observe que como r está elevado al cuadra- 
do en la ecuación 17-1 . el momento de inercia de masa es siempre una 
cantidad positiva. Las unidades comunes usadas para su medición son 
kg • nr o slug ■ pie ? . 

Si el cuerpo está constituido de material con densidad variable, p = p 
f.v. y. c), su masa elemental dm puede ser expresada en términos de su 
densidad y volumen como dm — p dV. Sustituyendo din en la ecuación 
17-1. el momento de inercia del cuerpo es calculado entonces usando 
e fememos de volumen en la integración; esto es. 


+ Otra propiedad del cuerpo, que mide la simetría de la masa del cuerpo con respecto 
a un sistema coordenado, es el producto de inercia. Esta pro pie dad se a plica al movimiento 
tridimensional de un cuerpo y será analizada en el capítulo 21. 
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(17-2) 


En el caso especial de p igual a una constante, este término puede ser 
facrorizado fuera de la integral, y la integración es entonces meramen- 
te una función de geometría. 



(17-3) 


Cuando el volumen elemental elegido para efectuar la integración 
tiene dimensiones infinitesimales en ias tres direcciones, por ejemplo, 
dV - dx dy dz. figura 17-2a, el momento de inercia det cuerpo debe ser 
determinada usando “integración triple". Sin embargo, el proceso de in- 
tegración puede ser simplificado a una integración simple siempre que 
el volumen elemental elegido tenga tamaño diferencial o espesor en una 
sola dirección. Los elementos tipo cascarón o tipo disco son los usados 
más a menudo para éste fin. • 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Para la integración, consideraremos sólo cuerpos simétricos que ten- 
gan superficies generadas por una curva revoivente con respecto a 
un eje. Un ejemplo de un cuerpo de tal tipo que es generado con 
respecto al eje z se muestra en la figura 17-2 a. Pueden elegirse dos 
tipos de elementos diferenciales. 

Elemento tipo cascarón. 

Si un elemento del tipo cascarón con altura z, radio r - y y espesor 
dy es elegido para efectuar la integración, figura 1 l-2b. entonces el 
volumen es dV - (2n-y)(z) dy. 

Este elemento puede ser usado en las ecuaciones 17-2 o 17-3 para 
determinar el momento de inercia del cuerpo con respecto aí eje 
z. ya que todo el elemento, debido a su “delgadez", se encuentra a la 
misma distancia perpendicular r = y del eje z (vea el ejemplo 17.1). 

Elemento tipo disco. 

Si un elemento tipo disco, con radio y y espesor dz. se elige para la 
integración, figura 17-2t\ entonces el volumen es dV ~ (Vv 5 ) dz. 

Este elemento es finito en la dirección radial. V en consecuencia 
no todas sus partes se encuentran a la misma distancia radial r deí 
eje z. Como resultado, las ecuaciones 17-2 o 17-3 no pueden ser 
usadas para determinar /, directamente. En vez de ello. para efectuar 
esta integración es necesario determinar primero el momento de 
inercia del elemento con respecto al eje z y luego integrar este re- 
sultado (vea el ejemplo 17.2). 




fe) 


Mr. 17-2 
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nm 

MiíTldirJI 


Determine el momento de inercia del cilindro mostrado en la figu- 
ra i7-3a con respecto al eje z. La densidad del material, p. es cons- 
tante. 




ín) 


rbj 


fí?. n-j 


■I 


t 1 dm = p2irh I r 3 ár = ~R 4 h 


La masa del cilindro es 


r R 


m - dm = plirlt 


r dr = pirhR 2 


1 ‘ = \ mR2 


Rcsp. 


Solución 

Este problema puede ser resuelto usan- 
do el elemento tipo cascarón mostrado en ia figura l7-3ó e integra- 
ción simple. El volumen del elemento es dV — (2 7 rr)(k) dr, por lo 
que su masa es dm ~ p dV = p(2irhr dr). Como todo el elemento se 
encuentra a la misma distancia r del eje c. el momento de inercia 
de! elemento es 

di, — r 2 dm = p2rrhr ? dr 

Al integrar sobre toda la región del cilindro obtenemos 


por lo que 



http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Sección 17.1 Momento de inercia 


E J E P P L O 17.2 


Un S( ?ido se forma girando el área sombreada que muestra la fi- 
gura 1 7-4« coh respecto al eje y. Si la densidad del material es de 
5 «ug/pie 3 . determine el momento de inercia con respecto al eje y. 





X 


(ai 


ihi 


Ft«. 17-4 


Solución 

El momento de inercia se calculará usando un 
elemento del tipo disco, como se muestra en la figura 17-4 h. Aquí el 
elemento interseca la curva en el punto arbitrario (x.y) y tiene masa 

din ' p dV — pfTT.r 2 ) dy 

Aunque todas las porciones del elemento no están ubicadas a la 
misma distancia del eje y, aún es posible determinar el momento de 
inercia d¡ > del elemento con respecto al eje y. En el ejemplo anterior 
se mostró que el momento de inercia de un cilindro con respecto 
a su eje longitudinal es / = \mR 2 , donde oí y R son la masa y el 
radio del cilindro. Ya que la altura del cilindro no aparece en esta fór- 
mula. el cilindro mismo puede ser considerado como un disco. Asi. 
para el elemento tipo disco de la ñgura 17-46. tenemos 


di v = ¿(din)# 2 = |l/j(írjt 2 )ííy],v 2 


Sustituyendo x = y 2 , p = 5 siug/pie'. e integrando con respecto a y. 
a partir de y — 0 hasta y — 1 pie. obtenemos el momento de inercia 
para todo el sólido. 




0.873 slug • pies 2 
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T¡?. 17-5 



Teorema de los ejes paralelos. Si el momento de inercia del cuerpo 
alrededor de un eje que pasa por el centro de masa del cuerpo es conoci- 
do, entonces el momento de Inercia con respecto a cualquier otro eje pa- 
ralelo puede ser determinado usando el teorema de tos ejes paralelos. Es 
posible derivar este teorema considerando el cuerpo mostrado en !a 
figura 17-5. El eje t pasa por el centro de masa G. mientras que el corres- 
pondiente eje z paralelo se encuentra alejado a una distancia d constante. 
Seleccionando el elemento diferencial de masa dm. que está localizado 
en el pumo (jc',/}. y usando el teorema de Pitágoras, r = (d 4- .t’j 2 + v' 2 . 
podemos expresar el momento de inercia del cuerpo con respecto al eje 
z como 



f 

[{d + x‘ ) 2 + y' 2 ] dm 

m 


= [ (*' 2 + y' 2 ) dm + 2 d I x'drn + d 


i 


dm 


Puesto que r‘~ = je'* - + y' 2 , la primera integral representa 1 G . La se- 
gunda integral es igual a cero, ya que el eje z.' pasa por el centro de 
masa del cuerpo, es decir, fx'dtti — x'fdm — Ü ya que T — 0. Final- 
mente. la tercera integral representa la masa total m del cuerpo. Por 
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consiguiente, el momento de inercia con respecto ai eje z puede escri- 
birse como 


í = I a + md 2 


( 17 - 4 ) 


donde 

¡q — momento de inercia con respecto ai eje z' que pasa por el cen 
tro de masa G 
tn ~ masa de i cuerpo 

d - distancia perpendicular entre los ejes paralelos 


Radio de giro. En ocasiones, el momento de inercia de un cuerpo con 
respecto a un eje específico es reportado en los manuales de ingeniería 
usando el radio de giro, k< Este valor tiene unidades de longitud, y cuan- 
do se conoce junto con el valor de la masa ni del cuerpo, el momento de 
inercia del cuerpo es determinado a partir de la ecuación 



( 17 - 5 ) 


Advierta la similitud entre la definición de k en esta fórmula y r en la 
ecuación di - rdm, la cual define el momento de inercia de una masa 
elemental dm del cuerpo con respecto a un eje. 


_uer pos cor opuestos. Si un cuerpo está construido a partir de varias 
turmas simples como discos, esferas y barras, su momento de inercia con 
respecto a cualquier eje z puede ser determinado sumando algebraica- 
mente los momentos de inercia de todas las formas componentes, calculados 
con respecto al eje z. La adición algebraica es necesaria ya que una parle 
componente debe ser considerada como una cantidad negativa si ya ha si- 
do contada corno pieza de otra parte, por ejemplo, un “agujero" restado 
de una placa sólida. El teorema de los ejes paralelos es necesario para 
efectuar los cálculos si el centro de masa de cada parte componente no se 
encuentra sobre el eje z. Entonces, para los cálculos, f - S(/ G + md 2 ). 
Aquí, para cada una de las partes componentes, / G es calculado por in- 
tegración o puede ser determinado con una labia, como la dada en la cu- 
bierta interna posterior de este libro. 
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EJEMPLO 17.3 


Si la placa mostrada en la figura 17-6n tiene densidad de 8000 kg/m 3 y 
espesor de 10 mm. determine su momento de inercia con respecto a un 
eje dirigido perpendicularmenie a la página y que pase por e! punto O. 



Ó Espesor deíO mm 

M m 


Kf¡. 17-fi 

Solución 

La placa consta de dos partes componentes, el disco de 250 mm de ra- 
dio menos un disco de 125 mm de radio, figura 17-66. El momento de 
inercia con respecto a O puede ser determinado calculando el momen- 
to de inercia de cada una de estas partes con respecto a O y luego su- 
mando algebraicamente los resultados. Los cálculos se efectúan usando 
el teorema de los ejes paralelos junto con los datos dados en la tabla 
que aparece en la cubierta interna posterior de este libro. 

El momento de inercia de un disco con respecto a un eje cen- 
troidal perpendicular al plano de! disco es í v , = \n\r . El centro de 
masa del disco está a una distancia de 0,25 m del punto O. Entonces, 

m d = P<tV d = 8000 kg/mV(0-25 m) 2 (0¿01 m)] - 15.71 kg 

(b)o = 

= j (15.71 kg)(0.25 m) 2 + (15.71 kg)(0.25m) 2 
= 1 ,473 kg • m 2 

Para el disco (agujero) de 125 mm de radio, tenemos 

d 

m h = p h Vfc - 8000 kg/mV(0-125 m) 2 (0.01 m)] = 3.93 kg 

ihh = + m h^ 

= | (3.93 kg) (0. 125 m) a + (3.93 kg) (0-25 m) 2 
= 0,276 kg • m 2 

El momento de inercia de la placa con respecto ai punto O es. por 
tanto. 

fo = {Id)o ~ ( ?h)o 

= 1.473 kg • m 2 — 0.276 kg * m 2 
= 1.20 kg*m 2 Resp. 
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PROBLEMAS 


Determine el momento de inercia J y para la barra 
esbelta. La densidad p y el área transversa! A de la ba- 
rra son constantes. Exprese el resultado en términos de 
la masa total m de la barra. 


El cono circular recto se forma girando el área 
sombreada alrededor del eje x Determine el momento 
de inercia l x y exprese d resultado en términos de la ma- 
sa total m dd cono. El cono tiene densidad constante p. 



Prvb. 17-1 


Prob, 17-3 


Determine el momento de inercia del anillo del- 
gado con respecto al eje "El anillo tiene masa m. 


Un semi elipsoide es formado girando el área 
sombreada con respecto al eje x. Determine el momento 
de inercia de este sólido con respecto al eje x y exprese 
et resultado en términos de su masa m. El materia] tiene 
densidad constante p. 


y 



.t 





Prob, 17-2 


Pruh, 17-4 
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El sólido se Forma girando el área sombreada con Determine el momento de inercia I- dd toro. La 

respecto a) eje y. Determine el radio de giro k v . El peso masa dd toro es m y la densidad p es constante. Sugeren- 
espccífico del material es y = 380 Ib /pie i * 3 . cía: Use un elemento tipo cascarón. 




Pntli. 17-5 


PrrtI». 17-7 


i La esfera se forma girando el área sombreada con 

respecto al eje x. Determine el momento de inercia l x y 

exprese el resultado en términos de la masa total m de la 
esfera. El material tiene densidad constante p. 


El cilindro sólido tiene radio exterior R. altura h. 
y está hecho con un material que tiene una densidad que 
varia desde su centro según p = k + ar . donde k y a son 
constantes. Determine la masa del cilindro v su momen- 
to de inercia con respecto al eje Z- 



Prnl», 17-(> 


Prob. 17-8 
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El molde de concreto se forma girando el área Determine el momento de inercia dei prisma 

sombreada con respecto al eju y. Determine el monten- triangular homogéneo con respecto al eje y. Exprese el 

lo de inercia l y . El peso específico del concreto es y — resultado en tér min os de la masa m del prisma. Sugeren- 

150 Ib /pie 3 . c ¡ a: Par a | a integración, use elementos de placa delgada 

paralelos al plano x —y con espesor di. 


* 



Proh. l7-<> 





Pr«h. 17- II 


El cono truncado se forma girando el área som- 
breada alrededor del eje x. Determine su momento de 
inercia / r y exprese el resultado en términos de la masa 
total m. El cono truncado tiene densidad constante. 


Determine el momento de inercia del conjunto 
con respecto a un eje que es perpendicular a la página y 
pasa por el punto O. El material tiene un peso específi- 
co y = 90 Ib /pie’. 



Prub, 17-111 Piuli, 17-12 
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El conjunto consta de un disco con masa de ó kg 
y las barras é$bt\t&& ABy DCquz tienen masa de 2 kg/m, 
Determine la longitud L de DC de manera que el centro 
de masa esté en la chumacera O , ¿Cuál es el momento de 
inercia del conjunto con respecto a un eje perpendicular 
a la página y que pase por OI 

El conjunto consta de un disco con masa de 6 kg 
y las barras esbeltas AB y DC que tienen masa de 2 kg/m. 
Si £ = 0.75 ni. determine el momento de inercia del con- 
junto con respecto a un eje perpendicular a la página y 
que pase por O. 



17 ! " La rueda consta de un anillo delgado con masa 
de 10 kgy cuatro rayos hechos de barras esbeltas con ma- 
sa de 2 kg cada una. Determine ei momento de inercia 
de la rueda con respecto a un eje perpendicular a la pá- 
gina y que pase por el pumo A . 


El péndulo consta de la barra esbelta de 3 kg y 
h placa delgada de 5 kg. Determine la ubicación y del 
centro de masa G del péndulo: luego calcule el mo- 
mento de inercia del péndulo con respecto a un eje per- 
pendicular a la página y que pase por G. 


^5= 

¡r 

t ** i 

m 

1 i ' 

V 

1 

i G 

oj 

: m 

L_ . 



L — l m - --*] 


PrnE 17-16 


Cada una de las tres bañas tiene masa m. Deter- 
mine el momento de inercia del conjunto con respecto a 
un eje que es perpendicular a la página y pasa por el pun- 
to central O. 




Prota. 17-15 


Pr<ib. 17-17 
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v L Las barras esbeltas tienen peso de 3 Ib /pie. 
Determine el momento de inercia del conjunto con respec- 
to a un eje perpendicular a la página y que atraviese por 
el pasador instalado en A . 



v 

rN 

El péndulo comía de una placa con peso de 12 Ib 
y mía barra esbelta con peso de 4 Ib. Determine el radio 
de giro del péndulo con respecto a un eje perpendicular 
a la página que pase por el punto O. 



Probs, 17-2<í/ZI 


Determine el momento de inercia de la pieza 
sólida de aceio mostrada alrededor del eje x. El acero tie- 
ne un peso específica de y aceni = 490 Ib /pie 3 . 





Vm\K 11-22 



*1 pie*- 3 píes* 4* 2 pies — *■ 


ProJn 17-19 


' - El péndulo consta de dos barras esbeltas AB y 
OC que tienen masa de 3 kg/m. La placa delgada tiene 
masa de 12 kg/m". Determine la ubicación y del centro 
de masa G del péndulo, luego calcule el momento de iner- 
cia de! péndulo con respecto a un eje perpendicular a la 
página y que pase por G. 

17*21. El péndulo consta de dos barras delgadas AB y 
OC que tienen masa de 3 kg/m. La placa delgada tiene 
masa de 12 kg/nr. Determine el momento de inercia del 
péndulo con respecto a un eje perpendicular a la página 
y que atraviese el pasador instalado en O. 


' ■ Determine el momento de inercia con respecto 
a un eje perpendicular a la página y que atraviese d pa- 
sador instalado en O, La placa delgada tiene un agujero 
en su centro, Su espesor es de 50 rmn, y el material tiene 
densidad p = 50 kg/m’. 
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17.2 Ecuaciones cinéticas de movimiento plano 


En el siguiente análisis limitaremos nuestro estudio de cinética plana a 
cuerpos rígidos que. junto con sus cargas, son considerados simétricos 
con respecto a un plano de referencia fijo.* En este caso, la trayectoria 
del movimiento de cada partícula del cuerpo es una curva plana parale- 
la a un plano de referencia fijo. Como el movimiento del cuerpo puede 
ser visto dentro del plano de referencia, todas las fuerzas (y momentos 
de par) que actúan sobre el cuerpo pueden ser proyectadas entonces en 
el plano. Un ejemplo de un cuerpo arbitrario de este tipo se muestra en la 
figura 17-Kfí. Aquí el marco de referencia inercia! x, y, z tiene su origen 
coincidiendo con el punto arbitrario P en e! cuerpo. Por definición. <»- 
tos ejes no giran, y están fijos u se trasladan con velocidad constante. 



W Fit*. 17-41 

Ecuaciones de movimiento traslacional, Las fuerzas externas 
mostradas en el cuerpo de la figura 17-8fl representan el efecto de fuer- 
zas gravitatorias. eléctricas, magnéticas o de contacto entre cuerpos adya- 
centes. Como este sistema de fuerzas ha sido considerado previamente en 
la sección 13.3 para el análisis de un sistema de partículas, la ecuación 
13-6 resultante puede ser usada aquí, en cuyo caso 

£F — ma a 

Esta ecuación se llama ecuación de movimiento traslacional para el 
centro de masa de un cuerpo rígido. Establece que la sama de todas las 
fuerzas externas que acatan sobre el cuerpo es igual a la masa del cuer- 
po multiplicada por la aceleración de su centro de masa O. 

Para movimiento del cuerpo en el plano x— y, la ecuación del movi- 
miento traslacional puede ser escrita en la forma de dos ecuaciones 
escalares independientes, que son 

1F X = m(a G ) x 
lF y = m(a G ) y 

Haciendo esto, la ecuación del movimiento rotatorio se reduce a una forma algo 
simplificada. El caso más general de forma y carga del cuerpo es considerado en el 
capítulo 21. 


391 
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Diagrama de cuerpo libre de una partícula 


Ecuación de movimiento rotatorio. Determinaremos ahora los efec- 
tos causados por los momentos del sistema de fuerzas externas calculados 
con respecto a un eje perpendicular al plano del movimiento (el eje z) 
que pasa por el punto P. Como se muestra en el diagrama de cuerpo libre 
de la partícula r-ésima, figura 17-86. F„ representa la fuerza resultante ex- 
rerna que actúa sobre la partícula, y f. es la resultante de las fuerzas internas 
causadas por interacciones con partículas adyacentes. Si la partícula tie- 
ne masa rn L , y en el instante considerado su aceleración es a,, entonces el 
diagrama cinético es construido como se muestra en la figura 17-8c. Si los 
momentos de las fuerzas que actúan sobre la partícula son sumados con 
respecto al punto P. requerimos que 


ib) 



Diagrarmi cinético de unu panícula 
(tí 


o bien 


r X F ; + r X f , = r X m ( a, 
(M/Oí = r X m.a, 


Los momentos con respecto a P pueden ser expresados en términos de 
la aceleración del punto P, figura 17-8d. Si el cuerpo tiene aceleración 
angular « y velocidad angular o>. entonces, usando la ecuación 16-18. te- 
nemos 


(Mp)j - m ¡ r X (a P + « X r — wV) 

= m,-(r X a/> + r X (<* x r) - ar(r x r)] 

El último término es cero, ya que r x r = 0. Expresando Los vectores 
con componentes cartesianas y efectuando las operaciones de producto 
cruz obtenemos 

(M P )¡k m¡{(x i + yj) X [(n P ),.¡ + (a P ) v j] 

+ (** + yj) x [ak x (x\ + yj)]} 

(Mp)¡k = mj[-y(a P ) x + x{ar) y + ctx 2 + ay 2 ]k 
l(Mp)í = m ¡[~y{ap) x + x(a P ) y + ar 2 ) 

Haciendo m, — *■ dm e integrando con respecto a toda la masa m del cuer- 
po. obtenemos la ecuación resultante de momento 



(di 


\-1Mp ~ J y dm j(u P ) r + ^ f ;v dm )(í/ p ) v + ( r 2 dm )<* 


Aquí 2A/ P representa sólo el momento de las fuerzas externas que actúan 
sobre el cuerpo con respecto al punto P. El momento resultante de las 
fuerzas internas es cero, ya que para todo el cuerpo esas fuerzas ocurren 
en pares iguales, colineales y opuestos, por lo que el momento de cada par 
de fuerzas con respecto a /'se cancela. Las integrales en los términos pri- 
mero y segundo deJ lado derecho se usan para localizar el centro de ma- 
sa G del cuerpo con respecto a J°. ya que ym = /y dm y xm = Jx dm t 
figura 17-8d. La última integral representa el momento de inercia del 
cuerpo calculado con respecto al eje z, esto es 1¡> = í Pdtn. Así. 


fíií- n-« 


(,2AÍ P — — yrtj{íí P )^ -I- mi(íi P ) v -I- Ira 


(17-6) 
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Es posible reducir esta ecuación a una í orina más simple si el punto P 
coincide con el centro de masa G para el cuerpo. Si este es el caso, en- 
tonces .'ir = v = 0. y por tanto* 


EA/p — Iq(x 


07-7) 


Esta ecuación de movimiento rotatorio establece que la suma de los mo- 
mentos de todas las fuerzas externas calculadas con respecto al centro de 
nuisa G es igual al producto del momento de inercia del cuerpo con res- 
pet to a un eje que pase por G y la aceleración angular del cuerpo. 

La ecuación i 7-6 también puede ser reescrita en términos de las com- 
ponentes x y y de a 6 - y del momento de inercia I a del cuerpo. Si el punto 
G esta ubicado en el punto (x, y), figura 17-8¿. entonces, por el teore- 
ma de los ejes paralelos, I p - t G + m(x* + y 2 ). Sustituyendo en la ecua- 
ción 17-6 y reordenando términos, obtenemos 


12 - vw¡-(fl P ) r + ya] + .i7?i[(n P ) v + xa] + I G a (17-8) 

A partir del diagrama cinemático de la figura 17-Srf, a F puede ser expíe- 
sada en términos de a r 7 como 

% ~ 3fi + or x r - arf 

( a a).r< + ( a c))j — (ap)J + + ak X (xi + yj) — + yj) 

Efectuando los productos cruz e igualando las respectivas componentes 
i y j resultan las dos ecuaciones escalares 

( a a)x = ( a r)x ~ y& - vea 2 
(°ij)v ‘ ( a r) y + Áa - yuf 

A partir de estas ecuaciones. [-(a P ) x + ya) - \ ~{a G ) x - x W 2 ] y [< flp ) v 

+ xa] - [(« G ) v . + yar]. Sustituyendo estos resultados en la ecuación 
17-8 y simplificando obtenemos 


1 2 U P ym(a G ) c + xm (a G ) f + I G a ( 1 7 _ 9 ) 

Este importante resultado indica que cuando los momentos de las fuer- 
zas externas mostradas en el diagrama de cuerpo libre son sumados con 
respecto al punto P s figura I7-8e. resultan ser equivalentes a la suma de 
los momentos cinéticos" de las componentes de ma G con respecto a P 
más el " momento cinético" de I G a, figura l7-8f. En otras palabras, cuan- 
do son calculados los "momentos cinéticos”. 2(dt fc ) Pt figura 17-8/. los 
vectores m(a (7 ) t y m(a G ) y son tratados como vectores deslizabas: esto 
es. pueden actuar en cualquier punto a lo largo de su línea de acción. De 
manera similar. f G a puede ser tratado como un vector libre y puede, por 
tanto, actuar en cualquier punto. Es importante recordar que ma G e T G a 
no son lo mismo que una fuerza o un momento de par . sino que son cau- 
sados por los efectos externos de fuerzas y momentos de par que están 
actuando sobre el cuerpo. Con esto en mente podemos escribir la ecua- 
ción 17-9 en una forma más general como 


IMp = 2(,Í4) P 


(17-10) 


'También I M P = Ipa se reduce a esta misma forma simple cuando el punto P es un punto 
fijo (vea la ecuación I ¡- 16) o ¡a aceleración del punto P está dirigida a lo largo de la línea PC 




x 



Diagrama de 
cuerpo iihre 



W 



Diagrama cinético 

m 


Fíg, 17-S 
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Aplicación general de las ecuaciones de movimiento. Para resumir 
este análisis, pueden escribirse tres ecuaciones escalares independientes pa- 
ra describir el movimiento plano general de un cuerpo rígido simétrica. 

ZF X ~ m(a G } x 

2/?. = m{a G ) y 

2M g = I G a o I.M P = M^k)p (17-11) 

Al aplicar estas ecuaciones, siempre se deberá dibujar un diagrama de 
cuerpo libre, figura l7-3e, con la finalidad de tomar en cuenta los tér- 
minos implicados en 2F t . 2F V ,. 'ZM Ü o 2 M P , En algunos problemas 
también puede ser útil dibujar el diagrama cinético para el cuerpo. 
Este diagrama loma en cuerna gráficamente los términos m(a G )„ m(a G ) v 
e I G a. y es especialmente conveniente cuando se usa para determinar 
las componentes de ma G y los términos de momento en 2 (.%}/>.* 


17.3 Ecuaciones de movimiento: Traslación 



Fíg. 17— V 


Cuando un cuerpo rígido experimenta una traslación, figura 17-9a, 
todas sus partículas tienen la misma aceleración, de modo que a G = a - 
Además, o: = O.en cuyo caso la ecuación de movimiento rotatorio apli- 
cada al punto G se reduce a una forma simplificada, esto es. IM C = 0. La 
aplicación de ésta y de las ecuaciones de movimiento traslacional será 
analizada ahora para cada uno de los dos tipos de traslación. 

Traslación rsctilínea. Cuando un cuerpo está sometido a traslación 
rectilínea, todas sus partículas viajan a lo largo de trayectorias paralelas de 
línea recta. Los diagramas de cuerpo libre y cinético se muestran en la 
figura 17-96. Como I G a — 0. sólo ma G se muestra en el diagrama cinéti- 
co, Por consiguiente, las ecuaciones de movimiento que se aplican en es- 
te caso son 


2F V = m{a c ) x 
2F V - m(a a )y 
2A/ G - 0 


07-12) 


La última ecuación requiere que la suma de los momentos de todas las 
fuerzas externas (y momentos de par) calculados con respecto al centro 
de masa del cuerpo sea igual a cero. Por supuesto, es posible sumar mo- 
mentos con respecto a otros puntos sobre y fuera del cuerpo, en cuyo ca- 


*Por esta razón, el diagrama cinético será usado en la solución de un ejemplo problema 
siempre que — £ ( di *) p sea aplicada. 
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íb) 

Fin. 17-9 



so el momento de ma G debe tomarse en cuenta. Por ejemplo, si se elige el 
punto A. que se encuentra a una distancia d de la línea de acción de mar- 
es aplicable la siguiente ecuación de momento: 


~ = (ma G )d 

Aquí la suma de momentos de las fuerzas externas y momentos de par 
con respecto a A diagrama de cuerpo libre) es igual al momen- 

to de mar con respecto a A (2(M k ) A , diagrama cinético). 

irasEenon ct: Jsrter; Cuando un cuerpo rígido está sometido a 
traslación curvilínea, todas sus partículas viajan por trayectorias paralelas 
curvas. Para el análisis, a menudo es conveniente usar un sistema coorde- 
nado inercia] con origen coineidente con el centro de masa del cuerpo en 
el instante considerado, y ejes orientados en las direcciones norma! y 
tangencial a la trayectoria del movimiento, figura 17-9®. Las tres ecuacio- 
nes escalares de movimiento son enionces 


2/r » = m(a G )„ 
2F t = m(a G ), 
2M g = ü 


(17-13) 


Aquí [a G ), y (a c )„ representan, respectivamente, las magnitudes de las 
componentes de aceleración tangencial y normal del punto C. 

Si la ecuación de momento 2 M ü = 6 es reemplazada por una suma 
de momentos con respecto al pumo arbitrario B. figura I7-9c. es nece- 
sario tomar en cuenta los momentos, 2 de las dos componentes 

m(a, r - l,i y m{a G )¡ con respecto a este punto, A partir del diagrama cinético. 
h y e representan las dísl andas perpendiculares (o “brazos de momen- 
to ) desde B hasta las líneas de acción de las componentes, Por tanto, la 
ecuación de momento requerida se convierte en 



II 





2M fí = e[m(á G ) t ¡ - A[m(a c )„] 
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Los diagramas de cuerpo libre y emético 
para este bote y remo] que son dibujados 
primero con e¡ propósito de aplicar las 
ecuaciones de movimiento. Aquí las tuer- 
zas señaladas en el diagrama de cuerpo 
libre causan el efecto mostrado en d dia- 
grama cinético. Si las momentos son su- 
mados con respectó al centro de masa. G, 
entonces X Mq = Ü. Sin embargo, si los 
momentos son sumados con respecto al 
punto ñ % entonces Af# - ma^id)- 




PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Los problemas de cinética que implican traslación de un cuerpo 
rígido pueden ser resueltos usando el siguiente procedimiento. 


Establezca el sistema coordenado inercia! x.y on.ty dibuje el dia- 
grama de cuerpo libre para tomar en cuenta todas las fuerzas 
externas y los momentos de par que actúan sobre el cuerpo. 

La dirección y el sentido de la aceleración del centro de masa del 
cuerpo 8(7 deben ser establecidos. 

Identifique las incógnitas presentes en el problema. 

Si en la solución se decide usar la ecuación de movimiento rota- 
torio 'LMp — 2(jH.jt)p, entonces considere dibujar el diagrama 
cinético, ya que toma en cuenta gráficamente las componentes 
m(flí7) x . m(a c ) y o m( a G )„ m(a G )„ y es. por tanto, conveniente 
para "visualizar" los términos necesarios en la suma de momen- 
tos SLUfe)/». 

Ecuaciones de movimiento. 

Aplique las tres ecuaciones de movimiento de acuerdo con la con- 
vención de signos establecida. 

Para simplificar el análisis, la ecuación de momento 2 M G = 0 pue- 
de ser reemplazada por la ecuación más general TMp = ü 
donde usualmente el punto P está ubicado en la intersección 
de las líneas de acción de tantas fuerzas desconocidas como es 
posible. 

Si el cuerpo está en contacto con una superficie rugosa y ocurre 
deslizamiento, use la ecuación de fricción F = Recuerde que 
F siempre actúa sobre el cuerpo oponiéndose al movimiento del 
cuerpo con relación a la superficie de contacto. 

Cinemática, 

Use cinemática cuando la velocidad y la posición del cuerpo de- 
ban ser determinadas. 

Para traslación rectilínea con aceleración vamble,maa G = dv G /dt 
a G ds G = i'cdvc v G = ds G /dt 

Para traslación rectilínea con aceleración constante, use 

% = (%)q + °r,i t>í; — (%)o + 2 j3c[Sg - (%)o] 

se " (%)o + (%V + \ a aP 

Para traslación curvilínea, use (a c ) n — Vg/p = *Fp. ( ü g)í = 
dvgfüt, {a G ),ds G = v G dv G , ( a G ), = ap 
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La motocicleta mostrada en ta figura 17-1 la tiene masa de 125 kg y 
centro de masa en G t , en tanto que el motociclista tiene masa de 75 kg 
y centro de masa en G*. Determine el coeficiente mínimo de fricción 
estática necesario entre las ruedas y el pavimento para que el pasaje- 
ro pueda levantar la rueda frontal como se muestra en la fotografía. 
¿Qué aceleración es necesaria para hacer esto? Desprecie la masa de 
las ruedas y suponga que la rueda frontal puede rodar libremente. 



(bi 


Re. 



0.6 m 


En este problema consi- 
deraremos a la motocicleta y al motociclista como el "sistema” por 
analizar. Es posible determinar primero la ubicación del centro de 
masa para este “sistema” usando las ecuaciones x — Xxm/'lm y 
y = Xym/2m. Sin embargo, aquí consideraremos el peso y la inasa 
por separado de cada una de sus panes componentes como se mues- 
tra en los diagramas de cuerpo libre y cinético, figura 17- i 1 />. Ambas 
partes se mueven con la misma aceleración y hemos supuesto que la 
rueda frontal está a panto de dejar el suelo, por lo que la reacción 
normal N A = 0. Las tres incógnitas en el problema son N ñ . F B y a G . 


tuCUticitm 


movimiento. 


^ 1F X ~ m{a G U = (75 kg + 125 kg)« G 0) 

+ 1 %F y = m{a 0 )¿ - 735.75 N - 1226.25 N = 0 (2) 

i+SAfjj - -(735.75 N)(0.4m) - (122625 N) (0.8 m) = 

-(75 kg ítf;)(0.9 m) - { 125 kg o o )(0,6 m ) 

Resolviendo. 

a G — 8.95 m/s 2 — • ► 

N b - 1962 N 
F B = 1790 N 

Así, el coeficiente mínimo de fricción estática es 

F B 1790 N ftA1 _ 

( — = — 0.912 

f /mín N¡¡ ig62 N 
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¡nliid 


T =_600 N 



(3J 


Solución 

La fuerza P puede causar que ia caja se 
deslice o se vuelque. Como se muestra en la figura 17-12/). se supone 
que la caja se desliza, de manera que F = p, k N c = O 2 N c . Además, 
a fuerza resultante normal N r actúa en O, a una distancia x (donde 

< x ^ 0.5 m) desde la línea central de la caja* Las tres incógnitas 
son N c , x y a G . 


I CílfiCIOf 


mtent 


- + » 2F X = m(a G ). t ; 
+ TSF V = m {«*)>.; 


600 N - Ql2N c = (50 kg)a G 
N c - 490.5 N = 0 
i+-2.Má 0; -600 N(0.3 m) - N c (x) - 0.2A/ t (0.5 m) - 0 

Resolviendo, obtenemos 

N c = 490 N 
x ~ 0.467 ni 
a a = 10.0 m/s 2 — *■ 


Rcsp, 


Ya que x — 0.467 m < 0.5 m, la caja se desliza como se supuso origi- 
nalmente. Si la solución hubiese dado un valor de x > 0.5 m. el pro- 
blema habría tenido que ser replanteado con la suposición de que 
ocurría vuelco. Si este fuese el caso, !N C actuaría en el punto de esqui- 
na ,4 y F < 0.2 jV c , 


Una caja uniforme de 50 kg descansa sobre una superficie horizontal 
para la cual el coeficiente de fricción cinética es p k = 0.2. Determine 
la aceleración de la caja si se le aplica una fuerza F — 600 N como se 
muestra en la figura 17-12rí. 


0.3 m 



0) 

— J 

0.5 m 1 

(2) 

<M 

(3) 

FTg, 17-12 


La linca de acción de Nc nu pasa nece sari ámente por el centro de masa G (x = 0), 
ya (.¡u q N t debe contrarrestar la tendencia al vuelco causada por P. Vea la sección SJ 
de Mecéfikfi vedonaf para ingenieros: Estática. 
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EJEMPLO 17.8 



La viga BD de 1 00 kg mostrada en ta figura 17-13« está soportada 
por dos barras con masa insignificante. Determine la fuerza creada 
en cada barra en el instante 0 = 30° y <u = ñ rad/s. 

Solución 

La viga se mueve con traslación cunilí- 
nea puesto que los puntos B y D y el centro de masa G se mueven 
todos conforme a trayectorias circulares, cada trayectoria tiene el mis- 
mo radio de 0.5 m. Usando coordenadas normal y tangencial, el dia- 
grama de cuerpo libre para la viga se muestra en la figura 17-1.36. 
Debido a la traslación, G tiene el mismo movimiento que el pasador 
instalado en B, el cual está conectado a la barra y a la viga. Estudian- 
do el movimiento angular de la barra AB. figura 17-13c, advierta que 
la componente de aceleración tangencial actúa hacia abajo y hacia la 
izquierda debido a la dirección de a en el sentido de las manecillas 
del reloj. Además, la componente normal de aceleración está dirigida 
siempre hacia el centro de curvatura (hacia el punto A para la barra 
AB). Como la velocidad angular de AB es de 6 rad/s, entonces 


Uo)« 


- <t> 2 r = (6 rad/s ) 2 ( 0.5 m) = 18 m/s 2 


Las tres incógnitas son T s , T D y {a r .),- Las direcciones de (a c )„ y (a^-), 
han sido establecidas, y están indicadas sobre los ejes coordenados. 




Fig. 17-t.r 

Ecuaciones d e movimiento. 

= m(a 0 ) n ', T b + T n - 981 eos 30'' N = 100 kg('18m/s 2 ) (1) 
V2F, = m{(i G ),: 981 sen 30° = l0ükg(fl G ), (2) 

XMg = 0; ~{T b eos 30 c ’)(0.4 m) + (T D cos 3O")(0.4 m) = 0 (3) 
La solución simultánea de esas tres ecuaciones da 


T g m T d = 1.32 kNN 30 " 
(a G ) t =4.90 m/s 2 


Resp. 
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PROBLEMAS 


- 1 El recipiente de 4 Mg contiene material de des- 
perdicio nuclear cubierto de concreto. Si la masa de la 
viga BD es de 50 kg, determine la fuerza en cada uno 
de los eslabones AB. CD, EF y GH cuando el sistema 
es levantado con aceleración a = 2 m/s 2 por un perio- 
do corto. 

El recipiente de 4 Mg contiene material de des- 
perdicio nuclear cubierto de concreto. Si la masa de la 
viga BD es de 51) kg, determine la máxima aceleración 
vertical a del sistema de manera que cada uno de los es- 
labones AB y CD no estén sometidos a una fuerza mayor 
que 30 kN'. y los eslabones EF y GH no estén sometidos 
a una fuerza mayor que 34 kN. 



La botella de 2 Ib descansa sobre la banda 
transportadora de una tienda. Si el coeficiente de fricción 
estática es ¿i, " Ü.2, determine la máxima aceleración que 
la banda puede tener sin que la botella deslice o se vuel- 
que. El centro de gravedad está en G. 



L na pieza con masa de 8 Mg es levantada usan- 
do el sistema de aguilón y polca. Si el malacate situado 
en B jala el cable con aceleración de 2 m/s 2 . determine 
la fuerza de compresión necesaria en el cilindro hidráu- 
lico para soportar el aguilón. El aguilón tiene una masa 
de 2 Mg \ centro de masa en G. 



Prab. 17-27 


El avión a chorro tiene una masa total de 22 Mg 
y centro de masa en G. inicial mente, durante el despe 
gue. los motores proporcionan un empuje de 27 = 4 kN 
y T = 1.5 kN. Determine la aceleración del avión y las 
reacciones normales sobre la rueda de la nariz y sobre 
cada una de las dos ruedas de las alas ubicadas en B. 
Desprecie la masa de las ruedas y, debido a la pequeña 
velocidad, desprecie cualquier levantamiento causado 
por las alas. 



Frufk 


VniK 17 - 2 * 
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: El camión elevador tiene masa de 7U kg y centro 
de masa en G. Si levanta el carrete de 120 kg con una 
aceleración de 3 m/s% determine las reacciones de cada 
una de las cuatro ruedas sobre el suelo. La carga es simé- 
trica. Desprecie la masa del brazo CD móvil. 

I ; v El camión elevador tiene masa de 70 kg y centro 
de masa en G Determine la máxima aceleración posible 
hacia arriba del carrete de 120 kg de manera que la reac- 
ción de las ruedas sobre el terreno no exceda de 600 R 



Prulis. (7^29/31) 


' : j . La puerta tiene un peso de 200 Ib y centro de gra- 
vedad en G. Determine qué lan lejos se mueve la puer- 
ta en 2 s. partiendo del reposo, si un hombre la empuja 
en C con una fuerza horizontal F = 30 Ib. Encuentre tam- 
bién las reacciones verticales en los rodillos A y B . 

170-2, La puerta tiene un peso de 200 Ib y centro de 
gravedad en G\ Determíne la fuerza constante F que de- 
be aplicarse a la puerta para desplazarla 12 pies hacia la 
derecha en 5 s. partiendo dei reposo, Encuentre también 
las reacciones verticales en los rodillos A y B. 



El tubo uniforme tiene un peso de 500 Ib/pie 
y diámetro de 2 pies. Si es levantado como se muestra 
con una aceleración de 0.5 pies/sr, determine el mo- 
mento interno en el centro A del tubo debido al levan- 
tamiento. 



0,5 


-—5 pit^ ■ ! ■ 5 


pies - 5 pies— r— 5 


VtíAk \ 7-33 


■ El tubo tiene masa de 800 kg y está siendo re- 
molcado detrás del camión. Si la aceleración del camión 
es a t = 0.5 m/s 2 . determine d ángulo ti y la tensión en el 
cable. El coeficiente de fricción cinética entre el tubo ) 
el terreno es ^ = 0,1. 

El tubo tiene masa de S0Ü kg y está siendo remol- 
cado detrás del camión. Si el ángulo 9 = 30*. determine 
la aceleración del camión y ía tensión en el cable. El coe- 
ficiente de fricción cinética entre el tubo y d terreno es 
^ - 01 . 



Pfnbi» 17-31/32 


Ptobs, ¡7-34/35 
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« El automóvil acelera uniformemente desde el 
respmo a 88 pies, s en 15 segundos, Si tiene un peso de 
3800 Ib y centro de gravedad en C7, determine ia reacción 
normal de cada rueda sobre el pavimento durante el 
movimiento. Se desarrolla potencia en tas ruedas fron- 
tales, mientras que tas ruedas posteriores pueden girar 
libremente. Desprecie la masa de las ruedas y tome los 
coeficientes de fricción estática y cinética igual a ¡x, = 
0,4 y ¡x k — 02, respectivamente. 



PwK 17- 411 


i U La carretilla soporta el tambor de 600 Ib que 
tiene su centro de gravedad en G\ Si el operador la em- 
puja hacia delante con una fuerza horizontal de 20 Ib, 
determine la aceleración de la carretilla y las reacciones 
normales en cada una de las cuatro ruedas. Desprecie la 

masa de las ruedas. 


42 La caja uniforme tiene masa m y descansa sobre 
una tarima rugosa para la cual el coeficiente de fricción 
estática entre la caja y la tarima es Si a la tarima se te 
da una aceleración de a r muestre que la caja volcará y des- 
lizará al mismo tiempo si ¿q — bfh. 



Pnih* 17-42 


■43* El camión con brazo de levantamiento y el ope- 
rador tienen un peso combinado de 10 Ü0U Ib y centro de 
masa en G. Si el camión se usa para levantar el lubü 
de concreto de 2000 ib, determíne ia aceleración vertical 
máxima que puede dar al tubo de manera que no se vuel- 
que hacia delante sobre sus ruedas frontales. 

El camión con brazo de levantamiento y el ope- 
rador tienen un peso combinado de 10 000 Ib y centro de 
masa en G . Si el camión se usa para levantar el tubo 
de concreto de 2000 Ib, determine las reacciones norma- 
les en cada una de sus cuatro ruedas si el tubo recibe una 
aceleración hacia arriba de 4 pies s i 2 



Fnib* 1 7 — 11 


Proles* 17-43/44 
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: : La camioneta tiene un peso de 4500 Ib y centro 

de gravedad en G,. Lleva una carga fija de 800 Ib que tie- 
ne centro de gravedad en G¡. Si la camioneta está viajan- 
do a 40 pies/s. determine la distancia que patina antes de 
detenerse. Los frenos causan que todas las ruedas se tra- 
ben o patinen. El coeficiente de fricción cinética entre las 
ruedas y ej pavimento es m* = 0.3. Compare esta distan- 
cia con aquella en que la camioneta viaja sin carga. Des- 
precie !a masa de las ruedas. 


Problemas . 405 

' •s 7 El carro de mano tiene masa de 200 kg v centro 
de masa en G. Determine las reacciones normales en 
cada una de las dos ruedas colocadas en A y en las dos 
ruedas en tí si una fuerza P - 50 N se aplica en el man- 
go. Desprecie la masa de las ruedas. 

El carro de mano tiene masa de 200 kg y cen- 
tro de masa en G, Determine la magnitud de la máxima 
tuerza (' que puede ser aplicada al mango de manera que 
las ruedas ubicadas en A o B continúen manteniendo con- 
tacto con el suelo. Desprecie la masa de las ruedas. 



6 pies 


4 pÍL'S 

1 


Prnh. 17-15 



l’rnliv 1 7-47/48 


i, La caja tiene masa de 50 kg y descansa sobre el 
carrito de superficie indinada. Determine si la caja volca- 
rá o deslizará con respecto al carrito cuando éste se encuert- 
lie sometido a la mínima aceleración necesaria para 
causar uno de estos movimientos relativos. ¿Cuál es la 
magnitud de esa aceleración? El coeficiente de fricción 
estática entre la caja y el carrito es p, - 0.5. 



V2 V 

El tubo en arco tiene masa de 80 kg y descansa 
sobre la superficie de la plataforma. Al ser levantado de 
un nivel al siguiente, a = 0.25 rad/s* y üí = 0.5 rad/s en 
el instante 0 — 30 u . Si no desliza, determine las reacciones 
normales del arco sobre la plataforma en este instante. 

El tubo en arco tiene masa de 80 kg y descansa so- 
bre la superficie de la plataforma para la cual el coeficien- 
te de fricción estática es fx, - 0.3. Determine la máxima 
aceleradón angular a posible de la plataforma, partiendo 
del reposo cuando t> — 45°, sin que el tubo resbale sobre 
la plataforma. 



Prftb. 17 — 


Prtihs 17-49/5» 
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1 7-5 : La caja C tiene un peso de 150 Ib y descansa so- 
bre d elevador del camión para el cual d coeficiente de 
fricción estática es ¡x, = 0.4. Determine ia máxima ace- 
leración angular inicial a, partiendo del reposo, que tos 
eslabones paralelos AB y DE pueden tener sin causar 
que la caja resbale, No oeurre vuelco. 


3 7-52. El brazo BDE del robot industrial es activa- 
do al aplicar el pare) par M = 50 N * m al eslabón CD. 
Determine las reacciones en los pasadores B y /> cuan 
do los eslabones están en la posición mostrada y tienen 
velocidad angular de 2 rad/s. El brazo uniforme BDE 
tiene masa de 10 kg y centro de masa en G x . El reci- 
piente sostenido en su tenaza en E tiene masa de 12 kg 
y centro de masa en GY Des precie la masa de los esla- 
bones AB v CD . 



Pruli, 17-52 


17.4 Ecuaciones de movimiento: Rotación con respecto a un eje fijo 



Considere el cuerpo rígido mostrado en la figura 17-14«, el cual está 
constreñido a girar en el plano vertical con respecto a un eje fijo per* 
pendicular a la página y que atraviesa el pasador ubicado en O. La ve- 
locidad angular y la aceleración angular son causadas por el sistema de 
fuerza externa y momento de par que actúan sobre el cuerpo. Como el 
centro de masa G del cuerpo se mueve en una trayectoria circular, la 
aceleración de este punto está representada mediante sus componentes 
tangencial y normal, La componente tangencia! de aceleración tiene una 
magnitud de (a G }. = ctr G y debe actuar en una dirección que sea consis- 
tente con la aceleración angular a del cuerpo. La rnagnitud de la com- 
ponente normal de aceleración es ta G ) lt = arr G , Esta componente está 
dirigida siempre desde el punto tí basta el punto O, independientemen- 
te de la dirección de ai. 


tal 

Fía. 17-14 
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Los diagramas de cuerpo libre y cinético para el cuerpo se muestran 
en la figura 17-146. El peso del cuerpo. W = mg, y la reacción F f , en el 
pasador están incluidos en el diagrama de cuerpo libre ya que represen- 
tan fuerzas externas actuando sobre el cuerpo. Las dos componentes 
y mostradas en el diagrama cinético, están asociadas con 

las componentes tangencial y normal de aceleración del centro de masa 
del cuerpo. Estos vectores actúan en la misma dirección que las com- 
ponentes de aceleración y tienen magnitudes de m(a G ) r y m(a G )„, res- 
pectivamente. El vector l G a actúa en la misma dirección que a y tiene 
magnitud de 1 G o, donde I r , es el momento de masa del cuerpo calculado 
con respecto a un eje perpendicular a la página y que pasa por G. A 
partir de la derivación dada en la sección 17.2, las ecuaciones de movi- 
miento que se aplican al cuerpo pueden ser escritas en la forma 


= m(a G }„ = marr G 
~ = tnar G 

-M Ct — f G a 


(17-14) 


ti.) 



La ecuación de momento puede ser reemplazada por una suma de mo- 
mentos con respecto a cualquier punto P arbitrario sobre o fuera del cuer- 
po si se toman en cuenta los momentos S (.(1/.)^ ge ñera dos por l G a,m(a G ) r 
y wj(at,4n con i especio al punto. En muchos problemas es conveniente su- 
mar momentos con respecto al pasador O para eliminar la fuerza desen 
nocida ¥ 0 . A partir del diagrama cinético, figura 17-146. esto requiere 

i+2M 0 = 2(vtt s ) e ; 2,M 0 = r G m(a c ) t + J G a (17-15) 


Advierta que el momento de m(a G ) n no está incluido en la suma ya que 
la línea de acción de este vector pasa por O. Sustituyendo (a G ), = r /} a, po- 
demos leescribir la ecuación anterior como \,+ 1AÍ 0 = ( ! ü '+ mr ' G )a A 
partir del teorema de los ejes paralelos. I Q = f c 4 md\ y por tanto el 
termino entre paréntesis representa el momento de inercia del cuerpo 
con respecto aleje fijo de rotación que pasa por O* En consecuencia, 
podemos escribir las tres ecuaciones de movimiento para el cuerpo como 


2/V “ m{a G ) n ' marr G 
= m{a G ), = mar G 
^■M í} ~ l 0 a 


(17-16} 


En aplicaciones. debe recordarse que ' l l G a" toma en cuenta e) "momen- 
to" de m( a c ) t y de ¡ G a con respecto al punto O, figura 17-146. En otras 

palabras. = l.(M k ) 0 - f 0 a, como lo indican las ecuaciones 17-15 
y 17-16. 



*L] resultado 1 Mg - [ 0 c¡ también puede obtenerse directamente a pariré de la ecua- 
dor i i-ó seleccionando e| punta P para que coincida con O , observando que (a P l, = 

(ap)y = 0. 


log. 17-14 
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La. manivela de la bomba exiraetofá de petró- 
leo experimenta roiadón con respecto a un 
eje fijo que es causada por una torca impul- 
sora M dd motor. Las cargas mostradas en el 
diagrama de cuerpo libre cansan los efectos 
que ilustra el diagrama cinético. Si los mo- 
mentos se suman con respecto al centro de 
masa, G, entonces I M f ■ = Iq&. Sin embargo, 
sí los momentos se suman con respee lo al pun- 
to 0\ observando que (aah = ctd, entonces 
i+XMo = J a a + m(a G ) t d i~ m(a G ) n (0) - 
Va +■ rnd 2 )a = Tqcz. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Los problemas de cinética que implican la rotación de un cuerpo 
con respecto a un eje fijo pueden ser resueltos usando el siguiente 
procedimiento. 

Diagrama de cuerpo Ubre, 

Establezca el sistema coordenado inercial x,y o ri , t y especifique 
la dirección y el sentido de las aceleraciones (*c)„ y (a G ) f y la 
aceleración angular a del cuerpo. Recuerde que {a (j ), debe actuar 
en una dirección que esté de acuerdo con a. mientras que (a G }„ 
siempre actúa hada el eje de rotación, o punto O. 

Dibuje el diagrama de cuerpo Libre para tomar en cuenta todas las 
fuerzas y momentos de par externos que actúan sobre el cuerpo. 

Calcule el momento de inerria I G o Iq. 

Identifique las incógnitas en el problema. 

Si se decide a usarla ecuación rotatoria del movimiento XM F = 
L (j11 fc ),p, esto es. P es un punto distinto de G u O. entonces consi- 
dere dibujar el diagrama cinético para avudaT a “visualizar" los 
“momentos" desarrollados por las componentes m(a G ) fl , »?(a G )„ e 
J G a al escribir los términos para la suma de momentos 

Ecuaciones de movimiento. 

Aplique las tres ecuaciones de movimiento de acuerdo con la con- 
vención de signos establecida. 

Si los momentos se suman con respecto al centro de masa G del 
cuerpo, entonces X M G = I G a. ya que (ma G ), y (tna<;) fl no gene- 
ran momento con respecto a G, 

■ Si los momentos se suman con respecto al soporte de pasador O 
sobre el eje de rotación, entonces (ma G )„ no genera momento con 
respecto a G, y puede demostrarse que S M 0 — ¡ 0 a. 

Cinemática, 

LJse cinemática cuando no pueda ser obtenida una solución com- 
pleta estrictamente a partir de las ecuaciones de movimiento. 

Si la aceleración angular es variable, aplique 

dta d8 

a - — — ti (18 = tu dw ai = — 

dt dt 

Si la aceleración angular es constante, use 

oí - ii) f \ + ff c í 
8 — 8 q 4- &>(jf 4- 
aZ = wft 4 2c* r (0 — 0 q) 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Sección 17.4 Ecuaciones de movimiento: Rotación con respecto a un eje fijo 


EJEMPLO 17.9 


EJ disco uniforme de 30 kg mostrado en la figura 17-L5íi está so- 
portado por un pasador ubicado en su centro. Si el disco parte del 
reposo, determine el número de revoluciones que debe efectuar para 
alcanzar una velocidad angular de 20 rad/s. ¿Cuáles son las reacciones 
en el pasador? Sobre el disco actúa una fuerza constante F = 10 N, 
la cual es aplicada a una cuerda enrollada alrededor de su periferia, 
y un momento de par constante M = 5 N • m. Desprecie la masa de 
la cuerda en los cálculos. 

Solución 



Figura 17-156. Advierta que el centro de 

masa no está sometido a aceleración: sin embargo, el disco tiene ace- 
leración angular en el sentido de las manecillas del reloj. 

El momento de inercia del disco con respecto al pasador es 



394.3 N 


lo - | mr x - -(30 kg)(0.2 m) : = 0.6kg-m 2 


Las tres incógnitas son O x . O y y a, 

Ecuaciones de movimiento. 




O x = 0 


Resp. 



+ t 2F r = m(a c ) y : O v - 2943 N - 10 N = 0 

O y = 304 N 

— Ifjar, — 10N(ü.2ni) — S N*m = -(0.6kg'm 2 }a 


n¡¡. 17-is 


a = 11.7 rad/s 2 J 


Como a es constante y en el sentido de las manecillas 
del reloj, el número de radianes que el diseo debe girar para obtener 
una velocidad angular de 20 rad/s en ese sentido es 


üi 2 = + 2 a c ($ - 0 O } 

(-20 rad/s) 2 - 0 + 2(-ll,7 rad/s 2 )(0 - 0) 
0 = -17.1 rad = 17.1 radj 


Por consiguiente. 


3= 17.1 rad 



2.73 rev.j 
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17.10 


La barra esbelta de 20 kg mostrada en la figura 17-I6íi está girando 
en el plano vertical y en el instante mostrado tiene velocidad angu- 
lar tú — 5 rad/s. Determine la aceleración angular de la barra y las 
componentes de reacción horizontal v vertical en el pasador en este 
instante. 


w = 5 rad/s 


(ai 



O, 


? 


\ 60 N ■ ni 

** oH r 

-i. 5 m — - 


20(9.81:) N 



Solución 

Figura 17-166. Como se apre- 
cia en el diagrama cinético, el punto G se mueve en una trayectoria 
circular por lo que tiene dos componentes de aceleración. Es ¡m pór- 
tame que la componente tangencial a t - ar G actúe hacia abajo ya que 
debe estar de acuerdo con la aceleración angular a de la barra. Las 
Eres incógnitas son: O tP O t y a. 

EClfíf ci OH £5 £lt? ítt O VI ftl í til (0, 

= r>uo 2 r G . O ri = (20 kg)(5 rad/s) 2 ( 1.5 m) 

+ 1 v F f = mar G : —O t + 20(9.81 ) N = (20 kg) (a ) ( 1 .5 m ) 
f + S M a ~ I G cr, O, (1.5 m) + 60 N * m = [~ ( 20 kg) ( 3 m ) 2 ]a 

Resolviendo las ecuaciones, obtenemos 

O n = 750 N O. = 19.0 N a = 5.90 rad/s 2 

Lina solución más directa para este problema sería sumar momen- 
tos con respecto al punto O para eliminar 0„ y O, y obtener una 
solución directa para a. Aquí. 

?+ 60 N ■ m + 20(9.81 ) N( 1 .5 m) = 

(^(20kg)(3 m) 2 ]a + (20 kg(o)(1.5 m)](1.5 m) 
a = 5.90 rad/s 2 .■ 

También, como I 0 — \ /ti/ 2 para una barra esbelta, podemos aplicar 

r+SA/ 0 = l 0 a\ 60 N • m + 20(9.81) N(1.5 m) = l|{20 kg)(3 m) 2 ]o 

a - 5.90 rad/s 2 Resp. 

Por comparación, la última ecuación proporciona la solución más 
simple para a y no requiere el uso del diagrama cinético. 
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Sección 17.4 Ecuaciones de movimiento: Rotación con respecto a un eje fijo 


El tambor mostrado en la íigura 17-17n tiene masa de 60 kg y radio 
de giro k 0 = 0.25 m. Una cuerda de masa insignificante está enrollada 
alrededor de la periferia del tambor y unida a un bloque eon masa 
de 20 kg. Sí el bloque es lihenido. determíne la aceleración angular del 
tambor. 

Solución I 

Aquí consideraremos al tambor y al blo- 
que por separado, figura 17-17/>. Suponiendo que el bloque acelera 
hacia abajo en a. esto genera una aceleración angular a del tambor 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj." 

El momento de inercia del tambor es 

I 0 = m k 2 0 = (60 kg)(0.25 m) 2 = 3.75 kg • nr 
Hay cinco incógnitas: O x . O r T, a y a. 

Aplicar las ecuaciones traslaeionales de 
movimiento 1 F\ - m(a G } x y ~F y . = m(a G ) y al tambor no es de conse- 
cuencia para la solución, ya que estas ecuaciones implican las incógni- 
tas O x y O v . Entonces, para el tambor y el bloque, respectivamente, 

i+EM 0 = / f3 or; 7'(0.4m) = (3.75 kg*nr)o (i) 

+ t EF v - m(a c )f -20(9.81) N i- T = -20 a (2) 

Como e! punto de contacto A entre la cuerda y el tam- 
bor tiene una componente tangencial de aceleración a. figura 17-1 7a. 
entonces 

1+fl = otr. a — o(0.4) (3) 

Resolviendo las ecuaciones anteriores. 

r = 106 N 
a — 4.52 m/s 2 
a = 1 1.3 rad/s 2, j 

Solución II 

La tensión 7’en el cable pue- 
de ser eliminada del análisis considerando al tambor y al bloque como 
un solo sistema, figura 17-1 7c. Se muestra el diagrama cinético pues- 
to que los momentos serán sumados con respecto al punto O. 

Usando la ecuación 3 y aplicando la 
ecuación de momentos con respecto a O para eliminar las incógnitas 
O x y O v , tenemos 

L+2jWo = 20(9.81 ) N(0.4 m) = 

(3.75 kg • m 2 )a + [20 kg(0,4 m«)j(0.4 m) 
a — 11.3 rad/s 2 *¡ . m 

Nota: Si se retirase el bloque y se aplicase una fuerza de 20(9.81 ) N a 
la cuerda, muestre que a = 20.9 rad/S 2 y explique la razón de la di- 
ferencia en los resultados. 



la) 



a 


20 19.81 )N 


Ib) 


60 (9.81 ¡ N 




20 (9.81) N 


4 " 

im 


(t) 


7-17 
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CAPÍTULO 17 Cinética plana de un cuerpo rígido: Fuerza y aceleración 




El volante desbalanceada de 5Ü Ib que muestra la figura 17-1 8o tiene 
radio de giro k r , = 0.6 pies con respecto a un eje que pasa por su cen- 
tro de masa G. Si este volante tiene velocidad angular de 8 rad/s en el 
sentido de las manecillas del reloj en el instante mostrado, determine 
las componentes de reacción horizontal y vertical en el pasador O. 

Solución 

Como G se mueve en una tra- 
yectoria circular, tendrá componentes de aceleración normal y tangen- 
cial. Además, como a. que es causada por el peso del volante, actúa en 
el sentido de las manecillas del reloj, la componente tangencial de ace- 
leración actuará hada ahajo. ¿Por qué? l.os vectores m(ú G ) f = mar G , 
m i a c)n = fntiP'ra, e loa se muestran en el diagrama cinemático de la 
figura 17-186. Aquí, el momento de inercia del volante con respecto 
a su centro de masa es determinado a partir del radio de giro v de 
la masa del volante: esto es. 1 G — rnkft = (50 lb/32.2 pies/s 2 )(0.6 
pies)* 3 = 0.559 slug ■ pie 2 . 

Las tres incógnitas son O,,, O t y a. 

Ecuaciones de movimiento. 


^ 2 F„ = murtfeí O n = ( 32 ; pies/s 2 ) ^ rad / s ^í °- 5 P ies ) ( ■ 1 ) 

+ llF, = mar (; ; —O, + 50 Ib = ( ' ° t )(«)(0.5 píes) (2) 

\ 32.2 pies/s* / 

f+SMc = I, ; a: 801b*pies + O,(0.5pies) = (0.559 slug ♦ pies 2 )a (3) 
Resolviendo, obtenemos 
« = 111 rad/s 2 O,, = 49.7 Ib O, = -36.1 Ib 

Los momentos pueden sumarse también con respecto al punto O 
para eliminar G„ V O, y obtener así una solución directa para a, figura 
17-186. Esto puede hacerse de dos maneras: usando 2 A# 0 — 2 (,t4)o 
o £M 0 ■ i 1 ) 0 . Si se aplica la primera de esas ecuaciones, tenemos 


f+'S. M 0 = 2(.4ít)o; 80 Ib -pies + 50 lb(0.5 pies) — 

V / 50 íb \ 

(0.559 slug • pies 2 )» + ^ ‘ Jo(0.5 pies) (0.5 pies) 

105 = 0.947o (4) 

Si se aplica 2 M a = l 0 a, por el teorema de los ejes paralelos, el mo- 
mento de inercia del volante con respecto a O es 

ir^ — 0.559 4 - I j(O.S) 2 — 0.947 slug * pies 2 


h ~ lü + mr 


Por consiguiente, a partir del diagrama de cuerpo libre, figura 17-186. 
requerimos 

C+2A/ 0 — Iqo: 80 Ib -pies + 50 lb(0.5 pies) = (0.947 slug -pies 2 )» 


que es la misma que la ecuación 4. Despejando a y sustituyendo en 
la ecuación 2 resulta la respuesla para O, obtenida previamente. 
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SECCION 17.4 Ecuaciones de movimiento: Rotación con respecto a un eje 


La barra esbelta mostrada en la figura 17-1% tiene masa m y lon- 
gitud t y es liberada del reposo cuando tí - 0 o . Determine las' com- 
ponentes de fuerza horizontal y vertical que el pasador ubicado en A 
ejerce sobre la barra en el instante tí = 90’. 

Solución 

El diagrama de cuerpo libre para la 
Kura se muestra cuando ésta está en la posición “enera] tí, figura 
17-1%. Por conveniencia, las componentes de fuerza en A se mues- 
tian actuando en las direcciones n y t. Observe que a actúa en el sen- 
tido de las manecillas del reloj. 

El momento de inercia de la barra con respecto al punto A es 
h\ ~ jtnl', 

'• Sumaremos los momentos con respec- 
t° a 4 para eliminar las fuerzas reactivas ahí.* 




A„ - mg sen tí = mar {¡¡2) 

U) 


= mar i; : 

A, + mg eos 0 = ma( 1/2 ) 

(2) 

n^M A 

= I A a: 

mg eos 0{t/2) = {\ml 2 )a 

(3) 


un ángulo tí dado hay cuatro incógnitas en las tres 
ecuaciones anteriores: A„, A„ ai y a. Como se advierte en la ecuación 
3. a no es constante: sino que depende de la posición tí de la barra. La 
necesaria cuarta ecuación se obtiene usando cinemática, donde a v ai 
pueden relacionarse con tí mediante la ecuación 


(r+) 


ai dai = a dtí 


(4) 


Observe que la dirección positiva en el sentido de tas manecillas del 
reloj para esta ecuación concuerda con [a de la ecuación 3. Esto es 
importante ya que estamos buscando una solución simultánea. 

Para encontrar ai en tí = 90' . eliminamos a de Jas ecuaciones 3 y 4 
lo que da 

(íiiko - (1 .5 g/1) eos 6 dtí 
Como oí = 0 en 6 - 0 o . tenemos 


r90‘ 

uidai - (1.5 g/l) eos tí dtí 
4 

ai 1 - 3 g/l 


Sustituyendo este valor en la ecuación 1 con 0 = 90 v resolviendo 
las ecuaciones 1, 2 y 3 resulta 


a — 0 A, = 0 A„ “ 2.5 mg 


Rcsp. 


+Si se usa “ Ma ~ 2(.ll A ) 4 , se deben tomar en cuenta los momemos de I c a y 
con respecto a A Aquí, sin embargo, hemos usado V.Y/^ = / lrt 








Ib i 

Fig. 1.7“ m 
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414 ■ CAPÍTULO 17 Cinética plana de un cuerpo rígido: Fuerza y aceleración 


PROBLEMAS 


v El disco de 80 kg está soportado mediante un pa- 
sador instalado en A . Si el disco se libera del reposo des- 
de la posición mostrada, determine las componentes ¡ni* 
cíales de reacción horizontal y vertical en el pasador. 



i - - La rueda de 10 kg tiene radio de giro k A = 200 
mm. Si está sometida a ün momento M = (5r) N ■ m, don- 
de t está en segundos, determine su velocidad angular 
cuando r - 3 s partiendo del reposo. Calcule también las 
reacciones que el pasador fijo .4 ejerce sobre la rueda du- 
rante el movimiento. 



El tambor tiene un peso de 80 Ib y radio de gi- 
ro k c > — 0*4 pies. Si el cable, que está enrollado alrededor 
del tambor, se encuentra sometido a una fuerza vertical 
P = 15 Ib, determine el tiempo necesario para incremen- 
tar la velocidad angular dd tambor a partir de t o j — 5 
rad . s a — 25 rad/s. Desprecie la masa dd cable. 


w 



17-57, El carrete está soportado sobre pequeños rodi- 
llos instalados en A y B. Determine la fuerza constante 
P que debe ser aplicada al cable para desenrollar 8 m de 
cable en 4 s partiendo dd reposo. Calcule también las 
fuerzas normales presentes en A y B durante este tiempo, 
El cairele liene masa de 60 kg \ radio de giro k D = 0.65 
m. Al efectuar los cálculos desprecie la masa del cable y 
de los rodillos en A \ R 


17-55. Las aspas del ventilador tienen masa de 2 kg y 
momento de inercia I# = 0.18 kg * nr con respecto a un 
eje que pasa por su centro O. Si las aspas están some- 
tidas a un momento M = 3(1 — e -f, ‘ 21 ) N - m* donde í 
está en segundos, determine su velocidad angular cuan- 
do t -= 4 s partiendo del reposo. 





Proh. 17-55 


Prtth. 17-57 
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17-5». Una cuerda está enrollada alrededor del núcleo 
interior de un carrete. Si la cuerda es jalada eon una ten- 
sión constante de 30 Ib y el carrete está originalmente en 
reposo, determine la velocidad angular del carrete cuan- 
du s — S pies de cuerda ha sido desenrollada. Desprecie 
el peso de la porción de 8 pies de cuerda. El carrete y to- 
da la cuerda tienen un peso total de 400 Ib, y el radio de 
giro con respecto al eje A es k A - 1.30 pies. 


Problemas . 415 

U-M- El rollo de 20 kg de papel tiene radio de giro 
mm con respecto a un eje que pasa por el pun- 
to A. E¡ rollo está soportado en ambos exiremos por dos 
barras Afi conectadas mediante un pasador. Si el rollo 
descansa contra una pared, para la cual d coeficiente de 
Micción cinética es ¡i k = 0.2. y es aplicada una fuerza ver- 
tical F = 30 N al extremo del papel, determine la acele- 
ración angular del rollo al desenrollarse el papel. 



Proh. 17-5# 


La barra de 10 Ib está sostenida por un pasador 
instalado en su centro O y conectada a un resorte de 
torsión. El resorte tiene rigidez* = 5 Ib • pie / rad.de mane- 
ra que el par ttorque) desarrollado es M = (50) Ib • pie. 
donde (í está en radianes. Si la barra es liberada del repo- 
so cuando está en posición vertical en tí - 90'. determine 
su velocidad anguiaren el instante tí — 0 r . 

• -Mi. La barra de 10 Ib está sostenida por un pasador 
instalado en su centro O y conectada a un resorte de 
torsión. El resorte tiene rigidez k = 51b- pie/rad, de ma- 
nera que el par (torquej desarrollado es M = (50) lh ■ pie, 
donde tí está en radianes. Si la barra es liberada del repo- 
so cuando está en posición vertical en tí - 90 n , determine 
su velocidad angular en el instante t) = 45 . 



Proh, 17-61 


; El cable se desenrolla de un carrete soportado 
sobre pequeños rodillos, ubicados en /t y B. ejerciendo 
una tuerza T - 300 N sobre el cable en la dirección mos- 
trada. Calcule el tiempo necesario para desenrollar 5 m 
de cable del carrete si este y el cable tienen una masa to- 
tal de 6(X) kg y radio de giro cenlroidaJ k a = 1.2 m. En 
los cálculos, desprecie la masa del cable desenrollado y la 
de los rodillos en A y B. Los rodillos giran sin fricción, 



Prnbs. 17-5*060 


Pntb. 17-62 
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416 CAPÍTULO 17 Cinética plana de un cuerpo rígido: Fuerza y aceleración 


P-t -i. La puerta se cierra automáticamente usando re- 
sortes torsión ales montados sobre las bisagras. Cada 
resorte tiene rigidez k ~ 50 N * m/rad de manera que ei 
par sobre cada bisagra es M = (500) N ■ m, donde ti es- 
tá medido en radianes. Si la puerta se libera del reposo 
cuando está abierta en H — 90°, determine su velocidad 
angular en el ínstame 0 = 0 Para efectuar las cálculos 
trate la puerta como una placa delgada con masa de 70 kg. 


f>?. El diagrama cinético que representa el movimien- 
io rotatorio general de un cuerpo rígido con respecto a 
un eje fijo en O se muestra en la figura. Demuestre que 
ftja puede ser eliminado moviendo los vectores y 

&J punto P . ubicado a una distancia r GP - khlraa 
a partir del centro de masa G del cuerpo. Aquí k G repre- 
senta el radio de giro del cuerpo con respecto a G. El 
pumo P se llama centro ríe percusión del cuerpo. 





Prnth 17-63 

1 . ! La puerta se cierra automáticamente usando re- 

sortes torsionales montados sobre las bisagras. Si el par 
sobre cada bisagra es M — kO , donde 0 está medido en 
radianes, dete rmin e la rigidez torsional k requerida de 
manera que la puerta cierre (0 = 0 Ü ) cou velocidad angu- 
lar oí = 2 rad ,/s cuando sea liberada Je! reposo en 0 ~ 90 . 
Para efectuar los cálculos, trate la puerta como una placa 
delgada con masa de 70 kg. 


Prnth !7-*i5 


Determine ia posición r P del centro de percusión 
P de la barra esbelta de 10 Ib. í Vea el Prob. 17^65.) ¿Cuál 
es la fuerza horizontal A, presente en el pasador cuando 
la barra es golpeada en /' con una fuerza / - 20 Ib? 




Prob. 17-64 


Proli, 17-66 
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Problemas * 417 


i 7-íi7, La barra esbelta de 4 kg está soportada horizon- 
te Imente por medio de un resorte instalado en A y una 
cuerda ubicada en B . Determine la aceleración angular 
de la barra y la aceleración dd centro de masa de la barra 
en el instante en que la cuerda en B es cortada, Sugeren- 
cia: La rigidez del resorte no es necesaria para efectuar 
d cálculo. 


i 



Prab, 17^íi? 


5 7-frfc. La operación del timbre requiere el uso del elec- 
ircnmán que atrae la barra AB de acero, articulada en el 
extremo A y que consiste en una barra esbelta de 0.2 kg 
a la que está unida la bola de acero de 0.04 kg con radio 
de 6 mm. Si la fuerza atractiva dd imán colocado en C 
es de 0*5 N sobre el centro de la bola cuando el botón es 
empujado, determine Ea aceleración angular ¡nidal de la 
barra. Originalmente el resorte está estirado 20 aun. 


j 7-rV), El disco D de 10 Ib está sometido a un momen- 
to en sentido contrario al de las manecillas del reloj de 
M = (100 Ib f pie, donde r está en segundos. Determine 
la velocidad angular del disco 2 s después que se aplica 
d momento. Debido al resorte, la placa P ejerce una fuer- 
za constan le de 1H0 Ib sobre el disco. Los coeficientes de 
fricción estática y cinética entre ei disco y la placa son 
M = 0.3 y — 1 0.2. respectivamente. Sugerencia: Prime- 
ro encuentre el tiempo necesario para que el disco em- 
piece a girar. 



Frufa. I7-Í9 


1 M Sí el soporte colocado en B es retirado súbita- 
mente, determine las reacciones iniciales en el pasador A . 
La placa tiene un peso de 30 Ib. 




Proh, 17-68 


Pmfo 17-711 
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418 CAPÍTULO 17 Cinética plana de un cuerpo rígido: Fuerza y aceleración 


Si el soporte colocado en B es retirado súbita- 
mente, determine la aceleración inicial hacia abajo dei 
punto C. Los segmentos AC y Cfí tienen cada uno un pe- 
so de 10 Ib. 


El disco tiene maso de 20 kg y originalmente es- 
tá girando en el extremo del puntal con una velocidad 
angular de w = bíl rad/s, Si entonces es colocado contra 
la pared, para la cual el coeficiente de fricción cinética es 
Ma = 0.3, determine el tiempo requerido para que el 
movimiento cese. ¿Cuál es la fuerza en el puntal BC du- 
rante este tiempo? 



Pnih* 17-71 



Determine la aceleración angular del trampolín 
de 25 kg y las componentes de reacción horizontal y ver- 
tical en el pasador ,4 en el ínstame que el hombre salla. 
Suponga que la labia es uniforme y rígida, y que en el 
instante del salto el resorte es comprimido un máximo de 
2Ü0 mm. w — 0, y la labia está en posición horizontal 
Considere k — 7 kN/m. 


El disco tiene masa M y radio R, Si un bloque de 
masa m está unido a la cuerda, determine la aceleración 
angular del disco cuando el bloque es liberado del repo- 
so, También, ¿cuál es la velocidad del bloque después que 
cae una distancia 2 R partiendo del reposo? 




Prnth 17-72 


Pmh. 17-74 
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- Los dos bloques Ay fí tienen masa m A y m¡t, res- 
pectivamente. donde rng > m A . Si la polea puede ser tra- 
tada como un disco de masa M , determine la aceleración 
del bloque A. Desprecie la masa de la cuerda y cualquier 
deslizamiento sobre la polca. 


Problemas . 419 

La pieza en escuadra es liberada del reposo en 
la posición mostrada. Determine el momento dexion an- 
te inicial en la junta fija B. Cada barra tiene masa >ti y 
longitud l. 



rrtil», 17-75 



La turbina de peso ligero consiste en un rotor 
que es impulsado por una torca aplicada en su centro. En 
el instante en que el rotor está en posición horizontal, tie- 
ne velocidad angular de 15 rad/s y aceleración angular 
de 8 rad/s~ en el sentido de las manecillas del reloj. 
Determine ta fuerza normal interna, la fuerza cortante y 
el momento en una sección a través de A. Suponga que el 
rotor es una baña esbelta de 50 m de longitud y masa 
de 3 kg/m. 



La armadura (barra esbelta) AH tiene masa de 
0.2 kg y puede pivotear con respecto al pasador instalado 
en A. El movimiento es controlado por el electroimán E, 
que ejerce una fuerza horizontal atractiva sobre la arma- 
dura en B de /■ n = (0.2(10 ')/ ’) N, donde l en metros 
es el entrehierro entre la armadura y el imán en cualquier 
instante. Si la armadura se encuentra en el plano horizon- 
tal v originalmente está en reposo, determine la rapidez 
del contacto en B en el instante / = 0.01 m. Originalmen- 
te l = 0.U2 m. 



Prnli. 1 7-7* 


l'roh, 17-7# 
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La rutada tiene masa de 25 kg y radio de giro 
k fí - 015 m. Originalmente está gu ando a íd { = 40 rad/$> 
Sí se coloca sobre el suelo, para el cual el coeficiente de 
fricción cinética es fx c - Ü.5, determine el tiempo reque- 
rido para que e! movimiento cese. ¿Cuáles son las corrí' 
ponentes de reacción horizontal v vertical que el pasador 
situado en A ejerce sobré Afí durante este tiempo? Des- 
precie la masa de AB . 



Froto. 17 79 


*V 

La cuerda está enrollada alrededor del nüdeo 
intemo del carrete. Si mi bloque B de 5 Ib es suspendido 
de la cuerda y liberado del reposo* determine la velt> 
eídad angular del carrete cuando í - 3 s. Desprecie la 
masa de la cuerda* El carrete tiene un peso de 180 Ib y 
radio de giro con respecto al eje A de k A = 1.25 pies. Re- 
suelva el problema de dos modos; primero, considerando 
al "sistema" del bloque y el carrete, y luego consideran- 
do al bloque y al carrete por separado* 



® : ; Un niño de 4U kg está sentado en la parte su- 
perior de una gran rueda que tiene masa de 400 kg v 
radio de giro k c = 5.5 m. Si d niño parte del reposo en 
0 — 0' y la rueda empieza a girar libremente, determine 
el ángulo en que d niño empieza a deslizar. El coeficien- 
te de fricción estática entre la rueda y el niño es = 0*5, 
Desprecie el tamaño del niño en tos cálculos. 



Froto- 17-81 


- El disco D gira con velocidad angular constélate 
de 3ü rad/s en el sentido de las manecillas del reloj. El 
disco E tiene un puso de 60 Ib e inicialmeote está en re- 
poso cuando es puesto en contacto con D, Determíne el 
tiempo requerido para que el disco E alcance la misma 
velocidad angular que el disco D. El coeficiente de fric- 
ción cinética entre los dos discos es = 0.3. Desprecie 
el peso de la barra BC. 



Froto. 17 -m 


Pmü. IJ-ÜZ 
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Problemas - 421 


La barra tiene un peso por longitud de w. Si está 
girando en el plano vertical a razón constante con 
respecto al punto O* determine la fuerza normal, la fuerza 
corlante y el momento ílexionante en función de x y B. 



Una fuer/a F = 2 Ib es aplicada perpendicular- 
mente al eje de la barra de 5 Ib y se mueve desde Ó hasta 
A a razón constante de 4 pies/s. Si la barra está en repo- 
so cuando B = 0 C y F está en O cuando / = 0. determíne 
la velocidad angular de la barra en d instante en que la 
fuerza está en A. ¿Qué ángulo ha girado la barra cuando 
esto ocurre? La barra gira en el plano horizontal. 


i ; El disco D de 10 kg está sometido a un momen- 
to M = (10f) Ib - pie en sentido contrario al de las ma- 
necillas dd reloj, donde i está en segundos. Determine la 
velocidad angular dd disco 2 s después de aplicado el mo- 
mento. Debido al resorte, la placa P ejerce una fuerza 
constante de 100 Ib sobre el disco. Los coeficientes de 
fricción estática y cinética entre el disco y la placa son 
~ 0*3 y ii k = 0.2. respectivamente. Sugerencia: Primero 
encuentre el tiempo necesario para que el disco empiece 
a girar. 



Prti'b. I7-4Í5 

El tambor tiene un peso de 50 Ib y radío de giro 
k A = 0,4 pies. Una cadena de 35 pies de longitud con pe- 
so de 2 Ib, pie está enrollada alrededor de la superficie 
exterior dd tambor de manera que una cadena de longi- 
tud .v = 3 pies queda suspendida como se muestra. Si el 
tambor está originalmente en repasa determine su velo- 
cidad angular después que d extremo B ha descendido a 
s = 13 pies. Desprecíe el espesor de la cadena. 



Fruto. 17-84 


Froto* 17-Síi 
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17.5 Ecuaciones de movimiento.* Movimiento plano general 

El cuerpo rígido mostrado en la figura 17-21)o está sometido a un moví* 
miento plano general causado por la fuerza y el momento de par apli- 
cados externamente. Los diagramas de cuerpo libre y cinético para el 
cuerpo se muestran en la figura 17-20&. AJ elegir, como se muestra, un 
sistema coordenado inercia! a\_v, las tres ecuaciones de movimiento pue- 
den ser escritas como 


2F, = m(a G ) x 
2F, = m(a a ) y 


(17-17) 


En algunos problemas puede ser conveniente sumar momentos con 
respecto a algún punto P diferente de G. Esto se hace usualmente pa- 
ra eliminar tuerzas desconocidas a partir de la suma de momentos. 
Cuando se usan en este sentido más general, las tres ecuaciones de 
movimiento son 


2F t = m(a G ) x 
2F y « m(a G ) v 
2A *P = 


(17— 1 K) 


Aquí 2 (dí*)p representa la suma de momentos de l (J a y nm a (o sus 
componentes) con respecto a P según son determinados por los datos 
que aparecen en el diagrama cinético. 



Fig. 17-24) 
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Problemas de rodamiento con fricción. Hay una dase de problemas 
de dnética plana que merece mención especial. Estos problemas implican 
ruedas, cilindros o cuerpos de forma similar, que ruedan sobre una super- 
ficie plana rugosa. Debido a las cargas aplicadas, no se puede saber si el 
cuerpo rueda sin deslizar, o si se desliza al rodar. Pot ejemplo, considere 
el disco homogéneo mostrado en la figura 17-21a.que tiene masa m y 
está sometido a una fuerza P horizontal conocida. El diagrama de cuer- 
po libre se muestra en la figura 17-21/?. Como a fJ está dirigida hacia la de- 
recha y a es en el sentido de las manecillas del reloj, tenemos 

** £*£ = "KM.' P “ F = ma G 1 (17-19) 

N - mg = 0 (17-20) 

f+ %Mq - I G a; Fr = I G a (17-21) 

Se necesita una cuarta ecuación ya que estas tres ecuaciones contienen 
cuatro incógnitas: F, N. a y a c . 

Si la fuerza de fricción F es lo suficientemente 
grande como para permitir que el disco ruede sin deslizar, entonces a n 
puede ser relacionada con a mediante la ecuación cinemática,* 

tr+j % = ar (17-22) 

Las cuatro incógnitas son determinadas resolviendo simultáneamente las 
ecuaciones de la J 7-19 a la 17-22. Cuando se obtiene la solución, el su- 
puesto de no deslizamiento debe ser revisado . Recuerde que no ocurre 
deslizamiento si F^ ¡ fi t N. donde /¿ v es el coeficiente de fricción estática. 
Si la desigualdad es satisfecha, el problema está resuello. Sin embargo, 
cuando F > /vV. el problema debe volverse a plantear, ya que el disco 
desliza al rodar. 

En el caso de que se tenga deslizamiento, a y a G son 
independientes una de otra, de manera que la ecuación 17-22 no es 
aplicable. En vez de ello, la magnitud de la fuerza de fricción es rela- 
cionada con la magnitud de la fuerza normal usando el coeficiente de 
fricción cinética /i*, esto es. 

F=ti k N (17-23) 

En este caso, se usan las ecuaciones de la 17-19 a la 17-21 y la 17-23 para 
encontrar la solución. Es importante recordar que siempre que se aplican 
las ecuaciones 17-22 o 17-23 es necesario mantener la consistencia en el 
sentido direccional de los vectores. En el caso de la ecuación 17-22, a<, de- 
be estar dirigida hacia la derecha cuando a es en el sentido de las mane- 
cillas del reloj, ya que el movimiento rodante así lo requiere. Y en la ecua- 
ción 17-23. F debe estar dirigida hada la izquierda para prevenir el 
supuesto movimiento de deslizamiento hada la derecha, figura 1 7-2 1 í« . Por 
otra parte, si estas ecuaciones no se usan para encontrar la solución, esos 
vectores pueden tener cualquier sentido direccional supuesto. Entonces, 
si el valor numérico calculado de estas cantidades es negativo, los vecto- 
res actúan en sus sentidos de dirección opuestos. Los ejemplos 17.15 y 
17.16 iluslran numéricamente estos conceptos. 




Di*. 17-21 


*Voa el ejemplo 16.3 o el 16.14. 
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PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Los problemas de cinética que implican movimiento plano general 
de un cuerpo rígido pueden ser resuellos usando el siguiente proce- 
dimiento. 

Diagrama de cuerpo Ubre, 

Establezca el sistema coordenado inertíal.t.y y dibuje el diagrama 
de cuerpo libre para el cuerpo. 

Especifique la dirección y el sentido de la aceleración del centro 
de masa, a G .y la aceleración angular a del cuerpo. 

Calcule el momento de inercia I G . 

Identifique las incógnitas en el problema. 

Si se decide que va a usarse la ecuación de movimiento rotacional 
'LMp - entonces dibuje eí diagrama cinético para ayu- 

darse a ‘visualizar" los "momentos" desarrollados por las compo- 
nentes m(a G ) v e l G a al escribir los términos en la suma de 

momentos S 

Iicuuctoücs de movim rV/í/o, 

Aplique lastres ecuaciones de movimiento de acuerdo con la con- 
vención de signos establecida. 

Cuando está presente la fricción, existe la posibilidad de que el 
movimiento sea sin deslizamiento o sin vuelco. Debe considérame 
cada posibilidad de movimiento. 


Al moverse hacía delante c) cómpac tactor 
de suelo, el rodillo tiene movimiento plano 
general. Las fuerzas mostradas en d día* 
grama de cuerpo libre del rodillo causan 
las efectos que ilustra d diagrama cinético. 
Si los momentos se suman con respecto al 
centro de masa G\ entonces I M a = i c a\ 
Sin embargo, cuando los momentos se su- 
man con respecto al panto A, entonces 
= I$a + ( ma G )d . 


newaíica* 

Use cinemática si no puede obtenerse una solución completa estric- 
tamente a partir de las ecuaciones de movimiento. 

Si el movimiento del cuerpo está restringido a causa de sus sopor- 
tes, pueden obtenerse ecuaciones adicionales usando -+- 

a B‘A' í a cua ^ relaciona las aceleraciones de dos puntos cualesquie- 
ra A y B sobre el cuerpo. 

Cuando una rueda, un disco, un cilindro o una bola ruedan sin des- 
lizar , entonces a G = ar. 
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El carrete que aparece en la figura 17-22a tiene masa de 8 kg y radio 
de giro k G = 0.35 m. Si las cuerdas de masa insignificante están en- 
rolladas alrededor de su cubo interior y su borde exterior como se 
muestra, determine ia aceleración angular del carrete. 

Solución I 

Figura 17-22/). La fuerza de 10G N causa 
que a n actúe hacia arriba. Además, a actúa en el sentido de las mane- 
cillas del reloj, ya que el carrete se enrolla alrededor de la cuerda en A. 

Hay tres incógnitas T, a G y a . El momento de inercia del carrete 
con respecto a su centro de masa es 

¡g = mkh = 8 kg(0.35 m) 2 = 0.980 kg • m 2 

EcuüCiüñts de /ii o vltti icn (o. 

+ 1 2Fy = m(« G ).v; T + 100 N - 78.48 N = (8 kg)fl 6 - (1 } 
T^'S-Mg = l G a: 100N(0.2m) - 7‘[0.5m) = (0.980 kg*m 2 )a (2} 

Se obtiene una solución completa cuando se usa cine- 
mática para relacionar a G con a. En este caso el carrete "rueda sin 
deslizar" sobre la cuerda en A, Por consiguiente, podemos usar los re- 
sultados de los ejemplos 16.3 o L6.14, de modo que 

=■ otr. a G — 0.5a (3) 

Resolviendo las ecuaciones 1, 2 y 3. tenemos 

a = 10,3 rad/s 2 
a G = 5. 16 m/s : 

T = 19.8 N 

Solución II 

Podemos eliminar la T desconocida su- 
mando momentos con respecto al punto A. A partir de los diagramas 
de cuerpo libre y cinético, figuras 17-226 y 17-22c, tenemos 


F+2M a - Z,(M k ) A ; 
Usando la ecuación (3). 


100 N(0.7 m) - 78.48 N(0.5 m) 

= (0.980 kg • nr)a + [(8 kgjflcJfO.S m) 

a — 10.3 rad/s 2 


100 N 
ji 


- -.V . - y 


> 

0.2 m* ._>íl-5n 




la) 


100 N 



ib) 


(B'fcg)»,; 


i É o.9aokg^ 



r. 17-22 
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nuiMi 


17.15 


. mntsB — 

La rueda de 50 Ib mostrada en la figura 17-23a tiene radio de giro 
k c — 0.70 pies. Si se le aplica un momento de par de 35 Ib • pie. deter- 
mine la aceleración de su centro de masa G, Los coeficientes de fric- 
ción estática y cinética entre la rueda y el plano en A son fi s = 0.3 y 
A* = 0-25, respectivamente. 

Solución 




Por inspección de la figura 17-23b, se 
aprecia que el momento de par causa que la rueda tenga una acele- 
ración angular de a en el sentido de las manecillas del reloj. Como 
resultado, la aceleración del centro de masa. a< 7 . está dirigida hacia la 
derecha. El momento de inercia es 


¡r, = 


50 Ib 


2 (0-70 pies} 2 = 0.76] slug ■ pies" 


32.2 pies/s 
Las incógnitas son N A . F A . a c y a. 


‘iones de movimÍe< 


^ 


= 50 Ib 

A 32.2 pies/s 2 G 


(1) 


+ t SjF v = m(Aé)^ N a - 50 Ib = 0 (2) 

/+2AÍ C = / G «; 35 Ib ■ pies - 1.25 pies(f A ) = (0.761 slug ■ pies 2 }» 

(3) 

Se requiere de una cuarta ecuación para tener la solución completa. 

Cinemática ( Sin deslizamiento 


tonces 

a G = (L25 pies)» 
Resolviendo las ecuaciones de la 1 a la 4. 


Si se asume esta suposición, en- 

(4) 


Na = 50.0 Ib F a = 21.31b 

» = lt.0rad/s 2 (t G — 13.7 píes/s 2 

La suposición original de que no hay deslizamiento requiere que 
F a £ f¿ s N A - Sin embargo, como 21.3 Ib > 0.3(50 Ib) - 15 Ib, la rueda 
desliza al rodar. 

La ecuación 4 no es válida, por lo que F A — ^JV^, o 
F a 0.25 N a (5) 

Resolviendo las ecuaciones 1, 2. 3 y 5 resulta 

N a = 50.0 Ib F a - 12.5 Ib 
a = 25.5 rad/s 2 

a G = 8.05 pies/s 3 — »■ R ■■ 
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EJEMPLO 17.16 


El poste uniforme esbelto mostrado en la figura 17-24a tiene masa de 
100 kg y momento de inercia I G = 75 kg * nr. Si los coeficientes de fric- 
ción estática y cinética entre el extremo del poste y la superficie son 
M.v = 0.3 y fií = 0.25, respectivamente, determíne la aceleración an- 
gular del poste en el instante que la fuerza horizontal de 400 N es 
aplicada. El poste está originalmente en reposo. 

Solución 

Figura 17-246. La trayectoria del movi- 
miento del centro de masa G será conforme a una trayectoria curva 
desconocida con radio de curvatura p. que inicialmenle es paralela al 
eje y. No hay componente normal o y de aceleración ya que el poste 
está originalmente en reposo, esto es, v G = 0. de manera que (« G ) v - 
Valp = 0. Supondremos que el centro de masa acelera hacia la dere- 
cha y que el poste tiene una aceleración angular de a en el sentido 
de las manecillas del reloj. Las incógnitas son N A , F A . a G y cr. 

Ecuaciones de movimiento, 

^F x ~ 400 N - F a = (100 kg)fl G (l) 

+ t ^ F v = ~ 981 N = 0 (2) 

‘T+'ZMg ~ I G a\ F¿(1.5m) - 400 N(1 m) = (75 kg-m 2 )a (3) 
Se requiere de una cuarta ecuación para lograr la solución completa. 

En este caso, el punto A actúa 
como ‘-pivote” de manera que si a es en el sentido de las manecillas 
del reloj, entonces a G está dirigida hacia la derecha. 

t +a G = «Aro; a G = (1.5 m)úr (4) 

Resolviendo las ecuaciones de la 1 a la 4 resulta 

N a = 981 N F a ~ 300 N 

de ~ 1 m/s 2 o - 0.667 rad/s 2 

Probar la suposición original de no deslizamiento requiere que F A £ 
fi,N A . Sin embargo, 300 N > 0.3(981 N) = 294 N. (Deslizamiento en A.) 

Para este caso la ecuación 4 no es aplicable. Se 
debe usar la ecuación de fricción F Á = Eor tanto, 

F a = Q.2SN a (5) 

Resolviendo simultáneamente las ecuaciones 1. 2. 3 v 5 resulta 

Na = 981 N F a = 245 N a G = 1.55 m/s 2 
ot — —0.428 rad/s 2 = 0.428 rad/s 2 "j 



(a) 



Fig, 17-24 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


428 CAPÍTULO 17 Cinética plana de un cuerpo rígido: Fuerza y aceleración 




i. ! m 


La rueda de 30 kg mostrada en ta figura 17-25« tiene su centro de 


/ 

en 

1 

su 

|~ T fh5 m 




Las dos incógnitas F 4 y 

mostradas en el di apama de cuerpo libre, figura 1 7-256, pueden ser 
eliminadas de! análisis sumando momentos con respecto al punto A, 
F.l diagrama cínélieo acompaña la solución para ilustrar ia aplicación 
de 2 Como el punto G se mueve conforme a una trayectoria 
curva, las dos componentes m(a G ) x y m(* G ) y se muestran en el dia- 
grama cinético, figura 17-257). 

El momento de inercia es 

¿g = rr ikfc — 3ü(0.15) 2 = 0.675 kg' m 2 
Hay cinco incógnitas, N A , f A , (a G ) x , (ci G ) y y a. 

Aplicando la ecuación rotacional de mo- 
vimiento con respecto al punto A para eliminar N A y F A . tenemos 



L+IM.4 - 30(9.81) N(0.1 m) = 

(0.675 kg -m 2 )a + (30 kg)^)^^ m) + (30 kg)(a G ) y (0.1 m} (1) 

Hay tres incógnitas en esta ecuación: (a G ) x , (ít^X y «■ 

Por medio de cinemática. (a c ) T y (a G ) y se relacionan 
con a. Como se muestra en la figura 17-25c, estos vectores deben te- 
ner el mismo sentido de dirección t|ue los vectores correspondientes 
en el diagrama cinético ya que buscamos una solución simultánea con 
la ecuación 1. Como no ocurre deslizamiento. a Q = ar = <*(0.25 m), 
dirigida hacia la izquierda, figura 17-25c\ Además, w = 0. ya que ori- 
ginalmente la rueda está en reposo. Aplicando la ecuación de acele- 
ración al punto O (punto base) y ai punto G. tenemos 

a G = a o + « x t G / 0 - ütr GÍO 

-(Ag) x * ~ (%y = —a (0.25)1 + (akj, x (-O.)i) - 0 
Desarrollando e igualando las respectivas componentes i y j, tenemos 

Mr ~ «(0.25) (2) 

(<*<3)y = «(0-1) (3) 

Resolviendo las ecuaciones 1, 2 y 3, resulta 

a -- 10.3 rad/s 2 ^ 

( a G ) x = 2.58 m/s 2 — - 

(a G ) y = 1.03 m/s 2 

Como un ejercicio, demuestre que F A = 77 .4 N y N A = 263 N. 
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PROBLEMAS 


* Si ej disco mostrado cu la figura 17-21 a rueda sin 
deslizar , demuestre que cuando los momentos se suman con 
respecto al centro instantáneo de velocidad cero. C/.es po- 
sible usar la ecuación de momentos X \t n = I CI a, donde 
/ ci representa el momento de inercia del disco calculado 
con respecto a! eje instantáneo de velocidad cero. 

1 ’ : El saco de arena de 20 kg tiene un radio de gi- 

ro con respecto a su centro de masa G de k G = 0.4 m.Si 
está inicialmente en reposo y sometido a una fuerza ho- 
rizontal /- = 30 N. determine la aceleración angular ini- 
cial del saco y la tensión en el cable AB de soporte. 



Proh. 17-Wf 


' El disco semicircular con masa de 11) kg está ai- 
rando a w - 4 rad/s en el instante G = 60 . Si e! coeficien- 
te de fricción estática en A es ¡x. = 0.5, determine si el 
disco desliza en este instante. 


" C_ uando es disparado el cohete tiene un peso de 
20 OCX) Ib. centro de masa en G. y radio de giro con res- 
pecto al centro de masa de k. G - 21 pies. Cada uno de sus 
dos motores proporciona un empuje T - 50 (XX) Ib. En 
un instante dado, el motor A deja de operar repentina- 
mente. Determine la aceleración angular del cohete y la 
aceleración de su nariz B. 


B 



ti 

T T Prwli. 17-90 

1 •' ■ 1 Dos hombres ejercen fuerzas verticales constan- 
tes de 40 y 30 Ib, respectivamente en los extremos A v B 
de un tablón uniforme que tiene un peso de 50 Ib. Si el 
tablón está originalmente en reposo, determine la acele- 
ración de su centro y su aceleración angular. Suponga que 
el tablón es una barra esbelta. 




Proh. 17-K9 


Proh. 17-91 
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La tabla uniforme de 50 Ib está suspendida de 
cuerdas colocadas en C y D. Si estas cuerdas están so- 
metidas a fuerzas constantes de 30 y 45 Ib, respectivamen- 
te. determine la aceleración del centro de la tabla y la 
aceleración angular de ésta. Suponga que la tabla es una 
placa delgada. Desprecie la masa de las polcas ubica- 
das en E y F. 


El carrete tiene masa de 100 kg y radio de giro 
k G = 0.3 m. Si los coeficientes de fricción estática y ciné- 
tica en A son = 0.2 y = 0.15, respectivamente, de- 
termine la aceleración angular del carrete si P - 50 N, 

Resuelva el problema 1 7-95 si la cuerda y la fuer- 
za P = 50 N están dirigidas verlicaimcnte hacia arriba. 



Fruta 17-92 


El carrete tiene masa de 100 kg y radio de giro 
= 0.3 m. Si los coeficientes de fricción estática y cinéti- 
ca en A son fe - Ü,2 y p. k - 0.15. respectivamente, deter- 
mine la aceleración angular del carrete si P — 600 N. 





Frota-. ii-'tmmi 


17- 5. El carrete tiene masa de 500 kg y radio de giro 
k G ~ 1 .30 nú Descansa sobre la superficie de una banda 
transportadora cuyo coeficiente de fricción estática es 
fe - 0,5 y su coeficiente de fricción cinética es i± k - 0.4, 
Si la banda acelera a a c = I nitor, determine la tensión 
inicial en el alambre y la aceleración angular del carrete. 
Originalmente el carrete está en reposo. 

El carrete tiene masa de 500 kg y radio de giro 
ko = L30 m. Descansa sobre la superficie de una banda 
transportadora cuyo coeficiente de fricción estática es 
fe = 0.5. Determíne la máxima aceleración a L posible de 
la banda sin que el carrete resbale. ¿Cuáles son la ten- 
sión inicial en el alambre y i a aceleración angular del 
carrete? Originalmente el carrete está en reposo. 



El cuerpo superior del maniquí para pruebas de 
accidentes tiene masa de 75 Ib, un centro de gravedad en 
G, y radio de giro con respecto a G de k G - 0.7 pies. Por 
medio del cinturón de seguridad, este segmento del cuer- 
po se supone conectado mediante un pasador al asiento 
del automóvil en el punto A. Si un choque ocasiona que 
d automóvil desacelere a 50 pies/s 2 . determine la veloci- 
dad angular del cuerpo cuando éste ha girado Ó = 3ÍT. 



5f) pies/s J 


Fruta. 17-93/91 


Frota 17-9» 



http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Problemas . 431 

_ )>/L 

: . La harta esbelta de 2 kg está soportada rae- 7-142, El rodillo cortador de césped tiene masa de 80 

díame la cuerda BC y luego es liberada del reposo en el kg y radio de giro k G ■■= 0.175 m. Si es empujado hada 

punto A Determine la aceleración angular inidal de la delante con una tuerza de 200 N cuando el mango está a 

barril y La Tensión en la cnerda. 45\ determine su aceicradón angular. Los coei'identes de 

frierióo estática y cinética entre el terreno y e) rodillo son 
P*t — U.12 y m* - 0-K respectivamente. 



i* 300 tnm 


l'mb. 17-W 


Una barra uniforme con peso de 10 ib está so- 
portada mediante un pasador colocado en el punto A de 
un rodillo que se mueve sobre una vía horizontal Si la 
barra eslá original mente en reposo, y una fuerza horizon- 
tal F = 15 Ib es aplicada al rodillo, determíne la acelera^ 
ción de éste. Desprecie la masa dd rodillo y su tamaño d 
en los cálculos. 

Resuelva el problema 17-100 suponiendo que el 
rodillo ubicado en A es reemplazado por un bloque des- 
liza ble con masa insignificante. El coeficiente dé fricción 
emética entre el bloque y la vía es p, A = 0,2. Desprecíe la 
dimensión d y el tamaño del bloque en los cálculos. 


2Ü0N 



Las dos barras conectadas mediante un pasador 
llenen peso de 10 lb.pie cada una. Si un momento M ■= 60 
Ib ■ pie es aplicado a la barra AB T determine la reacción 
vertical inicia) en C y las componentes de reacción hori- 
zontal y vertical en B. Desprecie el tamaño del rodillo en 
el punto C. Las barras están inicialmente en reposo. 




Pr uhs. I7-1Q0/1IH 


PruN. 17-1113 
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17- KM. Una larga tira de papel está enrollada en dos i7 r IÜft. La escalera tiene peso W y descansa contra la 
rodillos, cada uno con masa de 8 kg. El rodillo A está pared y el suelo lisos. Determine su aceleración angular 

soportado mediante un pasador que pasa por su centro como una función de tí cuando es liberada y puede des- 

mientras que el rodillo B no está soportado centralmente. ¡izarse hacia abaja En los cálculos, trate a la escalera como 

Si B es llevado en contacto con A y liberado del reposo. una barra esbelta, 

determine la tensión inicial en el papel entre los rodillos 
y la aceleración angular de cada rodillo. Al efectuar los 
cálculos suponga que los rodillos son aproximados por ci- 
lindros. i 



Prob. 17-104 


Prut*, 17-11)6 


Líi barra uniforme de masa m y longitud L está 
equilibrada en la posición vertical cuando la fuerza hori- 
zontal P es aplicada al rodillo ubicado en ,4. Determine 
la aceleración angular inicial de la barra y la aceleración 
de su punió superior B, 


1 !ífc El bolo de Ib Ib és lanzada horizonlaimente so- 
bre una bolera de tal forma que inicial mente ¿i> = 0 y su 
centro de masa tiene velocidad v — 8 pies/s. Si el coefi- 
ciente de fricción cinética entre aquél y ésta es ^ = fU 2, 
determine ía distancia que el bolo recorre antes de rodar 
sin deslizar En los cálculos, desprecie tos orificios hechos 
en el bolo para los dedos y suponga que tiene densidad 
uniforme. 


E 


P 



L 



Profo. 17-105 


Proh. 17-107 
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: r . El aro o anillo delgado recihe una velocidad 
angular inicial de 6 rad/s cuando es colocado sobre la su- 
perficie. Si el coeficiente de fricción cinética entre el aro 
V la superficie es fx k = 0.3. determine la distancia que el 
aro se mueve antes de terminar de deslizar. 


% - 6 rad/s 



£1 conjuntó está constituido por un disco de 
8 ke y una barra de 1U kg que está conectada mediante 
un pasador al disco. Si el sistema es liberado del reposo, 
determine la aceleración angular del disco. Los coefi- 
cientes de fricción estática y cinética entre d disco y el 
plano inclinado son ¡j., - 0,6 y fii = 0.4. respectivamen- 
te. Desprecie la fricción en B. 

Resuelva el problema 17-111 si se retira la 
barra. Los coeficientes de fricción estática y cinética en- 
tre d disco y el plano inclinado son ¡i s = 0.15 y ^ — 0,1. 
respectivamente. 


Prut*. 17-11 OK 


La placa circular de 1 5 Ib está suspendida de un 
pasador instalado cu A. Si el pasador se encuentra conec- 
tado a una vía a la que se le da una aceleración a A - 3 
pies/s^. determine las componentes de reacción horizon- 
tal y vertical en A y la aceleración dd centro de masa C 
de la placa. La placa está originalmente en reposo. 



Una cuerda C está enrollada alrededor de cada 
uno de dos discos de 10 kg Si los discos son liberados del 
reposo, determine 1$ tensión en ln cuerda fija D. Despre- 
cie la masa de la cuerda. 



PnilwL 17- 1 1 1/1 12 


La viga de 500 Ib esta soportada en A y B 
cuando es sometida a una fuerza de 1000 Ib como se 
muestra. Si el soporte de pasador en A falla repentina- 
mente, determine ta aceleración angular inicial de la vi- 
ga y la fuerza del soporte de rodillo sobre \n \ iga. Para el 
cálculo, suponga que la viga es una barra esbelta de ma- 
nera que su espesor puede ser despreciado. 




Pmk 17-1 W 


Pruti, 17-10 
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PROYECTOS DE DISEÑO 

17-ID. diseño de UN dinamómetro 

Para probar la resistencia dinámica de cables, debe 
usarse un instrumento llamado dinamómetro que 
mide la tensión en un cable cuando éste levanta un 
Objeto muy pesado con movimiento acelerado. Di- 
señe un instrumento de tal tipo con base en el uso 
de uno o varios resortes, de manera que pueda ser 
utilizado en un cable que soporta un lubo de 300 
ks y al que se le da una aceleración hacia arriba de 
2 m/s", Presente un dibujo y explique cómo opera 
su dinamómetro. 


17-2D. DISEÑO DE FRENO 
PARA EN ELEV ADOR PEQUEÑO 

Un pequeño elevador privado es operado usandu 
un malacate. Con fines de seguridad, es necesario 
instalar un mecanismo de frenado que se activaría 
automáticamente en caso de que el cable falle duran- 
te la operación. Diseñe el mecanismo de frenado 
usando miembros de acero y resortes. El elevador 
y SU contenido tienen masa de 300 kg, y viajan a 2.5 
m/s. La desaceleración máxima permisible para 
detener el movimiento es de 4 m/s : . Suponga que 
el coeficiente de fricción cinética entre cualquier 
miembro de acero y las paredes del pozo del eleva- 
dor es t± k ~ 0.3. La holgura entre el marco del ele- 
vador y cada pared del pozo es de 50 mm. Haga un 
dibujo a escala de su diseño junto con un análisis 
de fuerzas para mostrar que podrá detener el mo- 
vimiento como es requerido. Analice en clase la se- 
guridad y confiabilidad del mecanismo. 


17-31). SEGURIDAD EN UNA BICICLETA 

Uno de los accidentes más comunes que puede te- 
ner alguien que se traslade en bicicleta es volcarse 
sobre el manubrio. Obtenga las medidas necesarias 
de una bicicleta de tamaño estándar, junto con su 
masa y su centro de masa. Considere que usted es 
el ciclista, con centro de masa en el ombligo. Efec- 
túe un experimento para determinar el coeficiente 
de fricción cinética entre las ruedas y el pavimento. 
Con estos datos, calcule la posibilidad de volcarse 
cuando sean aplicados (a) sólo los frenos traseros, 
(b) sólo los frenos delanteros, v (c) tanto los frenos 
delanteros como los traseros simultáneamente, ¿Qué 
efecto tiene la altura del asiento en esos resultados? 
Sugiera una manera de mejorar el diseño de la bici- 
cleta. y escriba un reporte sobre la seguridad del 
ciclismo con base en este análisis. 


Prnlt. 17-ID 





Pnib. 17-31) 
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REPASO DEL CAPÍTULO 

* 

El momento de inercia es una medida de la resistencia de un cuerpo a un cambio 
en su velocidad angular. Es definido mediante I — fr 2 dm y será diferente para cada eje con respecto 
al cual se calcule. Para un cuerpo con un eje de simetría, la integración es llevada a cabo empleando 
usualmente elementos de disco o de cáscara. 

Muchos cuerpos están compuestos de formas simples. Siendo este el caso, pueden usarse valores ta- 
bulados de /, como los dados en la cubierta interna posterior de este libro. Para obtener el momento 
de inercia de un cuerpo compuesto con respecto a cualquier eje específico, el momento de inercia de 
cada parte es determinado con respecto al eje y los resultados se suman. Al hacer esto se requiere a 
menudo usar el teorema de los ejes paralelos i = f G + md 2 . Los manuales de ingeniería también pro- 
porcionan valores de los radíos de giro k para el cuerpo. Si la masa del cuerpo es conocida, entonces 
el momento de inercia de masa se determina con / - mk z . 

La ecuación que define el movimiento trasíacional de un cuerpo 
rígido es i F = ma G . Aquí, %<-, es la aceleración del centro de masa del cuerpo. 

La ecuación que describe el movimiento rotatorio del cuerpo es determinada tomando los momentos 
de todas las partículas presentes en el cuerpo con respecto a un eje. Cuando el eje pasa por el centro de 
masa, el resultado es — l G a. Si los momentos se toman con respecto a algún punto arbitrario P, 
entonces obtenemos 2 M? - 2 (di*)/'. La suma del lado derecho representa los momentos de los vec- 
tores cinéticos m*a e ¡G a con respecto al punto P. 

Para tomar en cuenta todos los términos que hay en estas ecuaciones, la aplicación debe ir acom- 
pañada siempre de un diagrama de cuerpo libre, y en algunos problemas, también puede sct convenien- 
te dibujar el diagrama cinético. 

Aquí tfja — 0 ya que a = 0. Si el cuerpo experimenta traslación rectilínea, use un eje x—y 
inercia!, en cuyo caso las ecuaciones de movimiento son 

2E, = m(a G )x 

lF y = m{a G ) y 
SM C - 0 

Para traslación curvilínea, use los ejes n — í inerciales de manera que 

= m{a G )„ 

2F f - m{a G )< 

XM a = 0 

Para rotación con respecto a un eje fijo, el vector cinético m( a G )„ 
no genera momento con respecto al eje de rotación, y entonces la ecuación rotacional de movimiento 
se reduce a una forma simplificada con respecto a! punto O. Las ecuaciones de movimiento son 

XF„ = nuo 2 r G XF, = mar G 
XM G = l G a o XMq ~ I G a 

Para movimiento plano general, tenemos 

XF x - m(a G ) x 2/\ = *”(<%)> 

XM C = I Q a o XM P = £(JL*)/’ 

Si el cuerpo está restringido por sus soportes, entonces pueden obtenerse ecuaciones adicionales de ci- 
nemática usando — a., + para relacionar las aceleraciones de dos puntos cualesquiera A \ B 
presentes en el cuerpo. 
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El principio del trabajo y la energía juega un papel importante en el movimien- 
to propio de los trabajos de extracción realizados para levantar tubería en este 
equipo de perforación 
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CAPÍTULO 

18 

Cinética plana de un cuerpo 
rígido: Trabajo y energía 

OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 


* Desarrollar formulaciones para calcular la energía cinética de un 

Cuerpo, y definir las diversas maneras, en que una fuerza y un par 
efectúan trabajo. 

* Aplicar el principio del trabajo y la energía para resolver problemas 
de unética plana de un cuerpo rígido que implican fuerza, velocidad 
y desplazamiento. 

* Mostrar cómo la conservación de la energía puede ser empleada 
para resolver problemas de cinética plana de un cuerpo rígido. 




18.1 Energía cinética 


En este capítulo aplicaremos métodos de! trabajo y la ener- 
gía a problemas que implican fuerza, velocidad y desplaza- 
miento relacionados con el movimiento plano de un cuerpo 
rígido, Sin embargo, antes de hacer esto, será necesaria desa- 
rrollar primero un medio para obtener la energía cinética del 
cuerpo cuando esté sometido a traslación, rotación con res- 
pecto a un eje fijo, o movimiento plano general. 

Con este propósito consideraremos el cuerpo rígido mos- 
trado en la figura 18 - 1 . el cual está representado aquí por una 
placa pinna que se mueve en el plano de referencia inercial 
x -y. Una partícula i-ésima arbitraria dei cuerpo. con masa dm. 
está localizada en r a partir del punto arbitrario P. Si en el íns- 
tame mostrado la partícula tiene una velocidad y., entonces la 
energía cinética de la partícula es T t = fdm irf. 


y 



t'ip. IK-l 
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Fio. ik — i 


La energía cinética de todo el cuerpo es determinada escribiendo ex- 
presiones similares para cada partícula del cuerpo e integrando los 
resultados, esto es. 



Esta ecuación también puede ser expresada en términos de la velocidad 
del punto P. Si el cuerpo tiene velocidad angular to entonces, a partir de 
la Cigura 18-1, tenemos 

v ¡ = + v¡j P 

= ( v p)*¡ + ('<>) ,j + wk X (.vi + vj) 

= - wyl¡ + [(vp) v + 


El cuadrado de la magnitud de v ( es entonces 


V P*¡ = vi = [(üp) x - wv] 2 + \(v F ) y + íií.vj 2 

= (tV)! — ~{vp)x <**y + ary 1 + (üp); + 2(vp). y utx + urx 2 

= Vp — 2(i'p) r íuy -l- 2( i;p) v íü.r + <¡j 2 r 2 


Sustituyendo en la ecuación de la energía cinética resulta 


T = 




La primera integral a la derecha representa toda la masa del cuerpo, 
Como ym - Jy dm y X m - J x dm. la segunda V la tercera integrales 
establecen el centro de masa G del cuerpo con respecto a P. La última 
integral representa el momento de inercia Í P del cuerpo, calculado con 
respecto al eje z que pasa por el punto P. Así, 


T = kmvp - {v P ) x atym + (t>) v <axm + j I y w 2 (18-1) 

Como caso especial, si el punto P coincide con el centro de masa G 
para el cuerpo, entonces y = .v = 0, y por tanto 

T = | + \lgvr (18-2) 


Aquí /c es ei momento de inercia para el cuerpo con respecto a un 
eje que es perpendicular al plano del movimiento y pasa por el centro 
de masa. Ambos Términos del lado derecho son siempre positivos, ya que 
las velocidades están elevadas al cuadrado, Además, se puede verificar 
que esos términos tienen unidades de longitud multiplicada por fuerza, 
con unidades comunes de ni • N o pies ■ Ib. Sin embargo, recuerde que 
en el SI la unidad de energía es el joule (J). donde 1 J = 1 m • N. 
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Traslación Cuando un cuerpo rígido de masa m está sometido a tras- 
lación rectilínea o curvilínea, ia energía cinética debida a la rotación es 
cero, ya que 10 - (I. A partir de la ecuación 18-2. la energía cinética del 
cuerpo es, por tanto. 


T = \mvl 


(18-3) 


donde o G es la magnitud de la velocidad v de traslación en el instante 
considerado, figura 1 8-2. 

Rotación con respecto a un eje fijo. Cuando un cuerpo rígido está 
girando con respecto a un eje fijo que pasa por el punto O. figura 18-3. el 
cuerpo tiene energía cinética traslacionul y rotacional como está definida 
por la ecuación 18-2. es decir, 


T - 


(18-4) 


La energía cinética del cuerpo también puede ser formulada obser- 
vando que V(¡ — r G iú, en cuyo caso T = | (I G + mr¿¡)(ir. Por el teorema 
de los ejes paralelos, los términos dentro del paréntesis representan el 
momento de inercia Iq del cuerpo con respecto a un eje perpendicular 
al plano del movimiento y que pasa por el punto O. Por consiguiente.' 



(18-5) 


V 



Traslación 


Ríe. W-2 



Rotación con respecto a un eje fijo 


Según la derivación, esta ecuación dará el mismo resultado que la 18-4, 
ya que loma en cuenta las energías cinéticas traslación a! y rotacional del 
cuerpo. 


Movimiento plano general. Cuando un cuerpo rígido está sometido 
a movimiento plano general, figura 18-4. tiene velocidad angular to y su 
centro de masa tiene velocidad \ G . Por consiguiente, la energía cinética es 
definida mediante la ecuación 18-2.es decir. 


T = + \l G ü) 2 


(18-6) 


Aquí se observa que la energía cinética total del cuerpo consta de la suma 
escalar de la energía cinética traslacional del cuerpo, i m v¿, y de la ener- 
gía cinética rotacional con respecto a su centro de masa. \ I G tu 1 . 

Debido a que la energía es una cantidad escalar. la energía cinética 
total para un sistema de cuerpos rígidos conectados es la suma de las 
energías cinéticas de todas sus partes móviles. Dependiendo del tipo 
de movimiento, la energía cinética de cada cuerpo se encuentra apli- 
cando la ecuación 18-2 o las formas alternativas mencionadas líneas 
arriba. 


Fi(¡. 18-3 



Movimiento plano genera] 
Fig. Ift-4 


'El lector debe rtoiur la similitud que hay entre esta derivación y la de = l 0 u, 
ecuación 17-16. También advierta que se puede obtener el mismo resultado directamente 
a partir de ta ecuación 1 R- 1 seleccionando el punto Pen O, observando que v a = 0 
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La energía cinética total Je esta compacta dora de sue- 
lo está constituida por la energía cinética del cuerpo ele 
la máquina, debida a su traslación, y por las energías 
cinéticas tr¿ts]acional y rotatoria del rodillo v las ru£- 
das, originadas por su movimiento plano general. Aquí 
excluimos la energía cinética adicional desarrollada por 
las partes móviles del motor y de] Tren impulsor. 



EJEMPLO 18.1 



EL sistema de tres elementos mostrado en la figura 18-5 íi consta de 
P « ( un bloque B de 6 kg. un disco D de 10 kg. y un cilindro C de 12 kg. 
c* ti t - Sl n ° OCUrre deslizamiento, determine la energía cinética total del sis- 
<i ' í£ tema en el instante mostrado. 

Solución 

Para calcular la energía cinética del disco y del cilindro, es necesario 
determinar primero w p . w c y v G . figura iSÓu, A pariir de la cinemá- 
tica del disco. 

v B = rD*> D ; 0.8 m/s = (0.1 m)w D = 8 rad/s 

Como el cilindro rueda sin deslizar, el centro instantáneo de velo- 
cidad cero está en el punto de contacto con el suelo, figura 18-56. por 
lo que, 

v e ~ r Etci<*>c\ 0.8 m/s = (0.2m)ttj c ai c - 4 rad/s 

v c, = ro7c/«c* Vg = (0.1 m) (4 rad/s) = 0.4 m/s 

Bloque 

T b = |m s v& = |(6 kg){0.8 m/s) 2 = 1.92 J 


Disco 


. Tq ~ 2^0°^ ~ 2 ( 2 m D r oi) tt *D 

- |[|(10 kg)(0.1 m) 2 ](8rad/s) 2 = 1.60 J 

Cilindro 

T c = {mv^ + 7 I g ü¡1 = \mv\, 4- o£ 

= |(I2 kg) (0.4 m/s) 2 + |[|(12 kg}(0.1 m) 2 l(4 rad/s) 2 = 1.44 J 
.La energía cinética total del sistema es. por tanto. 

T = T b +T d + T c 
= 1.92 1 + 1.60 J + 1,44 J = 4.96 J 
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18.2 El trabajo de una fuerza 


En problemas de cinética plana que implican un cuerpo rígido, a menu- 
do son encontrados varios tipos de fuerzas. El trabajo de cada una de 
esas fuerzas ha sido presentado en la sección 14. L y se da a continuación 
como un resumen. 


t 


« 

i 

í 


Trabajo de e na fuerza \ ai ¡able. Si una fuerza externa F actúa so- 
bre un cuerpo rígido, el trabajo realizado por la fuerza cuando se mueve 
a lo largo de la trayectoria s, figura 1 8-6. se define como 



(18-7) 


Aquí 8 es el ángulo entre las “colas" del vector fuerza y del desplaza- 
miento diferencial. En general, la integración debe tomar en cuenta la 
variación de la dirección y la magnitud de la fuerza. 



Fig, UMi 


Trabajo de una fuerza constante. Si una fuerza externa F c actúa so- 
bre un cuerpo rígido, figura 18-7. y mantiene una magnitud constante F t 
y una dirección constante 6. mientras el cuerpo experimenta una traslación 
s. la ecuación 18-7 puede ser integrada de manera que el trabajo se con- 
vierte en 

Uf = ( F c eos 6) s (1 8-8) 



i 

F,.a W0 


I 


Aquí F c eos B representa la magnitud de la componente de fuerza en la 
dirección del desplazamiento. 


F?g. 18-7 
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Fie, 1K-K 


Trabajo de ur peso. El peso de un cuerpo efectúa trabajo sólo cuando 
el centro de masa G del cuerpo experimenta un desplazamiento vertical Av 
Si este desplazamiento es hada arriba . figura 18-8.. el trabajo es negativo 
puesto que el peso y el desplazamiento están en direcciones opuestas. 


[/„. = -WAy 


(18-9) 


De la misma forma, si el desplazamiento es hacia abajo {-Av) el trabajo 
resulta positivo. En ambos casos el cambio de elevación se considera pe- 
queño de manera que W, que es causado por la gravitación, es constante 


F, 




Posición no 
esürads del 
resorte, s = 0 


- *r 


Fig* IJM> 


Trabajo de una fuerza de resorte. Si un resorte elástico lineal está 
unido a un cuerpo, la fuerza presente en el resorte F s = ks que actúa so- 
hre el cuerpo efectúa trabajo cuando el resorte se alarga o comprime des- 
de s, hasta otra posición s 2 . En ambos casos el trabajo será negativo ya 
que el desplazamiento del cuerpo es en la dirección opuesta a la fuerza. fi- 
gura 18-9, El trabajo realizado es 


& = -(íM - |M) 


(18-10) 



F!g. 18-1(1 


donde | \ > \ Sj 


r ^ - A 11 1 abajan, Hay algunas fuerzas externas que tjü traba- 
jan cuando el cuerpo se desplaza. Estas fuerzas pueden actuar en puntos 
fijos sobre el cuerpo o tener una dirección perpendicular a su desplaza- 
miento. Ejemplos de fuerzas que no trabajan incluyen las reacciones en un 
soporte de pasador con respecto al cual un cuerpo gira, la reacción nor- 
mal que actúa sobre un cuerpo que se mueve a lo largo de una superficie 
fija, y el peso de un cuerpo cuando el centro de gravedad de! cuerpo se 
mueve en un plano horizontal, figura 18-10. Una fuerza de resistencia al 
rodamiento, E. actuando sobre un cuerpo redondo cuando éste rueda sin 
deslizar por una superficie rugosa tampoco efectúa trabajo. figura 18-10/ 
Esto es porque, durante cualquier instante de tiempo dt. F r actúa en un 
punto ( sobre el cuerpo) que tiene velocidad cero (centro instantáneo, C7), 
así que el trabajo realizado por la fuerza en el punto es cero. En otras 
palabras, el punto no es desplazado en la dirección de la fuerza durante 
ese instante, ( orno F r entra en contacto con puntos sucesivos por sólo un 
instante, el trabaj o de F r será cero. 


Ei trabajo realizado por la fuerza de fricción cuando d cuerpo desliza fue analizado en 
la sección 1 4.3. 
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18.3 El trabajo de un par 


Cuando un cuerpo sometido a un par experimenta movimiento plano 
general, las dos fuerzas del par trabajan sólo cuando el cuerpo experi- 
menta una rotación. Para demostrar esto, considere el cuerpo que apa- 
rece en la figura 18-llí», el cual está sometido a un momento de par 
M ~ Fr. Cualquier desplazamiento diferencial genera] del cuerpo puede 
ser considerado como una traslación más rotación. Cuando el cuerpo se 
traslada , de tal manera que la componente de desplazamiento a lo largo 
de la línea de acción de las fuerzas es ds t . figura 18-1 Ib. claramente el 
trabajo "positivo’' de una fuerza cancela el trabajo "negativo" de la otra. 
Si el cuerpo experimenta una rotación diferencial dO con respecto a 
un eje que es perpendicular al plano del par e interseca eí plano en el 
punto O, figura 18-llc, entonces cada fuerza tendrá un desplazamiento 
ds & = (r!2)dtí en la dirección de la fuerza. Por consiguiente, el trabajo 
total realizado es 



Aquí la línea de acción de dti es paralela a la línea de acción de M. 
Este es siempre el caso para movimiento plano general, ya que M y d8 
son perpendiculares al plano del movimiento. Además, el trabajo resul- 
tante es positivo cuando M y d() tienen el mismo sentido de dirección , y 
es negativo si estos vectores tienen sentido de dirección opuesto. 

Cuando el cuerpo gira en el plano un ángulo finito t> medido en ra- 
dianes, desde hasta tí 2 . el trabajo de un par es 



Rotación 

te) 

Fig. 18-11 



(18-11) 


Si el momento de par M tiene magnitud constante, entonces 


Uu -- Af(0 2 - #i) 


■ (18-12) 


Aquí el trabajo es positivo si Mv(0i — fl|) están en la misma dirección. 
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La barra mostrada en Ja figura 18-12* tiene masa de lOkgv está some- 
üda a un momento de par M = 50 N • m y a una fuerza P^ONque 
stempre es aplicada perpendicularmente al extremo de la barra. Tam- 
! n L reSOrtC tie " tí UQa longitud no alargada de 0.5 m y permanece en 

55TSSÍSS £S°,* 18 EU ' a ,* T ' m '° «■*»*- B. DetenTú- 
nc ti trabajo total realizado por todas las fuerzas que actúan sobre la 

./ barra cuando ésta ha girado hacia abajo desde ti = V hasta « ¡w. 


Solución 

Primero se dibuja el diagrama de cuerpo libre de la barra para tomar 
en cuerna todas las tuerzas que actúan sobre ella, figura 18-12/). 


¡o i.5 m. !s£r 10(9 - 8l) N - 98 -' N - • ** - 


P = 80N 


U w - 98.1 N(1.5 m) = 147.2 J 
¿Por qué es positivo el trabajo? 


, p , ; E1 momento de par gira un ángulo 8 ~ tt/ 2 ra- 
dianes. Por consiguiente «/¿Id 


U\i — 50 N • m(ir/2) = 78.5 J 


<0 7S n, - 0 5 m , - „ ,, CUa " d " ® " °" El es.» estirado en 

P o^yjZZL'7' eI a,argamiemo - de 


o, - (í<30N/m)(2.25m) 2 - j(30 N/m)(0.25 m) J ) = -73.0J 


Por inspección, el resorte efectúa trabajo negativo sobre la barra va 
üa co^ido ^ 6 " ° PUe5,a a ' d «P'-^"'o Esto concuér- 


AJ moverse la bar™ hacia abajoja fuerza es desplazada por 
una distancia de (sr/2)(3 m) = 4.712 m. El trabajo es positivo ¿Por qu” 


Up = 80 N(4.712 mj = 377.0 J 


, . Us ^r/as A r y A, no trabajan va que 

no se desplazan. - H 


El trabajo de todas las fuerzas cuando la barra es des- 
plazada es entonces 


U - 147.2 J +- 78.5 J - 75.0 J + 377.0 J = 528 J 


Ri’\p. 
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18.4 Principio del trabajo y la energía 

Al aplicar el principio del trabajo y la energía desarrollado en la sección 
14.2 a cada una de las partículas de un cuerpo rígido y sumando los resul- 
tados algebraicamente, ya que la energía es un escalar, el principio de! 
trabajo y la energía para un cuerpo rígido toma la forma 


7j + -6j_; - T 2 


(18-13) 


Esta ecuación establece que- la energía cinética trastacional y rotatoria 
inicial del cuerpo, más el trabajo realizado por todas las Tuerzas y mo- 
mentos de par externos que actúan sobre el cuerpo cuando éste se mue- 
ve desde su posición inicial hasta su posición final, es igual a la energía 
cinética traslaeional y rotacional final del cuerpo. Advierta que el traba- 
jo de las fuerzas internas del cuerpo no tiene que ser considerado ya que 
el cuerpo es rígido. Estas Tuerzas ocurren en pares iguales cólmenles pe- 
ro opuestos, de manera que cuando el cuerpo se mueve, el trabajo de 
una fuerza cancela al de su contraparte. Además, como el cuerpo es rí- 
gido. ningún movimiento relativo ocurre entre estas fuerzas, y entonces 
ningún trabajo interno se lleva a cabo. 

Cuando varios cuerpos rígidos están conectados por medio de pa- 
sadores, por cahies inexlensibles o acoplados entre sí. la ecuación 
18-13 puede ser aplicada a todo el sistema de cuerpos conectados. 
En todos estos casos las Tuerzas internas, que mantienen juntos los 
diversos miembros, no ti abajan y, por consiguiente, son eliminadas 
del análisis. 



El trabajo dei par o momento desarrollado por los 
engranes impulsores sobre los dos motores es 
transformado en energía cinética de rotación del 
tambor de la mezcladora. 
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PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El principio del trabajo y la energía se usa para resolver probiemas 
cinéticos que implican velocidad, fuerza y desplazamiento . va que es- 
tos términos están implicados en la formulación. En aplicaciones, se 
sugiere usar el siguiente procedimiento. 

Energía cinética (Diagramas cinemáticos). 

La energía cinética de un cuerpo está constituida por dos partes. La 
energía cinética de traslación se refiere a la velocidad del centro de 
masa, 7 = t mi)£, y la energía cinética de rotación es determinada 
cuando se conoce el momento de inercia con respecto al centro de 
masa. 7 = En el caso especial de rot ación con respecto a un 
eje fijo, estas dos energías cinéticas son combinadas v pueden ser 
expresadas como T — | l^ar. donde Iq es el momento de inercia 
con respecto al eje de rotación. 

Los diagramas cinemáticos para velocidad pueden ser útiles para 
determinar v G y u> o para establecer una relación entre v G y a>.* 

T raba jo (Diagrama de cuerpo libre). 

Dibuje un diagrama de cuerpo libre del cuerpo cuando esté ubica- 
do en un punto intermedio a lo largo de la trayectoria para tomar 
en cuenta todas ¡as fuerzas y los momentos de par que trabajen so- 
bre el cuerpo al moverse éste a lo largo de la trayectoria. 

Una fuerza efectúa trabajo cuando se mueve por un desplazamien- 
to en la dirección de la fuerza. 

Fuerzas que son funciones de desplazamiento deben ser integra- 
das para obtener el trabajo. Gráficamente, el trahajo es igual al 
área bajo la curva fuerza-desplazamiento. 

El trabajo de un peso es el producto de su magnitud y el despla- 
zamiento vertical. Vw — WV Es positivo cuando el peso se mueve 
hada abajo. 

El trabajo de un resorte es de la forma L\ - jfcr, donde k es la rigi- 
dez del resorte y $ es el alargamiento o la compresión del resorte" 
El trabajo de un par es el producto del momento de par y del án- 
gulo en radianes por el cual gira. 

C orno se Tequiere la suma algebraica de los términos de trabajo, es 
importante que se especifique el signo apropiado de cada término. 
Específicamente, el trabajo es positivo cuando la fuerza (o mo- 
mento de par) tiene la misma dirección que su desplazamiento (o 
rotación): de otra manera es negativo. 

Principio del trabajo y la energía. 

Aplique e! principió del trabajo y la energía, T\ + Xí/j = Ti, 
Como esta es una ecuación escalar, puede usarse para resolver 
sólo una incógnita cuando se aplica a un solo cuerpo rígido. 

*Un breve repaso de las secciones 16.5. lfi.6 y 16.7 podría ser de utilidad paro resol- 
ver problemas, ya que los cálculos que implican energía cinética requieren de un aná- 
lisis cinemático de la velocidad. 
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18,3 


El disco de 30 kg mostrado en la figura 18- 13a está soportado me- 
diante un pasador colocado en su centro. Determine el número de re- 
voluciones que debe efectuar para alcanzar una velocidad angular de 
20 rad /s partiendo del reposo. Sobre el disco actúan lina fuerza cons- 
tante F = 10 N. la cual se aplica a una cuerda enrollada alrededor de 
su periferia, y un momento de par constante M — 5 N * m. Despre- 
cie la masa de la cuerda en los cálculos. 

= 5 n ■ m 


/■ = ION 
(a) 

Solución 

Como el disco gira con respecto a un eje fijo, la 
energía cinética puede ser calculada usando T — ' donde el mo- 
mento de inercia es I a ~ \tttr 2 . Inicialmente, el 
disco está en reposo, por lo que 

r, - o 

T 2 - |j^NÍ = |[|(3Q kg)(0.2 m) 2 ](20 rad/s) 2 = 120 J 

Como se muestra en la figura 
18-13A, las reacciones O, y O,, en el pasador y el peso (294.3 N) no 
trabajan, ya que no son desplazados. El momento de. par . con magni- 
tud constante, efectúa trabajo positivo í/ w = M6 al girar el disco en 
un ángulo de ti radianes en el sentido de las manecillas del reloj, y la 
fuerza constante F efectúa trabajo positivo U¡ — Fs al moverse la cuer- 
da hacia abajo s = tír = 0(0-2 m). 

Principio tk'l trabajo y la energía 

m + mi-i) « m 

{TU + {M9 + Fs} = {T z } 

{0} + {(5 N ■ m)tf + (10N)fl(0.2m)} = {120J} 

J 1 rev 

6 - 17.1 rad = 17.1 rad 

VZrrrad 

Este problema también fue resuelto en el ejemplo 17.9. Compare 
los dos métodos de solución y observe- que al estar implicados fuer- 
za. velocidad y desplazamiento tí. un enfoque de trabajo y energía da 
una solución más directa. 
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EJEMPLO 18.4 



El tubo de 700 kg está suspendido uniformemente de ios dos dientes 
del elevador de carga mostrado en la foto. El tubo está experimen- 
tando un movimiento oscilatorio tal que cuando ñ = 3U 1 -' se encuen- 
tra momentáneamente en reposo. Determine las fuerzas normal y de 
fricción que actúan sobre cada diente y son necesarias para soportar 
el tubo en el instante d - 0 o . Las medidas del tubo y del colgante se 
muestran en la figura lS*14a. Desprecie la masa del coleante v el es- 
pesor del tubo. 



(a) 


Solución 

Debemos usar las ecuaciones de movimiento para encontrar las fuer- 
zas sobre los dientes ya que esas fuerzas no trabajan. Sin embargo, 
antes de hacer esto, aplicaremos el principio del trabajo y la energía 
para determinar la velocidad angular del tubo cuando B = 0°. 


/:«. ética (Diagrama rínemátit - Como e] tubo está origi- 

nalmente en reposo, entonces 


r, « o 

1. a ener ? ,a cinética final puede ser calculada con referencia al punto 
lijo O o al centro de masa G. Para el cálculo consideraremos al tubo 
como un anillo delgado tal que J í; — tw~. Al considerar el punto G . 
tenemos 


% ~ ["'(%)! + |/n4 

= |(700fig)¡l(a4 m)**] 2 + íf7Q0kg(Q.15 m) 2 ]4 
-- 63.8754 

Si el punto O es considerado, entonces debe usarse el teorema de los 
ejes paralelos para determinar l a . Por consiguiente, 

T 2 = U:>4 = |(700 kg(0.15m) 2 + 700 kg{0.4 m) 2 ]4 
- 63.8754 
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Figura 1 8- 14í>. Las fuerzas 
normal y de fricción sobre los dientes no trabajan ya que éstos no se 
mueven al oscilar el tubo. El peso, centrado en G, efectúa trabajo 
positivo ya que el peso se mueve hacia abajo una distancia vertical 
Ay = 0.4 m — 0.4 eos 30 c m — 0,05359 tn. 

Principio del trabajo y la energía 

Pi) + {2tw = ih) 

{0} + {700(9.81 ) N(Q.Q5359 m)} = {63.875u|} 
ü >2 = 2.40 rad/s 

Con referencia a los diagramas de cuer- 
po libre y cinético mostrados en la figura 18- 14c, y usando el resulta- 
do para tenemos 

2F, = m(a G ),: F T = 700(a G ), 

+|2F n = N T - 700(9.81 ) N = 700 kg(2.40 rad/s) 2 {0.4 m) 

= loa\ 0 = [700 kg(0.15 m} 2 + 700 kg(0.4 m) 2 ja 

Como (a c ), = 0.4a, entonces 

o ~ 0, (a G } r - 0 
F t = 0 

N t = 8.48 kN 

Se tienen dos dientes para soportar la carga, por lo que 

F' t ~ 0 Resp. 

N' t = — — — = 4.24 kN 

Debido al movimiento oscilatorio ios dientes están sometidos a una fuer- 
za normal mavor que si la carga fuese estática, en cuyo caso N' T = 
700(9.81 )N/ 2 = 3.43 kN. 
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k = 1 0 lb/pie 




o 

> 

•ÜA pÉCl 


lilh 


(a) 



(bj 



U rueda mostrada en la figura 18-15* pesa 40 Ib v tiene radio de gi- 
ro k G = 0.6 pies con respecto a su centro de masa G. Si la rueda es- 
tá sometida a un momento de par de 15 Ib • pie en el sentido de las 
manecillas del reloj y rueda desde el reposo sin deslizar, determine 
su velocidad angular después que su centro G se mueve 0.5 pies. El 
resorte tiene rigidez k - 1Ü lb/pie e inicialmente no está estirado 
cuando se aplica el momento de par. 
pie 

Solución 


cíalmente en reposo. 


Como la rueda está ini- 


7i = 0 


El diagrama cinemático de la rueda cuando se encuentra en la posi- 
ción final se muestra en la figura 18-15*. Por consiguiente, la energía 
cinética final es 


Ti - ; w{ u G )j ! 


+ 


401b 


32.2 pies/s' 


; (0.6 pies) 2 


t Ün 


s 32.2 pies/; 

La velocidad del centro de masa puede relacionarse con la velocidad 
angular mediante el centro instantáneo de velocidad cero (C/). esto 

es, (« 0)2 = 0.8ío 2 . Sustituyendo en la ecuación anterior y simplifican- 
do. tenemos 

T 2 = 0.621*^ 

. Com « se muestra en la figura 

IV Le. sólo la fuerza del resorte F v y el momento de par efectúan tra- 
bajo. La fuerza normal no se mueve a lo largo de su línea de acción 
y la fuerza de fricción no trabaja , ya que la rueda no desliza al rodar. 

El trabajo de F. puede ser calculado usando U s = -jk.r. Aquí el 
trabajo es negativo ya que F, tiene dirección opuesta al desplaza- 
miento. ( orno la rueda 00 desliza cuando el centro G se mueve 0.5 
pies, la rueda gira 6 = s a jr CíC , = 0.5 pies/0.8 pies = 0.625 rad. figu- 
ra 1 8-15¿>. Por consiguiente, el resorte se estira s A = 0r AfC t " 0.625 
rad (1.6 pies) - 1 pie. 

Principio dei trabajo y Ja energía 

{ro + {st/ t _ 2 } = {Té 

{T \ } + {Mti - jFr 2 } - {r 2 } 

{0} + f 15 Ib • pies(0.625 rad) - ^(10 lb/pies)(l pie) 2 } = {0.62 limpies ■ Ib} 

u >2 = 2.65 rad/sj 
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7TX 


La barra de 10 kg mostrada en la figura 18-1 fio está restringida a que 
sus extremos se muevan a lo largo de ranuras. La barra está inicial- 
mente en reposo cuando 8 — OS Si sobre el bloque deslizable ubica- 
do en el punto B actúa una fuerza horizontal P = 50 N, determine 
la velocidad angular de la barra en el instante 8 - 45°, Desprecie la 
fricción y la masa de los bloques A y B. 

¿Por qué puede usarse el principio del trabajo y la energía para re- 
solver este problema? 

, v, En la figura 18-166 se 

muestran dos diagramas cinemáticos de la barra, cuando está en la 
posición inicial 1 y en la posición final 2. Cuando la barra está en la po- 
sición 1, T] - 0 ya que (v G )j =w¡ = 0. En la posición 2, la velocidad 
angular es <o 2 y la velocidad del centro de masa es Por consi- 
guiente. la energía cinética es 

T 2 - k /«(%): + 

= ‘(lOkgXtfc)! + |$(l0ks)(0.8m)%3 
= 5(%)| + 0.267(oh) ! 

Las dos incógnitas {u G ) 2 y w i pueden ser relacionadas mediante el 
centro instantáneo de velocidad cero para la barra, figura 18-166. Se 
aprecia que al moverse A hacia abajo con velocidad (v 4 } 2 , B se mue- 
ve horizontalmente hacia la izquierda con velocidad (y#^. Conoci- 
das estas direcciones, el C! es determinado como se muestra en la 
figura. Así. 

(^< 3)2 = T G¡ci ia z ~ (0-4 tan 45° rnjw-. 

- 0.4oí-i 


Por tanto. 


T 2 = 0.8oi| + 0.267w| - 1.067 




ib) 


■ Figura 18-1 6c. Las fuerzas nor- 

males N a y N n no trabajan cuando la barra se desplaza. ¿Por qué? El 
peso de 98.1 N se desplaza una distancia vertical de Ay = (0.4 - 0.4 
eos 45°) m; mientras que la fuerza de 50 N se mueve una distancia 
horizontal s = (0.8 sen 45 a ) m. Estas dos fuerzas efectúan trabajo 
positivo. ¿Por qué? 

{Ti} + {Sí/1-2} = {T 2 } 

{T,} + [Wly + Ps) ~ {T 2 } 

{0} + {98.1 N(0.4 m -0.4 eos 45° m) + 50 N (0.8 sen 45° m)} 

- { 1.067^2 J} 

La solución para es 

«2 = 6.11 rad/sj 



Fia. 18-lf 
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PROBLEMAS 


En un instante dado, el cuerpo de masa m tiene 
velocidad angular 10 y su centro de masa tiene velocidad 
v o Demuestre que su energía cinética puede ser repre- 
sentada por T = \l C iür, donde / c ,es el momento de iner- 
cia del cuerpo calculado con respecto al eje instantáneo 
de velocidad cero, ubicado a una distancia r GIC/ del cen- 
tro de masa como se muestra. 



1* rufo. 18-1 


La rueda está conformada a partir de un anillo del- 
gado de 5 kg y dos barras esbeltas de 2 kg. Si el resorte 
torsional unido al centro de la rueda tiene rigidez k = 2 
N • m/rad, de manera que el par sobre el centro de la 
rueda es M ■ (26) N • m. donde tí está en radianes, de- 
termine la velocidad angular máxima de la rueda cuando 
es piada dos revoluciones y luego liberada del reposo 




t'rob. 18-3 


, poica consta de dos partes unidas entre 

si. Tiene un peso de 50 ¡h. radio de giro centroidal íc Q = 0 6 
pies, y está girando con velocidad aneular de 20 rad/s en 
el sentido de las manecillas del reloj . Determine la energía 
emética del sistema. Suponga que ninguno de los cables 
desliza sobre la pulea. 



«i = 20 rad/s 


30 Ib 


20 tb 


i’r«b. 18-4 


En el instante mostrado, el disco de 30 Ib tiene ve- 
locidad angular de 5 rad/s, en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj, cuando su centra tiene velocidad de 
4O píes/s. Determine la energía cinética del disco en este 
instante. 


En el instante mostrado, el eslabón AB tiene 
velocidad angular — 2 rad/s. Si cada eslabón es 
considerado como una barra uniforme esbelta con peso 
de 0.5 Ib/pulg, determine la energía cinética total del 
sistema. 
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m-s 


18-6* Resuelva el problema 17-58 usando el principio 
del trabajo y la energía. 


1 8-7, Resuelva el problema 17-59 usando 
dei trabajo y Ui energía. 


=: í^-K, Resuelva el problema 17-63 usando 
deUrñbajo v la energía. 


d 

el 


principio 

principio 


iS-9, Una fuerza P = 20 N es aplicada al cable y causa 
ta rotación del carrete de 175 kg que descansa en los dos 
rodillos A y B. Determine la velocidad angular del carre- 
te después que lia realizado dos revoluciones partiendo 
del reposo. Desprecie la masa de los rodillos y la masa del 
cable* El radio de giro del carrete con respecto a su eje 
central es k G = ÍL42 m. 


P4-HL La cubeta de la mezcladora tiene un peso de 70 
Ib y radio de giro = L3 pies con respecto a su centro 
de gravedad. Si una torca constante M = 601b * pie es 
aplicada a la rueda volcadora, determine la velocidad 
angular de la cubeta cuando ha girado 8 = 9Ü L \ Original- 
mente la cubeta está en reposo cuando 8 — Ü c . 



Prob* 18-10 


1M L ^n yovo tiene un peso de 0.3 Ib y radio de giro 
k Q - Ü.Qó pies. Si es liberado del reposo, delcraime cuán- 
to debe descender para alcanzar una velocidad angular 
üí = 70 rad/s. Desprecie la masa de la cuerda y suponga 
que ésta se encuentra enrollada alrededor de la espiga cen- 
tral de manera que el radio medio en el cual se desenrolla 
es r = (LÜ2 pies. 





Froto* 1B-9 


Froto. 18-11 
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1S- ! : Lía carro de juguete pesa J 1 0 tb, incluido el pa- 
sajero pero excluidas las cuatro ruedas. Cada rueda tiene 
un peso de 5 Ib. radio de 0.5 pies, y radio de giro k — 0.3 
pies, calculado con respecto a un eje que pasa por el eje 
de las ruedas. Determine la rapidez del carro después que 
níi viajado 100 pies partiendo del reposo. Las ruedas rue- 
dan sin deslizar. Desprecie la resistencia del aire. 


0 5 pití* 



El péndulo de la máquina de pruebas de impac- 
to Charpy tiene masa de 50 kg y radio de giro — j P 75 
m. Si es liberado del reposo cuando 0 ~ {)• . determine su 
velocidad angular justo antes de golpear al espécimen S, 
U — 9G'\ 


Cierto motor suministra un a torca constante de M 
- 120 lh ■ pie al tambor. Sí el tambor tiene un peso de 30 
Ib y radio de giro k 0 = 0,8 pies, determine la rapidez de 
la La í a A de 15 lb después que se ha levantado ,v - 4 pies 
partiendo del reposo. Desprecie la masa de la cuerda. 



a 


Prnh. 18-14 

1 ■ El malacate de mano se usa para levantar la car- 

ga ü€ 50 kg. Determine ei trabajo requerido para girar el 
manubrio cinco revoluciones. El engrane colocado en A 
nene radio de 20 rain. 




Proli. 18-13 


Prnh. 18-15 
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IH-Ló* La barra esbelta de 4 kg está sometida a una 
fuerza y a un momento de par- Cuando se encuentra en 
la posición mostrada tiene velocidad angular = ó rad/s. 
Determine su velocidad angular en el instante en que ha 
girado hacia abajo 90 \ La fuerza siempre es aplicada per- 
pendicu lamiente al eje de la bana. El movimiento ocu- 
rre en el plano vertical 

1 X- 17* La barra esbelta de 4 kg está sometida a una fuer- 
za v a un momento de par. Cuando se encuentra en la 
posición mostrada tiene velocidad angular wi — 6 rad/s. 
Determine su velocidad angular en d instante en que ha 
girado 3601 La fuerza siempre es aplicada perpendicu- 
1 ármente al eje de la barra y el movimiento ocurre en el 
plano vertical 


i 


15 N 


~ ~~ jo ^ m 


3 m 


. | «>, - 6 rad/s 


La cabina E del elevador tiene masa de 1.80 Mg 
y el contrapeso C tiene masa de 2.30 Mg. Si el motor gi- 
ra la polea impulsora A con una torca de M — (0.069 
7.5) N • m. donde 6 está en radianes, determine la rapi- 
dez del elevador cuando ha ascendido 1 2 m partiendo del 
reposo. Cada polea A y B tiene masa de 150 kg y radio 
de giro k = 0.2 m con respecto a su centro de masa o eje 
articulado. Desprecie la masa del cable y suponga que és- 
te nu desliza sobre las poleas. 



Prohs. 18-18/19 


Prubs. 18-16/17 18-2(1. El péndulo consta de dos barras esbeltas, ca- 

da una con masa de 4 kg/m. Si sobre el péndulo actúa 
un momento M = 50 N • m y es liberado de la posición 
mostrada, determine su velocidad angular cuando ha 
girado (a) 90® y (b) 180'. El movimiento ocurre en el 
plano vertical. 


18-18. La cabina E del elevador tiene masa de 1.80 Mg 
y el contrapeso C tiene masa de 2.30 Mg. Si el motor gira 
la polea impulsora A con una torca constante M = 100 
N * in. determine la rapidez del elevador cuando ha ascen- 
dido 10 m partiendo del reposo. Cada polea A y B tiene 
masa de 150 kg y radio de giro k — 0.2 m con respecto a 
su centro de masa o eje articulado. Desprecie la masa del 
cable y suponga que éste no desliza sobre las poleas. 


M = SON-m 


2 m 


D 


1 m 


Frob. 18-211 
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■ U n motor suministra una torca constante M - 6 
kN - m al tambor de enrollado que opera ei elevador. Si 
ei elevador tiene masa de 900 fcg, el contrapeso C tiene 
masa de 200 kg, y el tambor tiene masa de 600 kg y ra- 
dio de giro k = 0.6 m con respecto a su eje. determine la 
rapidez del elevador después que se ha elevado 5 tu des- 
de el reposo. Desprecie la masa de las poleas 



18-22. El disco de 20 kg está originalmente en reposo v 
el resorte lo mantiene en equilibrio. Un momento de par 
' \ N * m es aplicado al disco como se muestra. 

Determine su velocidad angular en el instante en que su 
centro de masa G se ha movido 0.8 m hacia abajo a lo 
largo del plano inclinado. El disco rueda sin deslizar. 

El disco de 20 kg está originalmente en reposo v 
el resorte lo mantiene en equilibrio. Un momento de par 
-'ti N ■ m es aplicado al disco como se muestra. 
Determine qué tan lejos viaja el centro de masa del dis- 
co hacia abajo por el plano inclinado, medido desde la 
posición de equilibrio, antes de detenerse. El disco rueda 
sin deslizar. 



18-24. El eslabonamiento consta de dos barras AB y 
CD de 8 Ib y de una barra AD de 10 Ib. Cuando B - 0 o *. 
la barra AB está girando con velocidad angular üj.» = 2 

ía barra CD está sometida a un momento de par 
JW — 15 Ib - pie y ta barra AD está sometida a una fuerza 
horizontal P = 20 Ib como se muestra, determine Wab en 
el instante 9 - 90°. 


* El eslabonamiento consta de dos barras A B v CD 

de 8 Ih y de una harra AD de 10 Ib. Cuando o = Q« la 
barra AB está girando con velocidad angular a> AB = 2 
i ad/s Si la barra CD está sometida a un momento de par 
M - 1.1 Ib • pie y la barra AD está sometida a una fuer- 
za horizontal P - 20 Ib como se muestra, determine w 
en el instante B = 45\ 



Probs. 18-24/25 


iS ' ■ El carrete tiene un peso de 500 Ib y radio de gi- 
ro k a - 1.75 píes. Una fuerza horizontal P= 15 Ib es apli- 
cada a un cable enrollado alrededor de su núcleo interno. 
Si el carrete está originalmente en reposo, determine su 
velocidad angular después que el centro de masa G se ha 
movido 6 pies hacia la izquierda. El caire te rueda sin des- 
lizar. Desprecíe la masa del cable. 



Prnbs. 18-22/23 


Proh. 
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18-27. La barra uniforme tiene masa m y longitud /. Si es 
liberada del repaso cuando 8 = CP. derermine el ángulo 0 
al que empieza a desligar primero. El coeficiente de fric- 
ción estítica en O es ^ ~ CLL 



* : 18-28, El sistema consta de un disco A de 20 kg, una 
barra esbelta BC de 4 Ib. y un collar liso C de 1 Ib. Si el 
disco rueda sin deslizar, determine la velocidad del collar 
en el instante en que la barra está en posición horizon- 
tal, esto es, 6 — 0 :1 , El sistema es liberado del reposo cuan- 
do 8 = 45°. 



N 'L Los dos engranes Ay B de 2 kg están unidos a 
ios extremos de una barra esbelta de 3 kg. Los engranes 
ruedan dentro del engrane anular fijo C que se encuentra 
en un plano horizontal Si se aplica una torca de 10 N 1 m 
al centro de la barra como se muestra, determine d nume- 
ra de revoluciones que la barra debe girar partiendo del 
reposo para que tenga una velocidad angular íú a ^ — 20 
rad/SL Para los cálculos, suponga que los engranes pueden 
ser aproximados por discos delgados. ¿Cuál es el resulta- 
do si los engranes se encuentran en un plano vertical? 



Ib v un disco de 20 Ib. Sí d resorte no está estirado cuan- 
do q = 45 a y el conjunto es liberado dd reposo en esta 
posición, determine la velocidad angular de la barra AB 
en e! instante en que 6 = Q\ El disco rueda sin deslizar. 


B 



Protu 18-28 


Priíb* 18-30 
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: - La puerta uniforme tiene masa de 20 kg y puede 

ser tratada como una placa delgada con las dimensiones 
que se muestran. Si esta puerta se encuentra conectada a 
un resorte torsi .nal colocado en A , el cual tiene rigidez 
k - 80 N « m/iacL determine la torsión inicial del resorte 
en radianes de manera que la puerta tenga una velocidad 
angular de 12 rad/s cuando se cierre en tí = 0' después 
de haber sido abierta en 8 = 90 a y liberada del reposo. 
Sugerencia : Para un resoné lorsional, M = ktí. donde k 
es la rigidez y tí el ángulo de torsión. 



Prcth. 18-3 1 


La polea A pesa 15 Ib y tiene radio de giro k c 
- 0.8 pies. Si el sistema es liberado del reposo, determi- 
ne la velocidad del centro O de la polea después que el 
bloque de 10 Ih se mueve hacia abajo 4 pies. Desprecie 
la masa de la polca colocada en R . 



18* Una bola de masa m y radio r es lanzada sobre 
la superficie horizontal de manera que ruede sin deslizar. 
Determine la rapidez mínima v G de su centro de masa G 
de manera que ruede completamente alrededor del lazo 
de radio R + r sin abandonar la superficie. 



' La viga tiene un peso de 1500 Ib y está siendo le- 
vantada a una posición vertical jalando muy lespacío su 
extremo inferior A. Si la cuerda falla cuando tí - 60 y ía 
viga está esencialmente en reposo, determine la rapidez 
de A en e! instante en que la cuerda BC está en posición 
vertical. Desprecie la fricción y la masa de las cuerdas, y 
trate Ja viga como una barra esbelta. 



Pro!». 18-32 


Prob. tti-34 
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18.5 Conservación de la energía 

Cuando un sistema de fuerzas que actúa sobre un cuerpo rígido está cons- 
tituido sólo por fuerzas conservativas , el teorema de la conservación de 
la energía puede ser usado para resolver un problema que de otra ma- 
nera sería resuelto mediante el principio del trabajo y la energía. Este 
teorema a menudo resulta más fácil de aplicar ya que el trabajo de una 
fuerza conservativa es independiente de la trayectoria y depende sólo de las 
posiciones inicial y final del cuerpo, En la sección 14.5 se demostró que el 
trabajo de una fuerza conservativa puede ser expresado como la dife- 
rencia en la energía potencial del cuerpo medida desde una referencia 
seleccionada arbitrariamente o datum. 


Energio p uiencial gravitatoí ; . Como el peso total de un cuerpo 
puede considerarse concentrado en su centro de gravedad, la energía po- 
tencial gravitaioria del cuerpo es determinada conociendo la altura del 
centro de gravedad del cuerpo por arriba o por debajo de un datum ho- 
rizontal. Midiendo y^ como positiva hacia arriba, la energía potencial gra- 
vitaioria del cuerpo es entonces 


n = wvg 


(18-14) 



a 

Aquí la energía potencial es positiva cuando y G es positiva, ya que el 
peso tiene la capacidad de efectuar trabajo positivo cuando el cuerpo es 
movido de regreso al datum. figura 18-17. De la misma manera, si el 
cuerpo está ubicado por debajo del datuni (— y a ), la energía potencial 
gravitatoria es negativa, ya que el peso efectúa trabajo negativo cuando 
el cuerpo retorna al datum. 


Energía potencial gravitatoria 


Fip. IX- 17 




Energía potencial elástica. La fuerza desarrollada por un resorte 
elástico es también una fuerza conservativa. La energía potencial elástica 
que un resorte imparte a un cuerpo unido a él cuando el resorte es alarga- 
do o comprimido desde una posición inicial no deformada (r — 0) hasta 
una posición final s, figura L8-lS.es 


K = +¡*s 2 


(18-15) 



Posición no 
estímela del 
resorte* jt = 0 


Energía poiendal elástica 


Fig. IH— 1H 

En la posición deformada, la fuerza existente en el resorte y que actúa 
sobre el cuerpo siempre tiene la capacidad de efectuar trabajo positivo 
cuando el resorte es llevado de regreso a su posición origina] no defor- 
mada (vea la sección 14.5). 
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CAPÍTULO 18 


Cinética plana de un cuerpo rígido: Trabajo y energía 


Conservación de la energía. En general, si un cuerpo está sometido 
a tuerzas gravitatorias y elásticas, la energía potencial total es expresada 
como una función potencial V representada como la suma algebraica 



(18-16) 


Aquí la medición de V depende de la ubicación del cuerpo con respec- 
to al datum seleccionado. 

Observando que el trabajo de fuerzas conservativas puede ser escrito 
como una diferencia en sus energías potenciales, esto es, (2í/ 1 _ 2 ) eon , = 
V\ - V 2 , ecuación 14-16, podemos reescribir e! principio del trabajo y la 
energía para un cuerpo rígido como 


Tj 4- 1/, + (SóV’Wons = ?2 + V 2 (18-17) 

Aquí ( i-í-Víínü irons representa el trabajo de las tuerzas no conservativas 
como la fricción. Si este término es cero, entonces 


Ti + Vj ék T 2 + l/ 2 


( 18 — 1 8 ) 



Los resortes torsíonaies ubicados en íii 
parle superior de la puerta de la cochera 
se enrollan cuando la pueria desciende. 
Cuando se levantada energía potencia] al- 
macenada en los resortes se convierte en 
energía potencial gravitatoria del peso de 
la puerta, logrando que ém se abra más 

fácilmente. 


Es tu ecuación representa la conservación de la energía mecánica; y 
establece que la suma de las energías potencial y cinética del cuerpo 
permanece constante cuando el cuerpo se mueve de una posición a otra. 
También se aplica a un sistema de cuerpos rígidos lisos conectados 
por pasadores, a cuerpos conectados por cuerdas inextensibles, y a 
cuerpos acoplados con otros cuerpos. En todos estos casos, las fuer- 
zas que actúan en los puntos de contacto son eliminadas del análisis, 
ya que ocurren en pares iguales colineales pero opuestos y cada par 
de fuerzas se mueve una distancia igual cuando ei sistema experimen- 
ta desplazamiento. 

Es importante recordar que sólo problemas que impliquen sistemas 
de fuerzas conservativas son los que pueden ser resueltos usando la ecua- 
ción 18-18. Como se estableció en la sección 14.5. la fuerza de fricción u 
otras fuerzas resistentes, las cuales dependen de la velocidad o de la ace- 
leración, son no conservativas. El trabajo de tales fuerzas es transforma- 
do en energía térmica usada para calentar las superficies de contacto, y 
en consecuencia esta energía es disipada en los alrededores y puede no 
ser recuperada. Por tanto, los problemas que impliquen fuerzas de fric- 
ción pueden ser resueltos usando el principio del trabajo y la energía es- 
crito en la forma de la ecuación 18-17. si es aplicable, o bien mediante las 
ecuaciones de movimiento. 
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PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

La ecuación de la conservación de la energía se usa para resolver 
problemas que implican velocidad , desplazamiento y sistemas de 
fuerza conservativa. En aplicaciones se sugiere usar el siguiente pro- 
cedimiento. 


Energía potencial. 

Dibuje dos diagramas que muestren al cuerpo en sus posiciones 
inicial y final a lo largo de la trayectoria. 

Si el centro de gravedad. G,está sometido a un desplazamiento ver- 
tical, establezca un datum horizontal fijo desde el cual se mida la 
energía potencial gravilatoria de) cuerpo. 

Los datos pertinentes a la elevación v G del centro de gravedad de! 
cuerpo desde el datum y la extensión o compresión de cualquier 
resorte conectado pueden ser determinados a partir de la geome- 
tría del problema y anotados en Jos dos diagramas. 

Recuerde que la energía potencial V = + V e . Aquí V g = Wy G , 

que puede ser positiva o negativa, y V e - \ks 2 , la cual es siempre 
positiva. 

Energía cinética. 

La energía cinética del cuerpo consta de dos partes: la energía 
cinética traslacional. T = {mv¿. y la energía cinética rotatoria, 

r-feo, 2 . 

Los diagramas cinemáticos para la velocidad pueden ser útiles para 
determinar v G y a> y establecer una relación entre estas cantidades. 


Conden ación de la energía . 

Aplique la ecuación de la conservación de la energía + V'i — 

T 2 + v % . 
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(a) 


Vj — (0.2 sen 30°) m 



La barra AB de 10 kg mostrada en la figura 18-Í9« está confinada de 
modo que rus extremos se mueven en las ranuras horizontal y verti- 
cal. El resorte tiene rigidez k = 800 N/m y no está estirado cuando 
d = 0°. Determine la velocidad angular de AB cuando fí = 0°, si la 
barra es Liberada del reposo cuando 0 ~ SO 13 . Desprecie la masa de 
k =sno N/m * os M°c¡ ues deslizables. 


Solución 

Los dos diagramas de la barra, cuando está en 
sus posiciones inicial y final, se muestran en la figura 18-1%. El datura, 
usado para medir la energía potencial gravitaioria. queda alineado 
con la barra cuando 6 = 0 o . 

Cuando la barra está en la posición 1, el centro de gravedad G se 
ubica por debajo del datum de manera que la energía potencial gra- 
viiatoria es negativa. Además, energía potencial elástica (positiva) 
está almacenada en el resorte, ya que éste se encuentra alargado una 
distancia = (0.4 sen 30 c ) m, Entonces. 


Datum 


(0.4 <;en 30*) m 


N 


jWí N 


= 0 


íb) 






: ~ » ■ > 


1 

h-Q, 


T mn 

2 rrr 


3 


te) 

Fie, MhlU 


Vi = -Wn + \ks] 

= -98.1 N (0.2 sen 30° m} + ^(800 N/m) (0.4 sen 30 c m)’ - 6.19 J 

Cuando la barra está en la posición 2. su energía potencial es cero, 
ya que el resorte no está alargado, = 0, y el centro de gravedad G 
se ubica en el datum. Así. 

V 2 = 0 

La barra es liberada del reposo desde la posición 
1. por lo que (v^ = 0 y w, = 0, y 

?i =0 

En la posición 2. la velocidad angular es y el centro de masa de 
la barra tiene velocidad (v G ) 2 . Entonces. 

T 2 = |w(v c )i + kjo<Á 

= |(10 kg)(u G )l + |[¿( 10 kg) (0.4 m) 2 ]4 

Usando cinemática , (v G ), puede relacionarse con <a 2 como se mues- 
tra en la figura 18-19e. En el instante considerado, el centro instantá- 
neo de velocidad cero { CI) para la barra está t*n el punto A: por con- 
siguiente. (t'ch - ( r Gvci)*b ~ (0.2)ít> 2 . Sustituyendo en la expresión 
anterior y simplificando, obtenemos 

r 2 = 0.267^ 

Conservación de la enere ia 


{Ti} + {V,} - (Til + <V 2 > 

{(>} + {6.19} - {0.267w|} + {«} 
í o 2 — 4.82 rad/ s*\ 
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E! disco homogéneo de 10 kg mostrado en la figura 18-21 íi está uni- 
do a una barra AB uniforme de 5 kg. Si el conjunto es liberado del 
reposo cuando 6 = 6G C . determine la velocidad angular de la barra 
cuando 6 - 0 . Suponga que el disco rueda sin deslizar. Desprecie la 
fricción a lo largo de la guía y la masa del collar situado en B. 

Solución 

Dos diagramas para la barra y el disco, cuando 
están ubicados en sus posiciones inicial y final, se muestran en la fi- 
gura 18-216. Por conveniencia, el dalum pasa por el punto A. 

C uando el sistema está en la posición 1, el peso de la barra tiene 
energía potencial positiva. Así, 




v \ “ WffVl = 49.05 N(0.3 sen 60 £ m) *= 12.74 J 





Como lodo el sistema está en reposo en la posi- 
ción inicia i. 


r, = 0 


A(d \ 





En la posición final, la barra tiene velocidad angular y su centro 
de masa tiene velocidad iy Ci ) 2 - figura 18-2 le. Como la barra está total- 


mente extendida en esta posición, el disco se encuentra momentánea- 
mente en reposo, por lo que (&> D ) 2 = 0 y ( v *) 2 = 0 . Para la barra, 
(^ 0)2 puede relacionarse con (*>/?);> por medio del centro instantáneo 
de velocidad cero, el cual se ubica en el punto A. figura 18-2 le. Por 
consiguiente. (v c ) 2 = r G/C7 (w w ) 2 o (u c ) 3 — 0.3(új/i) 2 . Entonces, 


Ti ~ yn n {v a )l + \ n)l + ^™n{v A )l + \ia(u ü )\ 

*■ f ( 5 kg)[0.3 m(£«; fi ) 2 ] 2 + | -—(5 kg}(0.6 m) 2 {m R )\ + 0 + 0 
- 0.3(a» s )i 


Conservación de la energía 


{ Ti } + m = {tí} + {ví} 

{0} + {12.74} = {0.3(o> R )i} + {0} 


( w /t )2 = 6-52 rad/sj 


Hesp. 
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PROBLEMAS 

18-35. Resuelva él problema 18- l? usando ia ecuación 
de la conservación de la energía. 

' v. Resuelva el problema 18-12 usando la ecuación 
de la conservación de la energía. 


1 Cuando la barra esbelta AB de 10 kg tiene posi- 
ción horizontal se encuentra en reposo y el resorte no es- 
tá estirado. Determine la rigidez k del resorte de manera 
que el movimiento de la barra es detenido momentánea- 
mente cuando ésta ha girado hacía ahajo 90°. 


Resuelva el problema 18-30 usando la ecuación 
de la conservación de la energía. 

18-38, Resuelva el problema 18-H usando la ecuación 
de la conservación de la energía. 

Resuelva el problema 18-34 usando la ecuación 
de la conserv ación de la energía. 

40, Resuelva el problema 18-28 usando la ecuación 
de la conservación de la energía. 


L ' 


B 

■J — ■ 

»— «A/v 

r 

1 

r 

— l,Sm — 


Oí 


MAM— é/j 


1.5 m 


Prob. 1ÉM2 


18-41. El carrete tiene masa de 51) kg y radio de giro k (> 
— 0.280 m, Si d bloque A de 20 kg es liberado del repo- 
so. determine la distancia que debe caer para que el ca- 
rrete tenga velocidad angular w = 5 rad s. ¿Cuál es la 
tensión en la cuerda mientras el bloque está en movi- 
miento? desprecie la masa de Ja cuerda. 


18-43 La rueda de 50 Ib tiene radio de giro k G = 0.7 
pies con respecta a su centro de gravedad G. SÍ rueda sin 
deslizar, determine su velocidad angulaT cuando ha gira- 
do 90 en d sentido de las manecillas del reloj desde la 
posición mostrada. El resorte AB tiene rigidez k = 1.20 
Ib pie y longitud no estirada de 0.5 pies, La rueda es li- 
berada del reposo. 


\ 




Prob. IM1 


Pfüb. 18-43 
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mI'J :. La puerta está hecha a partir de una pieza cu- 
yos entremos se mueven a lo largo de ias guías horizon- 
tal y vertieal. Si la puerta se encuentra en la posición 
abierta . 0 = 0 , y entonces es liberada. determine la rapi- 
dez con que su extremo A golpea el tope colocado en C. 
Suponga que la puerta es una placa delgada de 180 !h con 
ancho de 10 pies. 



Prob. 1X-14 


: La* dos barras son liberadas del reposo en la 
posición 0. Determine sus velocidades angulares en el ins- 
tante en que están en posición horizontal. Desprecie la 
masa del rodillo en C Cada barra tiene masa m v longi- 
tud L. 


Un neumático de automóvil tiene masa de 7 kg 
y radio de giro kc, — 0.3. Si es liberado deí reposo en el 
punto A sobre el plano indinado, determine su velocidad 
angular cuando alcanza el plano horizontal. El neumáti- 
co rueda sin deslizar. 



PfüfK IIMf» 


tíi-57. La polea de disco compuesto consta de un cubo 
\ mi horde exterior unido al disco. Si la polea tiene masa 
de kg y radio de giro k ( - - 4? mm, determine la rapidez 
del bloque A después que ha descendido U.2 m desde el 
reposo. Los bloques A y B tienen masa de 2 kg cada uno. 
Desprecie la masa de ias cuerdas. 



Prut*. 18-45 


Prwlr. 18-47 
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LU4JÉ. En el instante en que ef recorte no está defor- 
□kick> t él cenlro del disco de 40 kg nene rapidez de 4 m /&, 
Desde ente pumo determine la distancia d que el disco se 
mueve hacia abajo par el plano antes de detenerse 'mo- 
mentáneamente, El disco rueda sin deslizar. 



Mí. El péndulo consta de una barra BA de 2 tb y un 
disco de 6 Ib. El resorte está estirado 0.3 pies cuando la 
barra se encuentra en posición horizontal como se mues- 
tra. Si el péndulo es liberada üel reposo y gira con res- 
pecto al punto D, determine su velocidad angular en el 
instante en que ta barra está en posición vertical El ro- 
dillo colocado en C permite que el resorte permanezca 
vertical al caer ¡a barra. 



i, El conjunta consta de la polea A de 3 kg y la po- 
lea B de 10 kg. Si un bloque de 2 kg es suspendido de la 
cuerda, determine su rapidez después que desciende 0,5 
m partiendo del reposo, Desprecie la masa de la cuerda 
y trate las poleas como discos delgados. No ocurre nin- 
gún deslizamiento. 


Ko i - Una escalera uniforme con peso de 30 ib es libe- 
rada del reposo cuando está en posición vertical Si se 
permite que caiga libremente, determine e! ángulo tj en 
el que el extremo A íbferior empieza a levantarse del sue- 
lo, Para el cálculo, suponga que la escalera es una barra 
esbelta y desprecie ki fricción en el punto A. 



La barra esbelta AZ? de 25 Ib esta unida a un re- 
sorte BC que tiene longitud no estirada de 4 pies. Si la 
barra es liherada del reposo cuando 0 = 30\ determine 
su velocidad angular en el instante & = 9Q C . 

L . La barra esbelta AB de 25 Ib está unida a un re- 
sorte BC que tiene longitud no estirada de 4 pies. Si la 
barra es liherada del reposo cuando 0 ~ 30% determine 
su velocidad angular en el instante en que el resorte no 
está estirado. 




Proln t«-50 


Frohs, 18-52/53 
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ÍK-54, t na cadena con masa insignificante cuelga de una 
rueda dentada que tiene masa de 2 kg y radio de giro k a = 
50 aun. Si e! hinque A de 4 kg es liberado del reposo en 
la posición ¿t = i m. determine la velocidad angular de la 
rueda en el instante x - 2 m. 

18-55. Resuelva d problema 1H-54 si la cadena tiene ma- 
sa de (1.8 kg/m. Para el cálculo desprecie la porción de la 
cadena qué se enrolla sobre la rueda dentada. 


100 iiini 



m 


Pmlis, 18-54/55 


V 

r? 

18-56. El disco A está articulado en el punto O y pesa 
15 Ib. Una barra de I pie y que pesa 2 Ib. y una esfera de 
1 pie de diámetro y peso de 10 Ib están soldadas al disco, 
como se muestra. Si originalmente el resorte está esti- 
rado 1 pie y la esfera se libera desde la posición mostra- 
da. determine la velocidad angular del disco cuando ha 
girado 90 . 


18-57. En el instante mostrado, la barra de 50 Ib está 
girando Inicia abajo a 2 rad/s. El resorte unido a su ex- 
tremo siempre permanece vertical debido a la guía de 
rodillo instalada en C. Si el resorte tiene longitud no 
estirada de 2 pies y rigidez k = 6 Ib /pie. determine la 
velocidad angular de la barra en el instante en que ha gi- 
rado hacia abajo 30 por debajo de la horizontal. 

7 En e! instante mostrado, la barra de 51) Ib está 
girando hacia abajo á 2 rad/s. El resorte unido a su extre- 
mo siempre permanece vertical debido a la guía de rodillo 
instalada en C. Si el resorte tiene longitud no estirada de 
- pies y rigidez k = 12 Ib/pie, determine e! ángulo ((. me- 
dido por debajo de la horizontal, que la barra gira antes 
de detenerse momentáneamente. 


Prohs, 18-57/58 



¡ S -5 l *. El extremo A de la puerta de una cochera. Atí. via- 
ja a lo largo de la guía horizontal, y el extremo del miem- 
bro B( está unido a un resorte en el punto C. Si origi- 
nalmente el resorte no está estirado, determine la rigidez k 
de manera que cuando la puerta caiga hacía abajo desde 
el reposo en la posición mostrada, tenga velocidad angu- 
lar cero eu el momento en que se cierra, esta es. cuando la 
puerta v BC están en posición vertical. Desprecie la masa 
de! miembro BC y suponga que la puerta es una placa 
delgada con peso de 200 Ib y ancho y alLüra de 12 pies. 
Se tiene una conexión similar con lodo y resorte en el 
otro lado de la puerta. 




7 


1 2 pies 


Prob. 18-56 


Prub. 18-59 
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REPASO DEL CAPÍTULO 

i-iifixm . ir.aini. La energía cinética de un cuerpo rígido que experimenta movimiento plano puede ser 
referida a su centro de masa. Para un cuerpo en traslación. T — \mv g. Si el cuerpo está girando con res- 
pecto a un eje fijo que pasa por el punto O, entonces su centro de masa tiene cierta velocidad, y el cuer- 
po tiene también velocidad angular. Por tanto. T = |mvc+ Usando v a = ti¡r y el teorema de los 

ejes paralelos, incluso podemos determinar la energía cinética relativa al punto O. Tenemos T - [Iqüt. 

Para movimiento plano general, la energía cinética es simplemente T — kntv ^ ? + \¡a^- la suma esca- 
lar de sus energías cinéticas traslacional y rotatoria. 

fraimfo mi ■ Una fuerza efectúa trabajo cuando experimenta un des- 

plazamiento ds en la dirección de la fuerza. El trabajo es V = J F ds. Si la fuerza es constante y tiene la 
dirección de su desplazamiento A s. entonces U — F A s. Si un peso W es desplazado hacia abajo Ay, en- 
tonces U = W Ay. Si una fuerza F estira un resorte una distancia s, entonces U — iksr. Las fuerzas de 
fricción y normal que actúan sobre un cilindro o una esfera que ruedan sin deslizar no trabajarán, ya que 
la fuer/a normal no se desplaza y la fuerza de fricción actúa sobre puntos sucesivos localizados en la su- 
perficie del cuerpo. Un momento de par trabajará cuando experimente una rotación 0 en la dirección del 
momento del par. Si este momento es constante, entonces U = MB. 

Los problemas que implican velocidad, fuerza y desplazamiento pue- 
den ser resueltos usando el principio del trabajo y la energía. 

7j + Sí/,-2 - T 2 

Aquí, la energía cinética es la suma de sus partes rotatoria y traslacional. En las aplicaciones, deberá di- 
bujarse un diagrama de cuerpo libre para tomar en cuenta el trabajo de todas las fuerzas y momentos de 
par que actúan sobre el cuerpo al moverse éste a lo largo de su trayectoria. 

• 

, ' Si un cuerpo rígido está sometido sólo a fuerzas conservativas, entonces 

la ecuación de la conservación de la energía puede usarse para resolver el problema. Esta ecuación re- 
quiere que la suma de las energías potencial y cinética del cuerpo continúe siendo la misma en dos pun- 
tos cualesquiera a lo largo de la trayectoria, esto es, 

r, 4 Vt = T t + v 2 

Aquí, la energía potencial es la suma de sus energías potenciales gravitatorias y elásticas. 

* = 1,1 

En particular, la energía potencial gravitatoria será positiva si el centro de masa del cuerpo está ubicado 
por arriba de un datum. Si el centro de masa está por debajo del datum. entonces la energía potencial 
gravitatoria será negativa. La energía potencial elástica es siempre positiva, independientemente de si el 
resorte está alargado o comprimido. 
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El ¡andamiento de este satélite meteorológico requiere la aplicación de los 
principios de impulso y mornentum para predecir exactamente su mo- 
vimiento angular orbital y ¡a orientación apropiada 
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CAPÍTULO 

Í9 1 

Cinética plana de un cuerpo 
rígido: Impulso y momentum 

OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 


♦ Desarrollar formulaciones para el momentum lineal y el momentum 
angular de un cuerpo. 

• Aplicar los principios del impulso lineal y angular, del momentum 
lineal y del momentum angular para resolver problemas cinéticos de 
cuerpo rígido planos que implican fuerza, velocidad y tiempo, 

• Estudia! la aplicación de la conservación de! momentum, 

* Analizar la mecánica de! impacto excéntrico. 


19.1 Momentum lineal y momentum angular 

En este capítulo usaremos los principios del impulso lineal y an- 
gular y del momentum lineal y momentum angular para resol- 
ver problemas que implican fuerza, velocidad y tiempo del mo- 
vimiento plano de cuerpos rígidos. Sin embargo, antes hacerlo, 
será necesario formalizar primero los métodos para obtener el 
momentum lineal y el momentum angular del cuerpo cuando se 
encuentre sometido a traslación, rotación con respecto a un eje 
fijo, y a movimiento plano general. Supondremos aquí que el 
cuerpo es simétrico con respecto a un plano de referencia iner- 
cia! x-% 


471 
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CAPÍTULO 19 Cinética plana de un cuerpo rígido: Impulso y momentum 



(ai 



Momentum lineaJ. El momentum lineal de un cuerpo rígido es de- 
terminado sumando vectorialmente los momentos lineales de todas las 
partículas del cuerpo, esto es, L = Im,v r Como Im,v, « mv c (vea la 
sección 15,2) también podemos escribir 

L = mv c (19: i) 

Esta ecuación establece que el momentum lineaí de un cuerpo es una 
cantidad vectorial con magnitud mv G , la cual se mide comúnmente en 
unidades de kg ■ m/s o slug • pie/s. y una dirección definida por v G . que 
es 3a velocidad del centro de masa del cuerpo. 

Momentum angular Considere el cuerpo que presenta la figura 19- 
la. el cual está sometido a movimiento plano general. En el ínstame mos- 
trado, el punto arbitrario P tiene velocidad \ F . y el cuerpo tiene velocidad 
angular to. Si la velocidad de la partícula i-ésima del cuerpo debe ser de- 
terminada, figura entonces 

= vp + v¡tp — Vp t o} x r 

El momentum angular de la partícula / con respecto al punto P es igual 
al “momento" del momentum lineal de la partícula con respecto al pun- 
to P. figura 1 9-la. Así. 

(Hp) f - r X /«¿v,- 

Expresando v, en términos de \ P y usando vectores canesianos, tenemos 

(H P ),k = m,{xi + yj} x [(iv) r ¡ + (vp) y j + ai k X (.vi 4- yj)] 

( H P )¡ = -m¡y(v r } x + mix(vp) y + m¡uir z 

Haciendo m, -* dm e integrando sobre toda la masa m del cuerpo ob- 
tenemos 


1¡P - ( | ydfnj(v r ) x + [ J xt¡m^{v P ) y + ( j r 2 dm 


Aqm Hp representa ei momentum angular del cuerpo con respecto a un 
eje í el eje z) perpendicular al plano del movimiento y pasa por el pun- 
to / , C omo ywi = Jy dm y xirj = / x dm, las integrales de los términos 
primeio y segundo a la derecha se usan para ubicar el centro de masa 
G del cuerpo con respecto a P, figura 19-16. Además, la última integral 
representa el momento de inercia del cuerpo calculado con respecto al 
eje z. esto es, l F ~ Jr 2 dm. Entonces, 


Hp = -ym(v P ) x 4- xm(vp) y + f p{i) (I9~2> 

Esta ecuación se reduce a una forma más simple si el punto P coinci- 
de con el centro de masa G del cuerpo * en cuyo caso x - y = 0 Por 
consiguiente. 


lambién se reduce a fa misma forma simple, Hp = Ipúí . si eE punto P es uñ punta fijo (vea 
la ecuación 19-9)' o la velocidad del punto P está dirigida a jo largo de la línea PG. 
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Sección 19.1 Momentum lineal y momentum angular 


H g = Iam 


(19-3) 


Esta ecuación establece que el momentum angular del cuerpo calculado con 
respecto a G es igual al producto del momento de inercia de! cuerpo 
con respecto a un eje que pase por G y la velocidad angular del cuerpo. Es 
importante observar que H f7 es una cantidad vectorial con magnitud I G ai , 
la cual comúnmente es medida en unidades de kg ■ m 2 /$ o slug ■ pie 3 /s. 
y dirección definida mediante w, que siempre es perpendicular al plano 
del movimiento. 

La ecuación 19-2 también puede ser reescriía en términos de las com- 
ponentes x y y de la velocidad del centro de masa del cuerpo. (i> c ) A y 
( %) v . y del momento de inercia I G del cuerpo. Como el punto G está 
ubicado en las coordenadas x. y, entonces, por el teorema de los ejes 
paralelos. ¡ P = l c + m(jf + y 2 ). Sustituyendo en la ecuación 19-2 y 
reordenando términos, tenemos 

Hp ~ yw[-( v P ) K + yw] + 5 m[(np) v + ño] + l fí aj ( 19 - 4 ) 


A partir del diagrama cinemático de la figura 19- ] b, v G puede ser expre- 
sada en términos de v r como 

v G = + «o X r 

(%)a« + (%),j — + (líp)vj + wk X (xi + yj} 

Efectuando el producto cruz e igualando las respectivas componentes i 
y j resultan las dos ecuaciones escalares 


M* - (»*»)* - yw 

(%)>• = (t>)v + Xtü 


Sustituyendo estos resultados en la ecuación 19-4 resulta 

H r = -ym{e c } x + xm(v G ) x + I G to (19-5) 

Con referencia a la figura 19- le. este resultado indica que cuando el momen- 
tum angular del cuerpo se calcula con respecto ai punto P. es equivalente al 
momento del momentum lineal mv c o de sus componentes m(\ G ) i >' w(v ( ,) t 
con respecto a P más el momentum angular l n a>. Advierta que como a» es 
un vector libre, H n puede actuar en cualquier punto sobre el cuerpo siem- 
pre que conserve sus mismas magnitud y dirección. Además, como el mo- 
mentum angular es igual al “momento" del momentum lineal, la línea de 
acción de L debe pasar por el centro de masa G del cuerpo para conservar 
la magnitud correcta de H/- cuando se calculan "momentos" con respecto 
a P , figura 19- lc. Como resultado de este análisis, consideraremos ahora 
tres tipos de movimiento. 



— í 


">(V,| l = "' v g 

£>3 

C 

w y 

^ 

Diagrama cid 
momentum angular 
de un cuerpo 


íc) 
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Trasladó Cuando un cuerpo rígido de masa m está sometido a traslación 
rectilínea o curvilínea, figura 19-2rt.su centro de masa tiene una velocidad 
v c = v y o> = 0 para el cuerpo. Por consiguiente, el momentum lineal y c! 
momentum angular calculados con respecto a G se convierten en 


L ~ mv G 
Wg = 0 


( 19 - 6 ) 


Si el momentum angular es calculado con respecto a cualquier otro punto 
A sobre o fuera del cuerpo, figura 19-2o, el "momento” del momentum 
lineal L debe ser calculado con respecto al punto. Ya que d es el "brazo 
de momento” como se muestra en la figura, entonces, de acuerdo con la 
ecuación 19-5. H A = {d) (mv G ) % 

Rotación con respecto a un eje f o. Cuando un cuerpo rígido está 
girando con respecto a un eje fijo que pasa por el punto O, figura 19-2/u 
el momentum lineal y el momentum angular con respecto a G son 


L - m v G 
Ha = /r;w 


(19-7) 


A veces es conveniente calcular el momentum angular del cuerpo con 
respecto ai punto O. En este caso es necesario tomar en cuenta el -mo- 
mento" de L y con respecto a O . Observando que L (o \ G ) es siem- 
pre perpendicular a r f7 , tenemos 

1+ fio - tm + { 1 9-8) 

Esta ecuación puede ser simplifica da sustituyendo primero v G — r a w. 
en cuyo caso H 0 - (I G + rnr c )tij. y. por el teorema de los ejes para- 
lelos. observando que los términos dentro del paréntesis representan 
el momento de inercia I G del cuerpo con respecto a un eje perpendi- 
cular al plano del movimiento que pasa a través del punto O. Por con- 
siguiente,* 



09-9) 


Entonces, para el cálculo, pueden usarse las ecuaciones 19-8 o 19-9. 


“Dehe observarse la similitud entre esta derivación y la de la ecuación 17-16 = / f)U j 

y la ecuación 18-5 ( T = ^ /¡jar), Tamhien advierta que el mismo resultado puede ser obteni- 
do a partir de la ecuación 19-2 seleccionando el punto P en O. ya que { v$), = = 0. 
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* 

%= v p 


H g - I g íú 



L = mV G -mtlk m 

■ r 1 



H,, = í lr tú 



L = íuv a 


I 


G 




°ífo 

} 




* A 


Tfssladón 

Rotaciáu con respecto a un eje fijo 

Movimiento plano general 


(a) 

<b) 

(e) 



Fig, 19-2 



Movimiento pl-i 10 yeneral. Cuando un cuerpo rígido está sometido 
a movimiento plano general, figura l9-2t. el momentum lineal y el momen- 
tum angular calculados con respecto a G se convierten en 


L = mv c 
Hq = 


(19-10) 


Si el momentum angular es calculado con respecto a un punto A ubi- 
cado sobre o fuera del cuerpo, figura l9-2c. es necesario encontrar los 
momentos de L y H c; con respecto a ese punto. En este caso. 

1+ H A = h;™ + (d)(m%) 

Aquí d es el brazo de momento, como se muestra en la figura. 



Cuando d péndulo oscila hacia abajo, su mamen- 
íum angular con respecto al punto O puede ser de- 
terminado calculando el momento de I G to y mv G 
con respecto a O. Esto es. H 0 = L ( ¿ú + 

('orno v G = íítd T entonces TI <} = + m(ojtl) d = 

Ug + ftld^ )íU — / qUJ- 
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EJEMPLO 19.1 


En un instante dado, el disco de 10 kg v la barra de 5 ks tienen los 
movimientos mostrados en la figura 19’3a* Determine sus momen- 
tos angulares con respecto al puntó G y al pumo ti para el disco y 
con respecto al punto G y al C / para la barra en este instante. 




(ü) 


Solución 

Como el disco esta girando con respecto a un eje fijo (a través 
del punto fl), entonces v G = (8 rad/s)(0.25 m) - 2 m/s. figura 19-3A. 
Por consiguiente, 

r + H r , = = [í( 10 kg)(Ó.25 m) 2 )(8 rad/s) = iSOkg-nr/s 

lIC «Tj/i 

f + H b = I G iü + [mtt G )r G = 2.5U kg ■ nr/s + (10 kg)(2 m/s)(0.25m) 

- 7.50 kg • m'VsJ Hi-sp. 

También, a partir de la labia proporcionada en la cubierta interna pos- 
terior de este libro. i ñ = (3/2)mr. por lo que 

f + H g = Igúi = [|(10 kg)(0.25 m}’](8 rad/s) = 7.50 kg • nr/sj 

. Resp. i 

La barra experimenta movimiento plano general. El CI está 
establecido en la figura 19-3c, por lo que w = (2 m/s)/(3.464 m) = 
0.5774 rad/s y v c = (0.5774 rad/s)(2 m) = 1.155 m/s. Entonces, 

f + Hg = 7 G 'oí = [j^(5 kg) (4 m)-J (0.5774 rad/s) = 3.85 kg ■ m 2 /sj 

Rexfx 

Los momentos de I g m y mv G con respecto al C7 son 

,1 + H/c ~ fe 10 + d{ mv a) ~ 3.85 kg ■ m 2 / s + (2 m)(5 kg) (1,155 m/s}' 

— 15.4 kg* m 2 /s¿ 



http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Sección 19.2 Principio de! impulso y momentum iinea! 477 


19.2 Principio del impulso y momentum lineal 

Como en el caso del movimiento de una partícula, el principio del impul- 
so y del momentum para un cuerpo rígido se desarrolla combinando la 
ecuación del movimiento con cinemática. La ecuación resultante permite 
lograr una solución directa de problemas que implican fuerza, velocidad 
y tiempo. 


Principio del impulso y momentum lineal. La ecuación de movimien- 
to traslacional para un cuerpo rígido puede escribirse como ZF = m 9 q ~ 
m(dx a /dt). Como la masa del cuerpo es constante. 

5F = 

Multiplicando ambos lados por dt e integrando a partir de l = t h v G - = 
( v o)i a t ~ ti, Vfí = (v G ), se obtiene 


F dt ~ m(%- G ) 2 - «i(v c )¡ 


(19-11) 


A esta ecuación se le llama principio del impulso y momentum lineal. 
Establece que la suma de todos los impulsos creados por el sistema de 
fuerzas externas que actúan sobre el cuerpo durante el intervalo de tiem- 
po t\ a í-, es igual ai cambio en el momentum Lineal del cuerpo durante 
el intervalo de tiempo, figura 19-4. 


Principio del impulso y momentum angular. Si el cuerpo tiene mo- 
vimiento plano general. podemos escribir ’LMq ~ - l G {d(ü ¡di). CcBtio 

el momento de inercia es constante. 




Multiplicando ambos lados por dt e integrando a partir de t = r¡, w = 
W] a t = r 2 , w = tt) 2 , obtenemos 


- I M G dt — Í G (Ú 2 — IfjWy (19-12) 

*n 

De manera similar, para rotación alrededor de un eje fijo que pase por 
el punto O, cuando se integra )a ecuación 17-16 (ZA/ ( , - I n a) resulta 


■í: 


Mq di — Íqu> 2 — 


(19-13) 


Las ecuaciones 19-12 y 19-13 son llamadas principio del impulso y mo- 
mentum angular. Ambas establecen que la suma de los impulsos angu- 
lares que actúan sobre el cuerpo durante el intervalo de tiempo íj a r 2 
es igual al cambio en el momentum angular del cuerpo durante este 
intervalo de tiempo. En particular, el impulso angular considerado se 
determina integrando los momentos con respecto al punto G u O de 
todas las fuerzas externas y momentos de par aplicados al cuerpo. 

Para resumir los conceptos precedentes, si el movimiento ocurre en el 
plano ,v ^ y, usando los principios de impulso y momentum las siguientes 



Di a "faina de 
mnmentuiu 
linea! y momentum 
angular iniciales 

ía) 



ii 



Diagrama dt 
mnmetULim 
lineal y iiiomcmujn 
ungular finales 

te) 

Fig* L9-4 
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Diagrama de 
mopienmm lineal 
y momentum ungular 
inicíales 

m 



ib) 



Diagrama de 
momwitum lineal 
y momenmm angular 
finales 


Ce) 

Fílu 19-4 


tres ecuaciones escalares pueden ser escritas para describir el movimien- 
to plano del cuerpo: 


rh 


F, <lt 


+ s 

+ 2,1 F } (ir 
+ 2 I Mq di 

X 


™(%y) 2 

ht»2 


(19-14) 


Las primeras dos de estas ecuaciones representan el principio del im- 
pulso lineal y del momentum lineal en el piano x-y, ecuación 19-11. y la 
tercera ecuación representa el principio del impulso angular y del mo- 
nientum angular con respecto al eje 2. el cual pasa por el centro de 
masa G del cuerpo, ecuación 19-12. 

Los términos en las ecuaciones 19-14 pueden ser tomados en cuenta 
gráficamente dibujando un conjunto de diagramas de impulso v momen- 
tum para el cuerpo, ligura 19-4. Advierta que los momentos lineales ???v (j - 
son aplicados en el centro de masa del cuerpo, figuras 19-4n y 1 9-4¿; mien- 
tras que los momentos angulares í c oj son vectores libres, y por tanto, igual 
que un momento de par. pueden ser aplicados en cualquier punto sobre 
el cuerpo. Cuando el diagrama de impulso es construido, figura 19-4/). la 
fuerza F y el momento M varían con el tiempo, y están indicadas por me- 
dió de las integrales. Sin emhargo. si F y M son constantes desde q hasta 
f 3r la integración de los impulsos da F(q - f,) y M(r, - q). respectiva- 
mente. Tal es el caso para el peso W del cuerpo, figura 19-4/). 

Las ecuaciones 19-14 también pueden ser aplicadas a todo un sistema 
de cuerpos conectados en vez de a cada cuerpo por separado. Haciéndolo 
* así se elimina la necesidad de incluir los impulsos reactivos que ocurren 
en las conexiones ya que éstos son internos al sistema. Las ecuaciones 
resultantes pueden ser escritas en forma simbólica como 



2] lineal del 1 
\ sistema / x(i 2 > 

( impulso 
2 lineal del 

sistema J ^ _ 2) 

impulso \ 

2 angular 

del sistema/ Ü(1 _ 2 ¡ 


LllVUi^ULV’ \ 

2 lineal del 1 
^ sistema / r3 

( momento \ 

2 lineal del J 
sistema / ,, 2 

momento \ 
X angular 
del sistema / n2 


(19-15) 


Como se indicó, el momentum angular y el impulso angular del sistema 
deben ser calculados con respecto al mismo puntó O de referencia para 
todos los cuerpos del sistema. 
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PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Los principios del impulso y del momentum son usados para resol- 
ver problemas cinéticos que tienen que ver con velocidad, fuerza y 
tiempo ya que estos términos están implicados en la formulación. 

Diagrama de cuerpo Ubre, 

Establezca el marco de referencia inercial x. v. z v dibuje el dia- 
grama de cuerpo libre para tomar en cuenta todas las fuerzas y 
momentos de par que producen impulsos sobre el cuerpo. 

La dirección y el sentido de las velocidades inicial y final del centro 
de masa del cuerpo. v G , y la velocidad angular ia del cuerpo deben 
ser establecidas. Si cualquiera de estos movimientos es desconocido, 
suponga que el sentido de sus componentes es en la dirección de 
las coordenadas inercial es positivas. 

Calcule el momento de inercia I c o el l 0 . 

Como un procedimiento alternativo, dibuje los diagramas de impul- 
so y momentum para el cuerpo o sistema de cuerpos. Cada uno de 
estos diagramas representa una forma delineada del cuerpo que grá- 
ficamente toma en cuenta los datos requeridos para cada uno de los 
tres términos que aparecen en las ecuaciones 19-14 o L9-15. figura 
19-4. Estos diagramas son particularmente útiles para visualizar los 
términos de "momento" usados en el principio del impulso angular 
y del momentum angular si la aplicación es con respecto a un pun- 
to que no sea el centro de masa G del cuerpo o un punto fijo O. 

Principio del impulsa v momentum. 

Aplique las tres ecuaciones escalares de impulso y momentum. 

El momentum angular de un cuerpo rígido que gira con respecto 
a un eje fijo es el momento de mv G más l c (o con respecto al eje. 
Se puede mostrar que esto es igual a H a = l n to , donde I 0 es el mo- 
mento de inercia del cuerpo con respecto ai eje. 

Todas las fuerzas que actúan en el diagrama de cuerpo libre del 
cuerpo generarán un impulso; sin embargo, algunas de esas fuer- 
zas no trabajarán. 

Las fuerzas que son funciones del tiempo deben ser integradas 
para obtener el impulso. Gráficamente, el impulso es igual al área 
bajo la curva fuerza-tiempo. 

El principio del impulso angular y del momentum angular es usa- 
do a menudo para eliminar fuerzas impulsivas desconocidas que 
son paralelas o pasan por un eje común, ya que el momento de 
estas fuerzas es cero con respecto a este eje. 

Cinemática. 

Si más de tres ecuaciones son necesarias para lograr una solución 
completa, puede ser pasible relacionar la velocidad del centro de 
masa del cuerpo con la velocidad angular del cuerpo’ usando cine- 
mática. Si el movimiento parece ser complicado, los diagramas 
cinemáticos (velocidad) pueden ser útiles para obtener la relación 
necesaria. 
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EJEMPLO 19,2 



Ai = 4 Ib ■ pie 


t /■'= 10 Ib 


20 Ib 




" 4 ib • pie 


A, \ ¿0 iíp» 


f()fb 


ib) 

Fi„. «M 


El disco uniforme de 20 Ib que se muestra en la figura L9-5rt está 
soportado mediante un pasador instalado en su centro. Si sobre el dis- 
co actúa un momento de par constante de 4 Ib ■ pie y una fuerza de 
10 ib que es aplicada a una cuerda enrollada alrededor de su perife- 
ria, determine la velocidad angular del disco dos segundos después de 
partir del reposo. ¿Cuáles son las componentes de fuerza de la reac- 
ción en el pasador? 


Solución 

Como velocidad angular, fuerza y tiempo están implicados en los 
problemas, aplicaremos los principios de impulso y momentum a la 
solución. 

. Figura 19-5ft. El centro de masa del 
disco no se mueve; sin embargo, la carga ocasiona que el disco gire 
en el sentido de las manecillas del reloj. 

El momento de inercia del disco con respecto a su eje fijo de rota- 
ción es 


O = = ¿ygff >”*•>* = 0.175 sfelg ■ pies 2 


Principio del impulso y momentum. 


(**) + 2 f F x dt = m{v Ax }2 

0 + A x { 2 s) — 0 

( + t) + 2 J F y di - m{v Ay ) 2 


0 + A y (2 sj - 20 lb(2 s) - 10 lb(2 s) - 0 
im + 2 I M a dt -- l A ü>2 

0 + 4 Ib - pies(2 s) + [10Ib(2s)](0.75 pies) = 0.175<új 


Resolviendo estas ecuaciones obtenemos 

A x = 0 
A y = 301b 
tu? - 132 rad/s j 


R esp. 
Rt’sp. 
Rexp, 
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EJEMPLO 19.3 


El carrete de 100 kg mostrado en la figura 19-6a tiene radio de giro 
k G ~ 0.35 m. Un cable está enrollado alrededor del cubo central del 
carrete y le es aplicada una fuerza horizontal con magnitud variable 
P — {r + 10) N. donde / está en segundos. Si el carrete está inicial- 
mente en reposo, determine su velocidad angular en 5 s. Suponga que 
el carrete rueda sin deslizar en el punto A. 

Solución 


Por inspección del diagrama de cuerpo 
libre, figura 19-6/), la fuerza variable P hará que la fuerza de fricción 
F a sea variable, y entonces ios impulsos creados por P y F A deben ser 
determinados por medio de integración. La fuerza P causa que el cen- 
tro de masa tenga velocidad v (; hacia la derecha mientras el carrete 
presenta velocidad angular to en el sentido de las manecillas del reloj. 

Ei momento de inercia del carrete con respecto a su centro de ma- 
sa es 

I G = mka — 100 kg(0.35 m) 2 - 12.25 kg* m 2 

Principia del impulsó y momentum. 


( ^ + £ | F x dt = m{v G ) 2 

0+| (t + 10) N di — j F a dt = 100 kg(%) 2 
62.5 - | i 


(M 


F A dt = 10ü(t, G ) 2 


¡ g^i + ^ Mfjí/r — /o-íti? 


ÍD 


0 + 


| (f + 10) N dt (0.4 m) + ( F a rfj)( 0.75 m) = (12.25 kg*m 2 ) 
25 + ^ |/v,dt)(0.75) = 12.25fwi 


( 2 ) 




(b) 


Como el carrete no se desliza, el centro instantáneo 
de velocidad cero está en el punto A . figura 19-6c. Por consiguiente, la 
velocidad de G puede ser expresada en términos de la velocidad an- 
gular del carrete como (t) G )i — (0.75 m)^- Sustituyendo esto en la 
ecuación 1 y eliminando el impulso desconocido jf A dt entre las ecua- 
ciones 1 y 2, obtenemos 

oh = 1.05 rad/s J 

Nota: Puede obtenerse una solución más directa aplicando el prin- 
cipio del impulso angular y del momentum angular con respecto al 
punto A. Como ejercicio, haga esto y muestre que se obtiene el mis- 
mo resultado. 


(U, 
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\ a> 



Vfl 


58.86 N 


)b) 


Re. 13-7 


El bloque mostrado en la figura 19-7a tiene masa de 6 kg. Está uni- 
do a una cuerda enrollada sobre la periferia de un disco de 20 kg que 
tiene un momento de inercia I A — 0.40 kg * m 2 . Si el bloque está íni- 
cialmenle moviéndose hacia abajo con rapidez de 2 m/s. determíne 
su rapidez en 3 s. Desprecie la masa de la cuerda en los cálculos. 



% - 2 m/s 


íu) 


Solución 


Los diagramas de cuerpo libre del blo- 
que y el disco se muestran en la figura 19-7b. Todas las fuerzas son 
constantes ya que el peso del bloque causa el movimiento. El movi- 
miento hacia abajo del bloque v B causa que la velocidad angular ai 
del disco sea en el sentido de las manecillas del reloj. 

Podemos eliminar A x y A v del 
análisis aplicando el principio del impulso y momentum angular con 
respecto al punto A. Por tanto. 

Disco 

(T + ) ¡A *# i + 2 j M Á dt = í A (ih 

0.40 kg ■ m 2 (6J 1 ) + 7*(3 s)(0,2 m) ~ (0.4kg-m 2 }w 2 

Bloque 

( + t) m »(%) i + 2 J F y dt = m B (v B ) i 

-6 kg(2 m/s) 4- 7 (3 s) - 58.86 N(3 s) = -6 kg(w*) 2 

Como cu = v B /r, entonces cu, = (2 m/s}/(0.2 m) = LO 
rad/s y cu? = (y fl ) 2 /0.2 m = 5(y B ) 2 . Sustituyendo y resolviendo las 
ecuaciones simultáneamente para (v fl ) 2 obtenemos 

(v B )¿ ~ 13.0 m/s | 
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CAPÍTULO 19 Cinética plana de un cuerpo rígido: Impulso y momentum 




La prueba de impacto Charpy se usa en pruebas de materiales para 
determinar las características de absorción de energía durante un im- 
pacto. La prueba se efectúa usando e! péndulo mostrado en la figura 
L9-£to, el cual tiene masa m, centro de masa en G, y radio de giro k (; 
con respecto a G. Determine ia distancia r p desde el pasador coloca- 
do en A hasta el punto P donde el impacto con el espécimen S debe 
ocurrir para que la fuerza horizontal en el pasador sea esencialmente 
de cero durante e! impacto. En los cálculos, supónga que el espécimen 
absorbe toda la energía cinética del péndulo ganada durante el tiem- 
po de caída y por eUo impide que el péndulo oscile cuando 8 = 0 a , 

Solución 



Como se muestra en el diagrama de cuer- 
po libre, figura 19-86, las condiciones del problema requieren que el 
impulso horizontal en A sea cero, Justo antes del impacto, el péndu- 
lo tiene velocidad angular io en el sentido de las manecillas del re- 
loj, y el centro de masa del péndulo se está moviendo hacia la izquier- 
da a ( = rttí\. 

Aplicaremos ei princi- 
pio del impulso y momentum angular con respecto al punto A. 

(f 1 ^) /ytWf + — 1 a üh 



C^*) w(%)i + 2 F dr - m(v fí ) 2 

-ín(ro*i) + |Fí// = 0 



Eliminando el impulso JF di y sustituyendo I A = mk mr resulta 
\tnk% + mr 2 ]üi í - zn(7w t )f> = 0 


Facrorizando y despejando r P . obtenemos 



Resp. 


El punto P, así definido, se llama centro de percusión. Colocando el 
punto de golpeo en P, la fuerza que se desarrolla en el pasador será 
minimizada. Muchas raquetas, palos de golf. etc., son diseñados de ma- 
nera que la colisión con el objeto que es golpeado ocurra en el centro 
de percusión. En consecuencia, ningún “escozor'’ ni la más leve sen- 
sación de golpe se presentan en la mano del jugador. (Vea los proble- 
mas 17-65 y 194.) 
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PROBLEMAS 

El cuerpo rígido (losa) tiene masa m y está giran- 
do a velocidad angular oj con respecto a un eje que pasa 
por el punto fijo O , Demuestre que los momentos de to- 
das las panículas que forman el cuerpo pueden ser repre- 
sentados mediante un solo vector de magnitud mv G que 
actúa a través dd pumo P, llamado centro de. percusión. 
el cual se encuentra a una distancia r P / G - k : a /r G .o del 
centro de masa G. Aquí, k G es d radio de giro dd cuerpo, 
calculado con respecto a un eje perpendicular al plano 
del movimiento y que pasa por G. 





? En un instante dado, el cuerpo tiene un momen- 
tum lineal L — ■ mv G y un mamentum angular H 0 = !&** 
calculado con respecto a su centro de masa. Demuestre 
que el momentuLn angular del cuerpo calculada con res- 
pecto al centro instantáneo de velocidad cero C7 puede 
ser expresado como H t /— Ici<*+ donde l i } representa el 
momento de inercia del cuerpo calculado con respecto 
al eje instantáneo de velocidad cero. Como se muestra, 
el Ci está ubicado a una distancia retejí del centro de 
masa G. 


mv € 



Demuestre que si una losa está girando con res- 
pecto a un eje fijo perpendicular a la losa y que pasa por 
su centro de masa G. el momentum angular es el mismo 
que cuando se calcula con respecto a otro punto cualquier 
ra P sobre ía losa. 



Pnili. 19-3- 


^5 

La cápsula espacial tiene masa de 12(X) kg y mo- 
mento de inercia 1 G — 900 kg * rcr con respecto a un eje 
que pasa por G y está dirigido perpendieularmente a la 
página. Si la cápsula está viajando hacia delante con ra- 
pidez vq - S0G m/s y efectúa un giro por medio de dos 
propulsores, los que proporcionan un empuje constante 
de 400 N por 0.3 s, dete rmin e la velocidad angular de la 
cápsula justo después que los propulsores son apagados. 


r=4UGN 



ProÍK 19-2 


Pmh. 19-4 
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v Resuelva el problema 17-55 usando el principio 
del impulso y momentum. 

t - Resuelva el problema 17-54 usando el principio 
del impulso y momeiuum. 

Resuelva el problema 17-69 usando el principio 
del impulso y momentum. 

. J Resuelva el problema 17-80 usando el principio 
del impulso y momentum. 

\ . ^ , 

* Resuelva el problema 17-73 usando el principio 
del impulso y momentum. 

19-1". Un volante tiene masa de 60 kg y radio de giro 
k g = 150 mni con respecto a un eje de rotación que pasa 
por su centra de masa. Si un motor suministra una torca 
de magnitud M = (5r) N - m en el sentido de las mane- 
cillas del reloj, donde t está en segundos, determine la 
velocidad angular del volante en t — 3 & Inicialmente el 
volante está girando en el sentido de las manecillas del 
reloj a ú>i - 2 rad/s. 

- El piloto de un jet F-I5 dañado pudo contro- 
lar su avión estrangulando los dos motores. Sí el avión 
tiene un peso de 17 000 Ib y radio de giro k G = 4,7 pies 
con respecto a su centro de masa G , determine la velo- 
cidad angular del avión y la velocidad de su centro de 
masa G en t = 5 s si el empuje en cada motor es alte- 
rado a 7~i = 501HJ Ib y = 800 Ib como se muestra. 
Originalmente el avión vuela en línea recta a 1200 
píes/*, Desprecie los efectos de la fricción y la pérdida 
de combustible. 



: El carrete tiene masa de 30 v radio de giro 

k ü = 0.25; El bloque A tiene masa de 25 kg y el bloque 
B tiene masa de 10 kg. Si los bloques son liberados de! 
reposo, determine el tiempo requerido para que el blo- 
que A alcance una rapidez de 2 ro/s. Desprecie la masa 
de las cuerdas. 



Prob. 19-12 


: El hombre jala la cuerda del carrete con fuerza 

constante de 8 Ib en la dirección mostrada. Si el carrete 
tiene un peso de 250 Ib y radio de giro k G = 0.8 pies con 
respecto al pasador colocado en A. determine la velo- 
cidad angular del carrete en 3 s partiendo del reposo. 
Desprecie la fricción y el peso de la cuerda que es desen- 
rollada. 



Prob. 19-11 


Prob. 19-13 
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: ' 4, Un movimiento angular es transmitido desde una 

rueda impulsora A hasta la rueda impulsada B por me- 
dio de fricción entre las ruedas situadas en C. Si ,4 gira 
siempre a razón constante de 16 rad/s, y el coeficiente de 
fricción cinética entre las ruedas es fi k - 0.2. determine 
el tiempo requerido para que B alcance velocidad an- 
gular constante una vez que las ruedas hacen contacto 
con una fuerza normal de*5G N. ¿Cuál es la velocidad an- 
gular final de ¡a rueda La rueda B Liene masa de 90 
kg y radio de giro con respecto a su eje de rotación de 
k G = 120 mm. 


5 1 i - -. EL transbordador espacial se encuentra en d "es- 
pacio profundo' 1 , donde los efectos de la gravedad pue- 
den ser despreciados, llene masa de 120 Mg, centro de 
masa en G, y radio de giro (ka) x — 14 ni con respecto al 
eje a* Originalmente está viajando hacia delante a v = 3 
km/s cuando ei piloto enciende el motor instalado en A , 
generando un empuje T - 600(1 - tr a3f ) kN. donde / 
está en segundos. Determine la velocidad angular de! 
transbordador 2 s después. 



r 

Pruíi* 19-14 



Prnth 19-16 


Lid 5. 4_a Have.de impacto consta de una batía esbelta 
AB de 1 kg y 580 mm de longitud, y pesos cilindricos en 
sus extremos A y B con diámetro de 20 mm y masa de 
I kg cada uno. Este conjunto puede girar con respecto a 
la manija y e! enchufe, los cuales están unidos u ia tuer- 
ca de casquillo colocada en la rueda de un automóvil Sí 
a la barra A B se le imprime velocidad angular de 4 rad/s 
y golpea la escuadra C sobre la manija sin rebotar, deter- 
mine el impulso angular impartido a la tuerca de casquillo. 


r- h J 

í 9- 3 7. El tambor tiene masa de 70 kg. radio de 300 nun. 
y radio de giro k 0 = 125 mm. Sí los coeficientes de fricción 
estática y cinética en ,4 son ^ = 0.4 y = 03. respec- 
tivamente, determine la velocidad angular del tambor 2 
s después que es liberado del Teposo. Considere 0 = 3Ü C . 



PrOb. ¡9-15 


Frtkb. 1ÍM7 
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t » ; La doble polea consta de dos ruedas unidas en- 
tre sí que giran a la misma velocidad. La polea tiene ma- 
sa de 15 kg y radio de giro k 0 = 110 mm. Sí el bloque 
ubicado en A tiene masa de 40 kg, determine su rapidez 
3 s después que una fuerza constante F = 2 kN es apli- 
cada a la cuerda enrollada alrededor del cubo interno de 
la polea. El bloque está originalmente en reposo. Despre- 
cie la masa de tá cuerda. 



l*rob. IIMK 


i*- - 1 1 - El carrete tiene un peso de 30 Ib y radio de giro 
kp = 0.45 pies. Una cuerda está enrollada alrededor de 
su cubo interno y el extremo se encuentra sometido a una 
fuerza horizontal l 1 = 5 Ib. Determine la velocidad angu- 
lar del carrete en 4 s partiendo del reposo. Suponga que 
el carrete rueda sin deslizar. 


’v El tambor de masa m, radio r y radio de giro k G . 
rueda a lo largo de un plano inclinado para el cual el coe- 
ficiente de fricción estática es Sí el tambor es libera- 
do del reposo, determine el máximo ángulo fJ del plano 
inclinado de manera que el tambor ruede sin deslizar. 



Prob. 19-20 


' 1¡. El disco de 12 kg tiene velocidad angular tu = 20 
rad/s. Si el freno ABC es aplicado de manera que la 
magnitud de la fuerza P varia con el tiempo como se 
muestra, determine el tiempo necesario para detener el 
disco. El coeficiente de fricción cinética en el punto B es 
Fk = U.4. 


P 




Prob. 19-10 


Proh. 19-21 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


f 9- 1 1. La polea tiene un peso de 8 Ib y puede ser Ira' 
tada como un disco delgado. Una cuerda enrollada so- 
bre su superficie está sometida a las fuerzas T Á — 4 Ib 
y T fí ~ 5 Ib. Determíne la velocidad angular de la polea 
cuando l = 4 s si parle del reposo cuando / - U. Despre- 
cie la masa de la cuerda 



Froto* 19-22 


. 

i 9 23* El cubo interno de la rueda descansa sobre la vía 
horizontal* Si el cubo no se desliza en el punto .4* deter- 
mine la rapidez del bloque de 10 Ib 2 s después que es 
liberado del reposo. La rueda pesa 30 Ib y licué radio de 
giro k G = 130 pies. Desprecíe la masa de la polca y la 
cuerda. 





Problemas ■ 489 

r í>3 

j' v 24. Por razones de seguridad, el poste de soporte de 
20 kg de un letrero es diseñado para que se rompa en el 
punto fí con poca resistencia cuando sea sometido al 
impacto de un automóvil. Suponiendo que el poste está 
soportado en A mediante un pasador y puede ser apro- 
ximado por una barra delgada, determine el impulso que 
el parachoques del automóvil ejerce sobre él si después 
del impacto el poste parece girar hacia arriba a un ángu- 
lo de & max = I50L 



Fruto. 19—24 


La placa rectangular de 10 Ib está en reposo so- 
bre un piso Horizontal liso. Sí la placa recibe los impulsos 
horizontales mostrados, determine su velocidad angular 
y la velocidad del centro de masa. 



Fruto* Í9-23 


Froto. 19-25 
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' La bola de musa m y radio r rueda a lo largo de 
un plano inclinado para el cua! el coeficiente de fricción 
estática es /u, Si la bola es liberada del reposo» determine 
el ángulo máximo 0 del piano indinado de manera que 
ruede sin deslizar en el punto A . 


El aro (anillo delgado) tiene masa de 5 kg y es 
liberado hacia abajo por el plano inclinado de manera 
que tiene un giro inverso w = 8 rad/S» y su centro tiene 
velocidad v$ ~ 3 m/s como se muestra. Si e] coeficiente 
de fricción cinética entre el aro y el plano es ¡x k = U.ó» 
determine cuánto tiempo rueda el aro antes de dejar dé 
deslizarse. 


Prub. 19-2ti 


•/ f 

,^•-7. El carrete tiene un peso de 75 Ib y radio de giro 
ko — L2f) pies. Sí el bloque B pesa 60 Ib y una fuerza 
P — 15 Ib es aplicada a la cuerda» determine la rapidez 
del bloque en 5 s partiendo del reposo. Desprecie 3a ma- 
sa de la cuerda, 


Prnth R-IS 


r - - L Si la bola tiene un peso W y radio r y es lanzada 
sobre una superficie rugosa con velocidad v 0 paralela a la 
superficie» determine la cantidad de giro inverso, ai|> que 
se le debe dar de manera que deje de girar en el mismo 
instante que su velocidad hacia delante sea cero. No es 
necesario conocer el coeficiente de fricción en A para 
efectuar el cálculo. 






Prnh* 1<*-27 


Pmb, 1^29 
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La placa cuadrada tiene masa m y está suspendi- 
da en su esquina A mediante una cuerda. Si recibe un im- 
pulso horizontal I en la esquina S, determine la ubica- 
ción _v dd punto P con respecto al cual la placa parece 
girar durante el impacto. 



E! automóvil golpea un poste de luz que fue di- 
señado para romperse en su base con resistencia insigni- 
ficante. En un vídeo tomado de la colisión se observ a que 
al poste se le imprime una velocidad angular de 60 rad/s 
cuando AC está en posición vertical. El poste tiene masa 
de 175 kg, centro de masa en G. y radio de giro con res- 
pecto a un eje perpendicular al plano dd conjunto del 
paste y que pasa por G de k Ct = 2.25 ni. Determine el im- 
pulso horizontal que el automóvil ejerce sobre el poste 
mientras AC está esencialmente en posición vertical. 


r 



'32. La polea doble consta de dos ruedas unidas en- 
tre sí que giran a la misma razón. La polea tiene masa de 
30 kg y radio de giro k G — 250 mm. Si dos hombres A y 
B se cuelgan de las cuerdas suspendidas y saltan de las 
salientes al mismo tiempo, determine su rapidez en 4 s 
partiendo del reposo. Los hombres Ay B tienen masa de 
60 y 7ü kg. respectivamente. Suponga que ellos no se 
mueven con respecto a la cuerda durante el movimiento, 
Desprecie la masa de la cuerda. 



Froto. 19-32 


■ " * La caja tiene masa m c . Determine la rapidez cons- 
tante iy- que adquiere al moverse hacia abajo por la banda 
transportadora. Los rodillos tienen cada uno un radio r, 
masa m, y están separados entre sí una distancia d. Advier- 
ta que la fricción causa que cada rodillo gire cuantío la 
caja entra en contacto con €L 



Fruto. 19-31 


Froto. 19-33 
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19,3 Conservación del momentum 


Conservación He! momentum iritea Si la suma de todos los impul- 
sos lineales que actúan sobre un sistema de cuerpos rígidos conectados es 
cero, él momentum lineal del sistema es constante, o se conserva. En con- 
secuencia, las primeras dos de las ecuaciones 19-15 se reducen a ía forma 


/ yinomento lineal \ / v 
\. del sistema /. \ " 


momento lineal \ 
del sistema ) 2 


( 19 - 16 ) 


A esta expresión se le conoce como ecuación de la conservación tíelmo- 
meruum lineal. 

Sin inducir apreciables errores en los cálculos, puede ser posible apli- 
car la ecuación 19- ió en una dirección específica para la cual los impul- 
sos lineales son pequeños o no impulsivos. Esjp¡ecfficamente. las fuerzas 
no impulsivas ocurren cuando fuerzas pequeñas actúan por periodos muy 
cortos. Ejemplos típicos incluyen la fuerza de un resorte ligeramente 
delormado. el contacto inicial con suelo blando, v en algunos casos ei 
peso del cuerpo. 


Lonser . nomer/i un angular. El momentum angular de un 

sistema de cuerpos rígidos conectados se conserva con respecto al centro 
de masa G del sistema, o con respecto a un punto fijo O. cuando la suma de 
todos los impulsos angulares creados por las fuerzas externas que actúan 
sobre el sistema es cero, o apreciablemente pequeña (no impulsiva), si se 
calcula con respecto a esos puntos. La tercera de las ecuaciones 19-15 es 
entonces 


(2 


momento angular \ 
del sistema / 


= (s 


momento angular \ 
del sistema J 


02 


(19-17) 


A ésta se le llama ecuación de la conservación del momentum angular. 
En el caso de un solo cuerpo rígido, la ecuación 19-17 aplicada ai punto 
G se convierte en (/¿jw), = (I u ío) 2 . Para ilustrar una aplicación de esta 
ecuación, considere a un clavadisla que ejecuta una voltereta después 
de saltar de un trampolín. Al doblar sus brazos y piernas y llevarlos cer- 
ca de su tórax, él disminuye el momento de inercia de su cuerpo incre- 
mentando así su velocidad angular (l G w debe ser constante). Si el clava- 
dista se endereza justo antes de entrar al agua, el momento de inercia 
de su cuerpo aumenta y su velocidad angular disminuye. Como el peso de 
su cuerpo crea un impulso lineal durante el tiempo de movimiento, este 
ejemplo también ilustra cómo el momentum angular de un cuerpo pue- 
de conservarse y no así el momentum lineal. Tales casos ocurren siem- 
pre que las fuerzas externas generan un impulso lineal que pasa por el 
centro de masa del cuerpo o por un eje fijo de rotación. 

Con tal que la velocidad lineal o angular inicial del cuerpo sea cono- 
cida, la conservación de! momentum lineal o del momentum angular se 
usa para determinar la respectiva velocidad Lineal o angular final del 
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cuerpo justo después del periodo considerado. Además, aplicando esas 
ecuaciones a un sistema de cuerpos, los impulsos internos que actúan 
dentro del sistema, los cuales pueden ser desconocidos, son eliminados 
del análisis, ya que ocurren en pares iguales colineales pero opuestos. Si 
es necesario determinar una fuerza impulsiva interna actuando sobre 
sólo un cuerpo de un sistema de cuerpos conectados, el cuerpo debe ser 
aislado (diagrama de cuerpo libre) y aplicársele el principio del impul- 
so lineal o angular y el de momentum lineal y momentum angular. Des- 
pués que el impulso f F dt es calculado, entonces, siempre que el tiem- 
po Ai en que el impulso actúa sea conocido, \a fuerza impulsiva promedio 
^pram puede ser determinada con F prom = (/ Fdt)/lt. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

La conservación del momentum lineal o del momentum angular de- 
be ser aplicada usando el siguiente procedimiento. 

Diagrama ele cuerpo libre. 

Establezca el marco de referencia mercial x. y y dibuje el diagra- 
ma de cuerpo libre para el cuerpo o sistema de cuerpos durante el 
tiempo de impacto. A partir de este diagrama clasifique cada una 
de las fuerzas aplicadas como "impulsivas” o "no impulsivas”. 

Por inspección del diagrama de cuerpo libre, la conservación del 
momentum lineal se aplica en una dirección dada cuando no ac- 
túan fuet7as impulsivas externas sobre el cuerpo o sistema en esa 
dirección; mientras que la conservación del momentum angular se 
aplica con respecto a un punto fijo O o en el centro de masa G de 
un cuerpo o sistema de cueTpos cuando todas las fuerzas impulsi- 
vas externas que actúan sobre el cuerpo o sistema generan un mo- 
mento cero (o impulso angular cero) con respecto a O o a G. 

Como procedimiento al tentativo, dibuje los diagramas de impulso 
y momentum para el cuerpo o sistema de cuerpos. Estos diagra- 
mas son particularmente útiles para visualizar los términos de "mo- 
mento” usados en la ecuación de la conservación del momentum 
angular, cuando se ha decidido que los momentos angulares van a 
ser calculados con respecto a un punto que no es el centro de ma- 
sa G del cuerpo. 

Conservación del momentum. 

Aplique la conservación del momentum lineal o del momentum 
angular en las direcciones apropiadas. 

Cinemática. 

Si el movimiento parece ser complicado, los diagramas cinemáti- 
cos (velocidad) pueden ser útiles para obtener las relaciones 
cinemáticas necesarias. 
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La rueda de 10 kg mostrada en la figura 19-9 a lieue ua momento de 
inercia I G = 0.156 kg ■ itL. Suponiendo que la rueda no se desliza o 
rebota, determine la velocidad mínima v G que debe tener para rodar 
justo sobre la obstrucción situada en A. 


Como no ocurre deslizamien- 
to ni rebote, esencialmente la rueda pivotea con respecto al punto A 
durante el contacto. Esta condición se muestra en la figura 19-9/? que 
indica, respectivamente, el momentum de la rueda justo antes del 
impacto , los impulsos dados a la rueda durante el i tn pacto. y el mo- 
ni en rum de la rueda justo después del impacto. Sólo dos impulsos 
(fuerzas) actúan sobre la rueda. En comparación. la fuerza en el pun- 
ió A es mucho mayor que el peso, y como el tiempo de impacto es 
muy corlo, el peso puede ser considerado no impulsivo. La fuerza im- 
pulsiva F en A tiene magnitud y dirección 6 desconocidas. Para eli- 
minar esta fuerza del análisis, advierta que el momentum angular con 
respecto a A esencialmente se conserva ya que (98.1 St)d ~ 0. 

Con referencia a la figura 

19-96. 

fr+> imi - ( H Ah 

r'm(v c ) i + I O 0)] ~ rm(v G ) 2 + I^ú 2 
(0.2 m - 0.03 mjtlOkg)^)! + (0.156 kg-m 2 )(w t ) = 

(0.2 m)( 10 kg)(%) 2 + (0.156 kg ■ nr )(<*,} 

Como no ocurre deslizamiento, en general tu = v G (r = 
B <»/0 -2 fn = 5 v G , Sustituyendo esto en la ecuación anterior y simpli- 
ficando se obtiene 

(%) 2 = 0.892 (vah 0.) 



Para rodar sobre la obstrucción, la rue- 
da debe pasar la posición 3 mostrada en la figura 19-9e, Por tanto, 
para que (v G ) 2 fo ('u ( ;)i] sea un mínimo, es necesario que la energía 
cinética de la rueda en la posición 2 sea igual a la energía potencial 
en ia posición 3. Construyendo ei daium a través del centro de gra- 
vedad. como se muestra en la figura, y aplicando la ecuación de la 
conservación de la energía, tenemos 

R,} + {V 2 } = {7|} + {V 3 } 

{|(lOkg)(%)l + -‘(0.156 kg-m 2 M} + {0} = 

{0} + {(98.1 N){0.03 m}} 

Sustituyendo io 2 = 5(Uf;)2 y la ecuación I en esta ecuación, y resol- 
viendo, 


( %)i ” 0.729 m/s— » 


iL E$\g principió no es aplicable durante el impacto ^ ya que se pierde energía durante 
la colisión: sin embargo, puede asarse justo después dd impacto, posición 2. 
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|!1BP 


La barra esbelta de 5 kg mostrada en la figura 19- 10a está articulada 
en O e inicial mente se encuentra en reposo. Si una bala de 4 e es 
disparada hacia la barra con velocidad de 400 m/s,como se muestra 
en la figura, determine la velocidad angular de la barra justo después 
que la bala queda empotrada en ella. 


El impulso que la bala ejerce 
sobre la barra puede ser eliminado del análisis, y la velocidad angu- 
lar de la barra justo después del impacto puede ser determinada con- 
siderando la bala y la barra como un solo sistema. Para aclarar los 
principios duplicados, los diagramas de impulso y momentum se mues- 
tran en la figura 19-10/?. Los diagramas de momentum se dibujan jus- 
to antes y justo después del impacto. Durante el impacto, la bala y la 
barra intercambian impulsos internos iguales pero opuestos en el pun- 
to A. Como se muestra en el diagrama de impulso, los impulsos que 
son externos aJ sistema se deben a las reacciones en O y a los pesos 
de la bala y la barra. Como el tiempo de impacto, Ar. es muy corto, 
la barra sólo se mueve levemente, y entonces los “momentos” de los 
impulsos por peso con respecto al punto O son esencialmente cero. 
Por ello, el momentum angular se conseva con respecto a este punto. 


i(>. Al 


O, Al 


30 ' 




¡0.75 ra 


+ 



’ Í 

0.5 m fl 

75 m ■ í 0 


0.75 m m l a 


m 


A partir de la figura 19- 1Gb. 

tenemos 

U+) 2(i/ 0 ) 1 = Z(Hoh 

eos 3tT(0.75 m) = m ñ (v fl ) 2 {0.75 m) + í« fl (v c ) 2 (0.5 m) + 

(0.Ü04 kg)(400 eos 3Q°m/s)(0,75 m) = 

(0.004 kg)(í,' B ) 2 (Ü.75m) + (5 kg)(%) 2 (0.5 mj + [^(5kg)(l m) 2 ]^ 
O bien 

1.039 = 0.003(1^)2 + 2.50(%) 2 + 0.4I7w 2 (1) 

Como la barra está articulada en O. a partir de la figu- 
ra 1 9- 10c tenemos 

(Vch ~ (0.5 m)íi >2 (v B ) 2 = (0.75 m)ti> 2 
Sustituyendo en la ecuación 1 y resolviendo obtenemos 




m — Ü.623 rad/s" 



Fie. 19-10 
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19.4 Impacto excéntrico 



l'n ejemplo de impacto excéntrico ocurre 
aquí entre ta hola y los bolos. 



Fig. 19-11 


Los conceptos que implican impacto central y oblicuo de partículas fue- 
ron presentados en la sección 15.4. Ahora ampliaremos este tratamien- 
to y analizaremos el impacto excéntrico de dos cuerpos. El impacto ex- 
céntrico ocurre cuando la línea que conecta los centros de masa de los 
dos cuerpos no coincide con la línea de impacto.* Este tipo de impacto 
ocurre a menudo cuando uno o ambos cuerpos están restringidos a girar 
con respecto a un eje fijo. Por ejemplo, considere la colisión experimen- 
tada en el punto C entre los dos cuerpos A v ti, mostrados en la figura 
19-Ílff. Se supone que justo antes de la colisión fí está girando en sen- 
tido contrario al de las manecillas del reloj con velocidad angular 
y la velocidad del punto de contacto C ubicado en A es (n¿)¿. Los diagra- 
mas cinemáticos para ambos cuerpos justo antes de la colisión se muestran 
en la figura 19-1 Ib. Si los cuerpos son lisos, las fuerzas impulsivas que 
ejercen entre si están dirigidas a !n largo de la linea de impacto. Por con- 
siguiente. la componente de velocidad del punto C sobre e! cuerpo ü. 
que está dirigida a lo largo de la línea de impacto, es (Vg)¡ = ( w a )¡r. 
figura 19-llfi. De la misma forma, sobre el cuerpo A. la componente de 
velocidad (u.j)j a lo largo de la línea de impacto es (v.^)¡. Para que ocurra 
una colisión, > (%),. 

Durante el impacto, una tuerza impulsiva P igual pero opuesta y que 
deforma sus perfiles en el punto de contacto es ejercida entre los cuer- 
pos. El impulso resultante se muestra sobre los diagramas de impulso 
para ambos cuerpos, figura 19-1 1 c. Advierta que la fuerza impulsiva 
creada en el punto C sobre el cuerpo en rotación genera reacciones im- 
pulsivas sobre el pasador instalado en O. Se supone que en estos dia- 
gramas el impacto crea fuerzas que son mucho mayores que los pesos 
no impulsivos de los cuerpos, las cuales no se muestran. Cuando la de- 
formación en el punto C es un máximo, en timbos cuerpos Csc mueve 
con velocidad común v a lo largo de la línea de impacto, figura 19-1 id. 
Entonces ocurre un periodo de restitución en el que los cuerpos tienden 
a recuperar sus formas originales. La fase de restitución crea una fuer- 
za impulsiva R igual per o opuesta que actúa entre los cuerpos como se 
muestra en el diagrama de impulso, figura 19-lle. Después de la restitu- 
ción los cuerpos se separan de manera que el punto C sobre el cuerpo 
B tiene velocidad (v fi ) 2 y el punto C sobre el cuerpo A tiene velocidad 
(u A )?, figura 19-1 i/; donde (v B ) 2 > {v A ) 2 . 

En general, un problema que implica el impacto de dos cuerpos re- 
quiere la determinación de dos incógnitas (v A )i y (í’ B )^. suponiendo que 
{v a )l y ftigh son conocidas (o que pueden ser determinadas usando ci- 
nemática. métodos de energía, las ecuaciones de movimiento, etc.). Pa- 
ra resolver este problema, deben escribirse dos ecuaciones. Generalmen- 
te. la primera ecuación implica aplicar la conservación del momentum 
angular a los dos cuerpos. En el caso de ambos cuerpos A y B, podemos 
establecer que el momentum angular se conserva con respecto ai punto 
O ya que los impulsos en C son internos al sistema y los impulsos en O 


^Cuando estas lincas coinciden, ocurre un impacto central y el problema puede ser anali- 
zado como hc estudió en la sección 15.4, 
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O x di 



Velocidad 
antes, de la coIímiqi 



Impulso 
de del'i limación 



Velocidad a deformación 
máxima 


r.b) 


(el 


td> 


crean un inomento cero (o impulso angular cero) con respecto al pun- 
to O. La segunda ecuación se obtiene usando la definición del coeficien- 
te de restitución, e. que es una ra/.ón del impulso de restitución al impulso 
de deformación. Para establecer una forma útil de esta ecuación prime- 
ro debemos aplicar el principio del impulso angular y del momentum 
angular con respecto al punto O a los cuerpos B y A por separado. Com- 
binando los resultados obtenemos la ecuación necesaria. Al proceder 
de esta manera, el principio del impulso angular y momentum angular 
aplicado al cuerpo B desde el tiempo justo antes de la colisión hasta el 
instante de máxima deformación, figuras 19-1 1/?, 19- 11c y 19-11 í/ t ob- 
tenemos 


U+) 


Io(<*>b)i + f 


P di — Iq o» 


(19-18) 


Aquí /o es el momento de inercia del cuerpo B con respecto al punto O. 
De manera similar, aplicando el principio del impulso angular y el mo- 
mentum angular a partir del instante de máxima deformación hasta el 
tiempo justo después del impacto, figuras 19-1 1 rí. 1 9-1 le y 19-11/. resulta 

U+) / 0 a> + r^Rdt = I 0 {a> B ) 2 (19-19) 

Resolviendo fP di y ¡R dt en las ecuaciones 19-18 y 19-19, respectiva- 
mente. y formulando e, tenemos 


Rdt 

Pdt 


rjwRh ~ rü} _ ( v b)i ~ v 
rw - riüijj)] v — 
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A 

Impulso 
de restitución 

(t) 





Velocidad después 
de k colisión 

ff) 


flg. IV - 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


498 


CAPÍTULO 19 


Cinética plana de un cuerpo rígido: Impulso y momentum 


De la misma forma, podemos escribir urna ecuación que relacione las 
magnitudes de velocidad (p A )¡ y (v A ) 2 del cuerpo A. El resultado es 


- V 


Al combinar las ecuaciones anteriores, eliminando la velocidad común 
i?, obtenemos el resultado deseado, esto es. 


(+S) 



(19-20) 


Esta ecuación es idéntica a la 15-11, la cual fue derivada para el im- 
pacto central entre dos partículas. La ecuación 19-20 establece que el 
coeficiente de restitución es igual a la razón de la velocidad relativa de 
separación de los pumos de contacto (C) justo después del impacto a 
la velocidad relativa en que los puntos se acercan entre sí justo antes 
del impacto, Al derivar esta ecuación. supusimos que los puntos de con- 
tacto para ambos cuerpos se mueven hacia arriba y hacia la derecha 
antes y después del impacto. Si el movimiento de un punto cualquiera 
de los puntos que entran en contacto ocurre hacia abajo y hacia la iz- 
quierda, La velocidad de este punto es considerada una cantidad nega- 
tiva en la ecuación 1 9-2U. 0 

Como se indicó, cuando la ecuación 19-20 se usa junto con la conser- 
vación del momentum angular para los cuerpos, proporciona un medio 
útil para obtener las velocidades de los dos cuerpos en colisión justo des- 
pués de que ésta ocurre. 



Las columnas de muchos letreros de autopista son 
diseñadas para que se rompan separándose de sus 
soportes y fallen fácilmente en sus uniones duran- 
te un impacto. Esto se demuestra mediante las co- 
nexiones ranuradás en sus bases y las rupturas en 
la sección media de las columnas. La mecánica del 
impacto excéntrico se usa en el diseño de estas 
estructuras. 
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PROBLEMAS 

■ " : Dos ruedas A y B llenen masas m A y m g y radios 
de giro con respecto a sus ejes centrales verticales de k A 
y 1:^ respetivamente. Si las ruedas están gi rando Libre- 
mente en la misma dirección a y mg con respecto al 
mismo eje vertical, determine su velocidad angular común 
después que son puestas en contacto y d deslizamiento 
entre ellas cesa. 

tina plataforma horizontal circular tiene un pe- 
so de 300 Ib y radio de giro k : — 8 píes con respecto al 
eje z que pasa por su centro Ó . La plataforma puede gi- 
rar libremente con respecto al eje z e ín ¡animen le está 
en reposo^ Un hombre con peso de 150 Ib empieza a co- 
rrer por el borde en una trayectoria circular de 10 pies 
de radio, Si el tiene una rapidez de 4 pies/s y la mantie- 
ne con relación a la plataforma, determine la velocidad 
angular de la plataforma. Desprecie la fricción. 



- ; Lina plataforma horizontal circular tiene un pe- 
so de 300 Ib y radio de giro k. = H pies con respecto a! 
eje z que pasa por su centro O. La plataforma puede gi- 
rar libremente con respecto al eje z e inicialmente está 
en reposo. Un hombre Con peso de 150 Ib lanza un bloque 
de 15 Ib fuera del borde de la plataforma con velocidad 
horizontal de 5 pies/s* medida con relación a la platafor- 
ma Determine la velocidad angular de la plataforma si 
d bloque es lanzado (a) tangente a la plataforma, a lo 
largo del eje +/. y (b) bacía fuera a lo largo de una línea 
radial, o eje +n. Desprecie el tamaño del hombre. 



Cada una de las dos barras esbeltas y el disco tie- 
nen la misma masa tn. La longitud de cada barra es igual 
al diámetro d del disco. Si el conjunto se encuentra gi- 
rando con velocidad angular cuando las barras están 
dirigidas hacia fuera, determine la velocidad angular dd 
conjunto si por medios internos las barras son llevadas a 
una posición vertical. 





Fruí*. IÚ-.T7 
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. - ' ’ El hombre está sentado en una silla giratoria sos- 
teniendo dos pesas de 5 Ib con sus brazos estirados. Si él 
está girando a 3 rad s en esta posición, determine su ve- 
locidad angular cuando las pesas son acercadas y mante- 
nidas a 0.3 pies dei eje de rotación. Suponga que el hom- 
bre pesa 160 Ib y tiene un radio de giro k. — 0.55 pies 
con respecto al eje z. Desprecie la masa de sus brazos y 
el tamaño de las pesas en el cálculo. 



ProK 1 9-38 


L'»-3u. Un hombre tiene un momento de inercia L con 
respecto al eje i. Él está originalmente en reposo y de pie 
sobre una pequeña plataforma que puede girar libremen- 
te. SI el hombre toma una rueda que está girando a ío v 
tiene un momento de inercia / con respecto a su eje de 
rotación, determine su velocidad angular si (a) él sostiene 
la rueda como se muestra cu la figura, (b) gira la rueda 
hacia fuera a un ángulo 8 — 90U y (c) gira la rueda hacia 
abajo a un ángulo tí = ISO' \ 



' ! r . El satélite espacial tiene masa de 125 kg y mo- 
mento de inercia L = 0.940 kg * nr, excluidos ios cuatro 
paneles solares A, B. C y D. Cada panel solar tiene masa 
de 20 kg ) puede ser aproximado como una placa delga- 
da. Si eí satélite está girando originalmente con respecto 
al eje z a razón constante a?, = 0.5 rad/'s cuando tí = 90 c * 
determine la razón de gira si todos los paneles son levan- 
tados y alcanzan la posición vertical tí — 0 . en el mismo 
instante. 



Prnh. (Mi 


La barra ACB de 2 kg soporta en sus extremos 
los dos discos de 4 kg. Sí ambos discos reciben una veloci- 
dad angular (<üa)\ = )[ — 5 rad/s en el sentido üe las 

manecillas del reloj mientras la barra es mantenida estacio- 
naria y Juego es liberada, determine la velocidad angular 
de la barra después que los dos discos dejan de girar con 
respecto a ella debido a la resistencia de fricción en los 
pasadores A y B. El movimiento es en el plano horizon- 
tal. Desprecie la fricción en el pasador C. 


G.75M 4- D.75m 



Prnh, 19-39 


Prnh. 19-41 
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nv) 

1 'M— La barra AB de 5 Ib soporta en su extremo el dis- 
co de 3 Ib. Si al diseo se le imprime una velocidad angular 
- 8 rad/s mientras la barra se mantiene estacionaria y 
luego es liberada, determine la velocidad angular de la 
barra después que el disco ha dejado de girar con respec- 
to a ella debido a la resistencia por fricción en el apoyo 
A ■ El movimiento es en el plano horizontal. Desprecíela 
fricción en el apoyo fijo B. 


1 |li - El péndulo consta de una barra esbelta AB de 
5 Ib y de un bloque de madera de 10 Ib. Un proyectil con 
peso de 0.2 Ib es disparado hacia e! centro del bloque 
con una velocidad de 1QG0 pies/s. Sí el péndulo está iní- 
ciaimente en reposo, y el proyectil se empotra en el blo- 
que. determine la velocidad angular del péndulo justo 
después del impacto. 



Pnilu 1<* — M 


1‘ - 15, Un aro delgado con masa de 15 kg golpea el esca- 
lón de 20 ntni de altura. Determine la máxima velocidad 
angular «i que el aro puede tener para no rebotar en el 
punió A del escalón al golpearlo. 


r - .l l T n disco delgado de masa m tiene velocidad an- 
gular m r al girar sobre una superficie lisa. Determine su 
nueva velocidad angular justo después que el gancho co- 
locado en su borde golpea la clavija P y el diseo empie- 
za a girar alrededor de P sin rebotar 




Prtrti. 1MJ 


Proh. 1 *)-45 
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I9-4U. Determine la abura /i a la que la bola de billar 
de masa m debe ser golpeada de manera que no se desa- 
rrolle una fuerza de fricción entre la bola y la mesa en el 
punto A. Suponga que el taco C sólo ejerce una fuerza 
horizontal P sobre la bola. 



14- 17. El disco tiene masa de 15 kg, Si es liberado del 
reposo cuando & - 3ü\ determine d máximo ángulo 0 
de rebote después que choca con la paied. El coeficien- 
te de restitución entre d disco y la pared es e = íkó.Cuan- 
do 0 = 0\ el disco cuelga tocando apenas la pared, Des- 
precie la fricción en el pasador C. 


Proti. 19-47 

19-48. El bloque de lü Ib se está deslizando sobre la 
superficie Usa cuando la esquina D golpea un tope S. De- 
termine la velocidad v mínima que debe tener el bloque 
para poder volcarse sobre su lado y llegar a la posición 
mostrada. Desprecie el tamaño de 5, Sugerencia : Consi- 
dere que durante el impacto el peso del bloque es no im- 
pulsivo. 


v 



Problemas * 503 

19-49. Una bala de 7 g con velocidad de 800 m/s es 
disparada hacia el borde del disco de 5 kg como se mues- 
tra, Determine la velocidad angular del disco justo des- 
pués que la bala se empotra en él Calcule también a qué 
ángulo 0 oscilará el disco ames de detenerse. El disco 
está originalmente en reposo* 



fc J 

19-50, Cada uno de los dos discos pesa 10 Ib. Si son li- 
berados del reposo cuando 6 = 30*. determine fi después 
que entran en colisión y rebotan. El coeficiente de resti- 
tución es e = 0,75* Cuando 6 - OC los discos cuelgan 
tocándose apenas entre sí. 




http://libreria-universitaria.blogspot.com 


504 CAPÍTULO 19 Cinética plana de un cuerpo rígido: Impulso y momentum 


A, 


• . La barra AB de 4 Ib eut'lga en posición vertical. 

Ln bloque de 2 Ib* que se desliga sobre una superficie lisa 
horizontal con velocidad de L2 pies/s, golpea la barra en su 
extremo B. Determine la velocidad del bloque inmediata- 
mente después de la colisión. El coeficiente de restitución 
emre el bloque y la barra en el punto B es e = 0.8. 



■ ' H1 péndulo consta de una bola solida de 10 Ih y 
de una barra de 4 Ib. Si es liberado del reposo cuando H- = 
determine el ángulo 9* después que la bola golpea la 
pared, rebota, y el péndulo oscila hasta el punto de repo- 
so momentáneo. Cog^are a — CL6. 



Fruta 19-52 

La barra esbelta AB de 6 Ib eslá originalmente 
en reposo, suspendida en posición vertical, Una bola de 
1 Ib se lanza hacia la barra con velocidad v = 5CJ pies/s 
y la golpea en el punto C. Determine la velocidad angu- 
lar de la barra justo después del impacto. Considere e - 0.7 
y d — 2 píes. 



El disco tiene masa m y radio r, Si golpea el esca- 
lón rugoso con altura de como se mueslra, determine 
la máxima velocidad angular w, que el disco puede teneT 
sin rebotar en el escalón al golpearlo. 



Prut). 1V-5J 


La bola sólida de masa m es dejada caer con ve- 
locidad v¡ sobre el borde del escalón rugoso, Si rebota 
horizon taimen te en el escalón a velocidad v>, determíne 
el ángulo B en que ocurre el contacto. Suponga que no 
haj deslizamiento cuando la bola golpea el escalón. El 
coeficiente de restitución es e. 





, Fruta Í9-55 

Una bola sólida con masa m es lanzada contra 
el suelo de tal forma que en el instante de contacto tiene 
velocidad angular m } y componentes de velocidad ( v fj ) ít 
y ( y G)i\ como se muestra. Si el sucio es rugoso y no ocurre 
deslizamiento, determíne las componentes de la veloci- 
dad de su centro de masa justo después det impacto. El 
coeficiente de restitución es e. 



Prut». 19-53 


Fruta 19-5fi 
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Repaso del capítulo ■ 505 


REPASO DEL CAPÍTULO 


El momentum lineal de un cuerpo rígido puede ser referido a 
la velocidad de su centro de masa G. El resultado es L = mv G . Sumando los momentos de los momentum 
lineales de todas las partículas del cuerpo con respecto a un eje que pase por G.es posible demostrar que 
el momentum angular del cuerpo con respecto a G es H r; = I G tú. Si se debe determinar el momentum 
angular con respecto a un eje que no pase por el centro de masa, entonces al momentum angular se suman 
el vector H c y el momento del vector L c con respecto a este eje. 

Si el cuerpo está en traslación, entonces <u = 0. y así 



L - mv G H c = 0 

Aquí. 

L - m v (; H c = I ( ;U) 


Como v G - o} r. entonces, usando el teorema de los ejes paralelos, el momentum angular con respecto 
al eje de rotación es 

H 0 = 


En este caso, el momentum lineal y el momentum angular con respecto al 

punto G son 

L - mv G H g = I a m 

Los principios del impulso lineal y angular y del momentum lineal 
y momentum angular para un cuerpo rígido son 

h 

F dt — í«(v g ) 2 

t 

! g ü>\ + X I M g di ~ l G oh 

h 

Antes de aplicar estas ecuaciones, es importante establecer el sistema coordenado inercia! x , .v. z. El dia- 
grama de cuerpo libre para el cuerpo debe dibujarse para tomar en cuenta todas las fuerzas y momen- 
tos de par que producen impulsos sobre el cuerpo. 

Si la suma de los impulsos lineales que actúan sobre un sistema de cuer- 
pos rígidos conectados es cero en una dirección particular, entonces el momentum lineal para el sistema 
se conserva en esta dirección. La conservación del momentum angular ocurre si los impulsos pasan por 
un eje o son paralelos a él. El momentum angular también se conserva si las fuerzas externas son peque- 
ñas y por ello crean fuerzas no impulsivas sobre el sistema. 

Un diagrama de cuerpo libre debe acompañar cualquier aplicación para clasificar las fuerzas como 
impulsivas o no impulsivas y determinar un eje con respecto al cual el momentum angular puede ser con- 
servado. 


"»(*<?) i + s 


i 


Si la línea de impacto no coincide con la línea que conecta los centros de masa de 
dos cuerpos en colisión, entonces ocurrirá un impacto excéntrico. Si el movimiento de los cuerpos justo 
después del impacto debe ser determinado, entonces es necesario considerar una ecuación de conserva- 
ción de momentum para el sistema y usar la ecuación del coeficiente de restitución. 


Una vez presentados diversos temas de cinemática y cinética piañas en 
los capítulos del 16 al 19, resumimos ahora estos principios y proporcio- 
namos una oportunidad de aplicarlos a la solución de varios tipos de 
problemas. 

Cinemática. Aquí nos interesa estudiar la geometría del movimiento, 
sin considerar las fuerzas que lo causan. Antes de resolver un problema 
de cinemática plana, es necesario clasificar primero el movimiento como de 
traslación rectilínea o curvilínea, de rotación con respecto a un eje fijo, 
o de movimiento plano general. En particular, los problemas que impli- 
can movimiento plano general pueden ser resueltos con referencia a un 
eje fijo (análisis de movimiento absoluto) o usando marcos de referen- 
cia en traslación o rotatorios (análisis de movimiento relativo). La opción 
depende generalmente del tipo de restricciones y de la geometría dei 
problema. En todos los casos, la aplicación de las ecuaciones necesarias 
puede ser aclarada dibujando un diagrama cinemático. Recuerde que la 
velocidad de un punto es siempre tangente a su trayectoria, y la acelera- 
ción de un pumo puede tener componentes en las direcciones n—t cuan- 
do la trayectoria es curva. 

Traslación. Cuando el cuerpo se mueve con traslación rectilínea o cur- 
vilínea. todos los pumos que se encuentran sobre eí cuerpo tienen el mis- 
mo movimiento. 


v £ ~ y A ~ a.4 
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Rotación con respecto a un eje fijo. 

Movimiento angular. 

Aceleración angular variable. SÍ una relación matemática es dada entre 
dos cualesquiera de las cuatro variables 8, ai , a y t. entonces una tercera 
variable puede ser determinada resolviendo una de las siguientes ecua- 
ciones que relaciona a las tres variables. 

í W dai 

(a — ür — — — a d8 — w cha 

dt dt 

Aceleración angular constante. Las siguientes ecuaciones son aplicables 
cuando se está absolutamente seguro de que la aceleración anguiar es 
constante. 

Él = 6 ( , + ío (( r +• \a c t 2 w = ai u + a c t ni 2 = a>l + 2a c { 8 - 

Movimiento del punto P. 

Lina vez que oí y a han sido determinadas, el movimiento circular del 
punto P puede ser especificado usando las siguientes ecuaciones escala- 
res o vectoriales. 

v = car v - ; w X r 

a ( = ar a„ ~ arr a = atXr + ioX((üXr) 

Movimiento plano general. Análisis del movimiento relativo. Recuerde 
que cuando los ejes en traslación son colocados en el “punto base" A. el 
movimiento relativo del punto B con respecto a A es simplemente el mo- 
vimiento circular de B con respecto a A. Las siguientes ecuaciones se apli- 
can a dos puntos A y B ubicados en el mismo cuerpo rígido. 

+ v B!A - v A + {o> x t BrA ) 

a fl _ + ®a .4 = a,-i + a X r BIA + « X (<u X t B/A ) 

Los ejes en rotación y en traslación a menudo son usados para analizar 
el movimiento de cuerpos rígidos que están conectados entre sí por me- 
dio de collarines o bloques desliza bles. 

V B = v a + íí X r iTM + ( v BlA%.yt 

a 3 - a A + á x t B!A + Í1 X (n X f B m) + 2Í1 x (v BM ) jV . + (a SM ) A . v; 

Cinética. Para analizar las fuerzas que causan el movimiento debemos 
usar los principios de la cinética. Al aplicar las ecuaciones necesarias, es 
importante establecer primero el sistema coordenado inercial y definir 
las direcciones positivas de los ejes. Las direcciones deben ser las mis- 
mas que las seleccionadas al escribir cualesquiera ecuaciones de cine- 
mática siempre que resulte necesario encontrar una solución simultánea 
de las ecuaciones. 

Ecuaciones de movimiento. Estas ecuaciones se usan para determinar 
movimientos acelerados o las fuerzas que causan el movimiento. Si se 
emplean para determinar posición, velocidad o tiempo del movimiento, 
entonces la cinemática tendrá que ser considerada para encontrar par- 
te de la solución. Antes de aplicar las ecuaciones de movimiento, siempre 
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dibuje un diagrama de cuerpo Ubre para identificar todas tas fuerzas que 
actúan sobre el cuerpo. Establezca también las direcciones de ja acelera- 
ción del centro de masa y de la aceleración angular del cuerpo. (Asimis- 
mo. puede dibujarse un diagrama cinético para representar ma c e 1q<x 
gráficamente. En particular, este diagrama es conveniente para resolver 
ma (l en componentes e identificar los términos en la suma de momen- 
tos I{Mt)/>.) 

Las tres ecuaciones de movimiento son 


!F X - 

SE, = m(tta)y 

^ I<_¡a o — Z(.'M*),i 

En particular, si el cuerpo está girando ion respecto a un eje fijo, los 
momentos también pueden ser sumados con respecto al punto Ó sobre 
el eje, en cuyo caso 

~ — Iqo 

Trabajo y energía. La ecuación del trabajo y tu energía se usa para re- 
solver problemas que implican fuerza, velocidad y desplazamiento. Antes 
de aplicar esta ecuación, siempre dibuje un diagrama de cuerpo Ubre del 
cuerpo para identificar las fuerzas que trabajan. Recuerde que la ener- 
gía cinética del cuerpo es debida al movimiento de traslación del centro 
de masa, v G , y al movimiento rotacional del cuerpo, co. 


T } + ZUx-2 = T 2 

donde 

T = + * r (J uj 2 

~ F eos ff ds (fuerza variable) 

= E c cosíí(í 2 - .T] ) (fuerza constante) 

= -IV Ay (peso) 

- ~{\ksl - |A-s() (resorte) 

“ MB (momento de par constante) 


Vf 

Uw 

V s 

U M 


Si las fuerzas que actúan sobre el cumpo son conservativas, entonces 
aplique !a ecuación de la conservación de la energía. Esta ecuación es 
más fácil de usar que la ecuación del trabajo y la energía, ya que se apli- 
ca sólo en dos puntos sobre la trayectoria y no se requiere calcular el 
trabajo efectuado por una fuerza al moverse el cuerpo a lo largo de la tra- 
yectoria. 


7j +V i =T 2 + Vi 

donde 

V s = Wy (energía potencial graviiatoria) 
K = \ks z (energía potenciad elástica) 
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Impulso y momentum. Los principios del impulso lineal y angular y del 
mamentum lineal y momentum angular se usan para resolver problemas 
que implican fuerza, velocidad v tiempo. Antes de aplicar las ecuaciones, 
dibuje un diagrama de cuerpo libre para identificar todas las fuerzas que 
causan impulsos lineales y angulares sobre el cuerpo. Establezca también 
las direcciones de la velocidad del centro de masa y de la velocidad angu- 
lar del cuerpo justo antes y justo después que tos impulsos son aplicados. 
(Como un procedimiento alternativo, los diagramas de impulso y momen- 
tum pueden acompañar la solución para tomar en cuenta gráficamente 
los términos en las ecuaciones. Estos diagramas son particularmente úti- 
les al calcular los impulsos angulares y los momentos angulares con res- 
pecto a un punto diferente al centro de masa del cuerpo.) 


«<▼ 0)1 + £ \ T-dt - »¡(vch 



o bien 


(H o), + 2 M 0 dt = (H 0 ) 2 


Conservación del momentum. Si fuerzas no impulsivas o fuerzas de no 
impulso actúan sobre el cuerpo en una dirección particular, o si los mo- 
vimientos de varios cuerpos están implicados en el problema, entonces 
considere aplicar la conservación del momentum lineal o del momentum 
angular para encontrar la solución. La investigación del diagrama de cuer- 
po libre (o del diagrama de impulso) ayudará a determinar las direccio- 
nes para las cuales las fuerzas impulsivas son cero, o ejes con respecto a 
tos cuales las fuerzas impulsivas causan un momentum angular cero. 
Para estos casos. 


m(v G )t - m(v G ) 2 

(H ü ), = (H„) ? 


Los problemas que siguen implican la aplicación de todos los conceptos 
anteriores. Están presentados al azar de manera que se obtenga práctica 
en la identificación de sus diversos tipos y en el desarrollo de las habi- 
lidades necesarias para lograr su solución. 
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PROBLEMAS DE REPASO 


' - ■< En un instante dado, la rueda está girando 
con ios movimientos angulares mostrados. Deter- 
mine la aceleración del collarín instalado en A en 
este instante. 



i El engrane A elevador tiene velocidad angu- 

lar inicial de 60 rad/s y desaceleración constante de 

I rad/s i * 3 . Determine la velocidad y la desaceleración 
del bloque que está siendo levantado por el cubo 
del engrane B cuándo t = 3 s. 


i • La barra está doblada en forma de una curva 
seno y es forzada a girar con respecto al eje y co- 
nectando el huso 5 a un motor. Si la barra parte del 
reposo en la posición mostrada y un motor la im- 
pulsa por un corto tiempo con aceleración angular 
a — (1.5/) rad/s - . donde i está en segundos, deter- 
mine las magnitudes de su velocidad angular y su 
desplazamiento angular cuando t — 3 s. En la barra, 
ubique el punto que tiene velocidad y aceleración 
máximas, y calcule las magnitudes de la velocidad 
y la aceleración de este punto cuando t = 3 s. La 
curva que define la barra es z = 0.25 sen (vy). don- 
de el argumento para el seno está dado en radianes 
cuando y está en metros. 




Una cuerda está enrollada alrededor del 
carrete interno del engrane. Si es jalada con velo- 
cidad constante r. determine la velocidad y la acele- 
ración de los puntos A y B. El engrane rueda sobre 
la cremallera fija. 



l*rub. R2-2 


PtuIi. R2-4 
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Un neumático de automóvil de 7 kg es libe- 
rado del reposo en el punto A sohre el piano incli- 
nado y rueda sin deslizar hasta el punto B, donde 
viaja entonces en vuelo libre. Determine la máxima 
altura h que alcanza el neumático. El radio de giro 
del neumático con respecto a su centro de masa es 
k c - 0.3 m. 


Problemas de repaso 511 

R2-7. La barra conectora BC uniforme tiene masa 
de 3 kg y está conectada mediante pasadores en sus 
puntos extremos. Determine las fuerzas verticales 
que los pasadores ejercen sobre los extremos B y C 
de la barra en el instante (a) 9 = 0 o , y (b) íí = 90 c . 
La manivela AB está girando con velocidad angu- 
lar constante tn AB = 5 rad/s. 




I'rob. R2-7 


R2-r*. El eslabón OA está articulado en O y gira 
debido a la acción deslizablc de la barra R a lo 
largo de Ja ranura horizontal. Si R parte del reposo, 
cuando 0 = 0 C y tiene aceleración constante r/ n = 
60 mm/s 2 hacia la derecha, determine la veloci- 
dad angular y la aceleración angular de OA cuan- 
do t - 2 S. 


i . El neumático tiene masa de 9 kg y radio de 
giro ko ~ 225 rnm. Si es liberado del reposo y rue- 
da sin deslizar hacia abajo por el plano, determine 
la rapidez de su centro O cuando t = 3 s. 



-KXlmm 



Pniti. R2-á 


Pnih. R’-S 
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: • El doble péndulo consta de dos barras. La 
barra AB tiene velocidad angular constante de 3 
rad/s, y la barra BC tiene velocidad angular cons- 
tante de 2 raü/s. Arabos movimientos absolutos son 
medidos en sentido contrario aJ de las manecillas 
del reloj. Determine la velocidad y la aceleración 
del punto C en el instante mostrado. 



Prut». K2-»t 


El carrete y el alambre enrollado alrededor 
de su núcleo tienen masa de 20 kg y radio de giro 
cemroidal k G = 250 rara. Si el coeficiente de fric- 
ción cinética en el suelo es p. fí = 0.1. derermine la 
aceleración angular del carrete cuando se aplica el 
momento de par de 30 N • m. 


Si la bola con peso de 15 Ib es lanzada so- 
bre una superficie rugosa de manera que su centro 
adquiere velocidad de ó pies/s paralela a la super- 
ficie. determine la cantidad de giro inverso, to. que 
debe darse a la bola para que deje de girar en el 
mismo instante en que su velocidad hacia delante 
es cero. No es necesario conocer el coeficiente de 
fricción cinética en A para efectuar los cálculos. 



Pfoh. RJ-tl 


Los bloques Ay B pesan 50 y 10 Ib. res- 
pectivamente. Si P = 100 Ib. determine la fuerza 
normal ejercida por el bloque A sobre el bloque B. 
Desprecie la fricción y los pesos de poleas, cuerda 
y barras del marco triangular. 




Prrtit. RZ-Itl 


Prfilv. R2-12 
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K2-1A Determine la velocidad y la aceleración de 
la barra R para cualquier ángulo 6 de ia leva C cuan- 
do ésta gira con velocidad angular constante to La 
conexión de pasador situada en O no causa inter- 
ferencia con el movimiento de A sobre C. 


Una cinta con espesor .r se enrolla alrede- 
dor de la rueda que está girando con razón cons- 
tante to. Suponiendo que la porción no enrollada de 
la cinta permanece horizontal, determine la acele- 
ración del punto P sobre la cinta cuando el radio es 
r. Sugerencia: Como v p — a>r. tome la derivada con 
respecto al tiempo y observe que dr/dl - 


u > 



Prut). R2-I3 



La placa uniforme pesa 40 Ib y está sopor- 
tada mediante un rodillo colocado en A. Si una 
fuerza horizontal F = 70 Ib es aplicada repentina- 
mente al rodillo, determine la aceleración del cen- 
tro del rodillo en el instante en que la fuerza es apli- 
cada. La placa tiene un momento de inercia con 
respecto a su centro de masa de / 0 - = 0.414 slug • 
pie*. Desprecie el peso del rodillo. 


El cilindro de 15 Ib está inicialmente en re- 
poso sobre una placa de 5 Ib. SÍ un momento de par 
M — 40 Ib ■ pie es aplicado al cilindro, determine la 
aceleración angular del cilindro y el tiempo necesa- 
rio para que el extremo B de la placa viaje 3 pies y 
golpee la pared. Suponga que el cilindro uo se des- 
liza sobre la placa, y desprecie la masa de los rodi- 
llos ubicados debajo de la placa. 



I’ruh. RZ-14 


Prut). K2-lf> 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


514 Repaso 2: Cinemática y cinética planas de un cuerpo rígido 


Jí2-17. La carretilla y su contenido tienen masa 
de 40 kg y centro de masa en G. excluyendo la 
rueda. La rueda llene masa de 2 kg y radio de giro 
k Q = 0.120 m. Si ía carretilla es liberada del repo- 
so en la posición mostrada, determine su rapidez 
después que viaja 4 m hacia abajo por el plano in- 
clinado. El coeficiente de fricción cinética entre el 
piano y A es = 0.3. La rueda gira sin deslizar en 
el punto B. 



Froto, R2-17 


R2- !K. El tambor de masa m. radio r y radio de 
giro k a , rueda a lo largo de un plano inclinado para 
el cual el coeficiente de fricción estática es /x. Si el 
tambor es liberado del reposo, determine el máximo 
ángulo 0 del plano inclinado de manera que ruede 
sin deslizar. 


• i". La bola sólida de 20 Ib es lanzada sobre el pi- 
so de manera que presenta una rotación inversa w - 
15 rad/s y su centro tiene velocidad horizontal inicial 
v r , = 20 pies/s. Si el coeficiente de fricción cinética 
entre el piso y la bola es ]x A — 0.3, determine la dis- 
tancia que viaja ésta antes de dejar de girar. 

i; 2-;: j. Determine el giro inverso to que debe dar- 
se a la bola de 20 Ib de manera que cuando su cen- 
tro reciba una velocidad horizontal inicial v c , = 20 
pies/s, deje de girar y trasladarse en el mismo ins- 
tante, El coeficiente do fricción cinética es ju t = 0.3. 



K. -. -, Un rollo de papel de 20 kg, originalmente 
en reposo, está sostenido por pasadores colocados en 
sus extremos a la ménsula AB. El rollo descansa 
contra una pared para la cual el coeficiente de fric- 
ción cinética en el punto C es ¿t ( = Ü.3. Si una fuer- 
za de 40 N es aplicada uniformemente al extremo 
de la hoja, determine la aceleración angular inicial 
del rollo v la tensión en la ménsula al desenrollar- 
se el papel. Para efectuar los cálculos trate ai rollo 
como un cilindro. 




PratJ. R2-J8 


Fruto. ¡<2-21 
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K.!’22. Calcule La velocidad de la barra R para cual- 
quier ángulo 8 de la leva C si ésta gira con veloci- 
dad angular constante tu. La conexión de pasador 
en O no causa ninguna interferencia con el movi- 
miento de A sobre C. 


ai 
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k :• El péndulo consta de una esfera de 30 Ib 
y de una barra esbelta de 10 Ib. Calcule la reacción 
en el pasador O justo después que se corta la cuer- 
da AB. 



R2-23. El conjunto pesa 10 Ib y tiene radio de gi- 
ro k.Q = O.ó pies con respecto a su centro de masa 
G. La energía cinética deí conjunto es de 31 pies-lh 
cuando está en la posición mostrada. Si el conjun- 
to rueda en sentido contrario al de las manecillas 
del reloj sohre la superficie sin deslizar, determine 
su momentum lineal en este ins tante. 


*■' S 



R i-2>. El tablón descansa sobre la superficie de 
dos tambores. En el instante mostrado, tiene acelera- 
ción de 0.5 m/s 2 hacia la derecha mientras que. en 
el mismo instante, algunos puntos situados sobre el 
borde extemo de cada tambor presentan aceleración 
con magnitud de 3 m/s\ Si el tablón no se desliza so- 
bre los tambores, determine su rapidez debido al 
movimiento. 



Pri»h. R2-23 


l'ruij, R2-2S 
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üz / EJ centro üe la polea está siendo levantado 
verticalmente con aceleración de 4 m/s 2 en el ins- 
tante que tiene una velocidad de 2 m/s. Si el cable 
no se desliza sobre la superficie de la polea, deter- 
mine las aceleraciones del cilindro B y del punto C 
sobre la polea. 

Í a A = 4 m /s : 
i’ A =2 m/s 



Pruli. R2-2Á 


En el instante mostrado, dos fuerzas actúan 
sobre la barra esbelta de 30 Ib que está articulada 
en O. Determine la magnitud de la fuerza F y la ace- 
leración angular inicial de la barra de manera que 
la reacción horizontal que el pasador ejerce sobre la 
Barra sea de 5 Ib dirigida hacia la derecha. 


- El barril de la mezcladora tiene un peso 
de 70 Ib y radio de giro k c =1.3 pies con respecto 
a su centro de gravedad. Si se aplica una torca cons- 
tante M = 60 Ib ■ pie a la rueda volcadora, deter- 
mine la velocidad angular del barril cuando ha gi- 
rado $ - 90". Originalmente el barril está en reposo 
cuando 6 = 0°. 



I’ruli. «2-28 


- El carrete tiene un peso de 30 Ib v radio.de 
giro ko — 0.65 pies. Si una fuerza de 40 Ib es apli- 
cada a la cuerda localizada en A. determine la ve- 
locidad angular del carrete en / = 3 s partiendo de! 
reposo. Desprecie la masa de la polea y la cuerda. 

Resuelva el problema R2-29 si un bloque 
de 40 Ib es suspendido de la cuerda localizada en 
A. en vez de aplicar la fuerza de 40 Ib. 




IVoli. R2-27 


Prnbs. «2-29/30 
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El ropero tiene un peso de 80 Ib y es empu- 
jada a lo largo del piso. Si el coeficiente de fricción 
estática enAyfi es p, = 0.3 y el coeficiente de fric- 
ción cinética es /a* = 0.2. determine la mínima fuer- 
za horizontal P necesaria para que el ropero se mue- 
va. Si esta fuerza es incrementada ligeramente, 
determine la aceleración del ropero. ¿Cuáles son las 
reacciones normales en Ay B cuando el ropero em- 
pieza a moverse? 



R2-.il Cuando la manivela instalada en el mala- 
cate chino gira. la cuerda se desenrolla de la flecha 
A mientras se enrolla sobre la flecha B. Determine 
la rapidez con que el bloque desciende si la mani- 
vela está girando con velocidad angular ut = 4 rad/s, 
¿Cuál es la velocidad angular de la polea en el pun- 
to C? Ambos segmentos de cuerda a cada lado de 
la polea son paralelos y verticales. V la cuerda no se 
desliza sobre la polea. 

a 



El disco semicircular tiene masa de 50 kg y 
es liberado del reposo desde la posición mostrada. 
Los coeficientes de fricción estática y cinética enlre 
el disco y la viga son p s - 0.5 y Pk — 0.3, respecti- 
vamente. Determine las reacciones iniciales en el 
pasador A y el rodillo B usados para soportar la vi- 
ga, Desprecie la masa de la viga en el cálculo. 

El disco semicircular tiene masa de 50 kg y 
es liberado del reposo desde la posición mostrada. 
Los coeficientes de fricción estática y cinética entre 
el disco y la viga son ¡x¡¡ = 0.2 y ja*. = ü.l, respecti- 
vamente. Determine las reacciones iniciales en el 
pasador A y el rodillo B usados para soportar la vi- 
ga. Desprecie la masa de la viga en el cákuto. 



r:-.v El cilindro con masa de 5 kg esiá inicial- 
mente en reposo cuando es puesto en contacto con 
la pared B y el rotor en A. Si éste siempre mantiene 
una velocidad angular constante (v = f> rad/s en el 
sentido de las manecillas del reloj, determine la ace- 
leración angular inicial del cilindro. El coeficiente 
de fricción cinética en las superficies de contacto B 
y C es Pk ~ 0-2. 



Prut». R2-32 


[>™b. R2-J5 
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R2-Ar». El camión Leva la caja de SOI) ih que lie* 
ne su centro de gravedad en tí, . Determine la má- 
xima aceleración permisible del camión de manera 
que la caja no resbale o se vuelque sobre ¡a cama 
del camión. El coeficiente de fricción estática entre 
la caja y el camión es fi s = 0.6. 



Pffih. R2-V. 


I; ’- El camión tiene un peso de 8000 Ib y centro 
de gravedad en G ( . Lleva una caja de 800 Ib que 
tiene su centro de gravedad en G,.. Determine la 
reacción normal en cucín uno de sus cuatro neumá- 
ticos si el camión acelera a a = 0.5 pies/s 2 ¿Cuál 
es la fuerza de fricción que actúa entre la caja y el 
camión, y entre cada uno de ios neumáticos trase- 
ros y el pavimento? Suponga que sólo se entrega 
potencia motriz a las ruedas posteriores. Las ruedas 
frontales pueden rodar libremente. Desprecie la 
masa de los neumáticos. La caja no se desliza ni 
vuelca sobre el camión. 



VtD h. 1Í2-J7 


El carrete B está en reposo y el carrete A 
gira a 6 rad/s cuando la parte floja de la cuerda que 
los conecta es tensada. Determine la velocidad an- 
gular de cada carrete inmediatamente después que 
la cuerda queda tensa. Los carretes Ay B tienen 
pesos y radios de giro W A - 30 ib. k A = Ü.S pies y 
*Yb — 1? !b. k fi - 0.6 pies, respectivamente. 



■ Las dos barras de 3 Ib EF y HI están fijas 
(soldadas) al eslabón AC en el puiíto F. Determí- 
ne la fuerza axial interna E„ la Tuerza corlante E v . 
y el momento M F que la barra AC ejerce sobre FE 
en E si en el instante tí = 30° el eslabón Afí tiene 
velocidad angular ai - 5 rad /s y aceleración angu- 
lar a — 8 rad/s 3 como se muestra. 


V 



I 
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El automóvil de carreras trucado tiene 
masa de 1500 kg y centro de masa en G'. Si el coe- 
ficiente Uc fricción cinética entre las ruedas poste- 
riores y el pavimento es ' 0.6. determine si es 
posible que el conductor levante las ruedas fron- 
tales. A. mientras las ruedas posteriores se están 
deslizando. Si es así. ¿qué aceleración es necesaria 
para hacerlo? Desprecie la masa de las ruedas y 
suponga que las ruedas frontales pueden girar li- 
bremente. 


Problemas de repaso * 519 

iM-42. Al automóvil mostrado de 1.6 Mu se le ha 
aumentado la altura h = 0.2 m de su centro de 
masa. Esto se hizo elevando los resortes instalados 
sobre el eje posterior. Si el coeficiente de fricción 
cinética entre las ruedas traseras y el terreno es 
Itj. - 0.3. demuestre que el automóvil puede acele- 
rar ligeramente más rápido que su contraparte pa- 
ra la cual h = 0. Desprecie la masa de las ruedas y 
del conductor y suponga que las medas frontales en 
B pueden rodar libremente mientras las ruedas tra- 
seras deslizan. 




Prolt. tí C— 42 


. El automóvil de carreras trucado tiene ma- 

sa de 1500 kg y centro de masa en G. Si no ocurre 
ningún deslizamiento, determine la fuerza de fric- 
ción F¡¡ que debe ser aplicada a cada una de las rue- 
das posteriores B para desarrollar una aceleración 
a = 6 ni/s 2 . ¿Cuáles son las reacciones normales de 
cada rueda sobre el suelo? Desprecie la masa de las 
ruedas y suponga que las ruedas frontales pueden 
girar libremente. 


' . = ; El carro de mano tiene masa de 200 kg y 
centro de masa en G. Determine las reacciones nor- 
males en caii a una de las ruedas en A y B si una 
fuerza P = 50 N es aplicada al mango. Desprecie la 
masa y la resistencia al rodamiento de las ruedas. 




PmlK R2-41 


Pfob. R 2-4.1 
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Si la barra AB tiene velocidad angular <n AB 
= 6 rad/s, determine la velocidad del bloque desli- 
zaba C en el instante mostrado. 


El cilindro de 80 Ib está unido a la barra 
esbelta de 10 Ib que se encuentra articulada en el 
pasador A. En el instante B — 30“, la barra tiene 
velocidad angular <w¡ = I rad/s como se muestra. 
Determine el máximo ángulo H que la barra oscila 
antes de detenerse momentáneamente. 




R2- ' El disco está girando a razón constante <o 
= 4 rad/s, y al caer libremente, su centro tiene una 
aceleración de 32.2 pies/s* 1 . Determine la acelera- 
ción de los puntos A y B sobre el borde del disco 
en el instante mostrado. 


R2--5" La bicicleta y el ciclista tienen masa de 80 kg 
con centro de masa ubicado en G. Si el coeficiente de 
fricción cinética en la rueda posterior es = 0.8. 
determine las reacciones normales en las ruedas A 
v B. y la desaceleración del ciclista, cuando la rue- 
da trasera se traba para frenar. ¿Cuál es la reacción 
normal en la rueda trasera cuando la bicicleta está 
viajando a velocidad constante y los frenos no son 
aplicados'.’ Desprecie la masa de las ruedas. 




- Ü.5Sni — 0.4 m-j 


Prnh. k2-45 


Príib. R2-47 
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u 2 -ík. En el instante mostrado, el eslabón AB tie- 
ne velocidad angular = 2 rad/s y aceleración 
angular - 6 rad/s 2 . Determine la aceleración del 
pasador en C y la aceleración del eslabón CB en 
este instante, cuando 8 = 60°. 



? El carrete tiene masa de 61) kg y radio de 
giro k(¡ = 0.3 m. Si es liberado del reposo, determine 
cuánto desciende por el plano liso antes de alcan- 
zar una velocidad angular <a = 6 rad/s. Desprecie 
la fricción y la masa de la cuerda que está enrolla- 
da alrededor del núcleo central. 

Resuelva el problema R2-49 si el plano es 
rugoso, de tal manera que el coeficiente de fricción 
cinética en A es ¡x A = 0.2. 
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ü 2 -51. La cremallera tiene masa de 6 kg. y los en- 
granes tienen masa de 4 kg cada uno y radio de gi- 
ro k = 30 mm en sus centros. Si la cremallera se 
mueve originalmente hacia abajo a 2 m/s. cuando 
s — 0. determine la rapidez de la cremallera cuan- 
do x = 600 mm. Los engranes pueden girar libre- 
mente alrededor de sus centros, A y B. 



El carro tiene masa de 1.50 Mg y centro 
de masa en G. Determine la aceleración máxima 
que puede alcanzar si sólo se suministra potencia a 
(a) las ruedas traseras, (b) las ruedas frontales. Des- 
precie la masa de las ruedas en los cálculos, y supon- 
ga que las ruedas que no reciben potencia pueden 
girar libremente. Suponga también que ocurre desli- 
zamiento de las ruedas con potencia, donde el coe- 
ficiente de fricción cinética es fi k — 0.3. 



Piole. R2-4W50 


Pnib. R2-52 
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Et movimiento tridimensional de estos robots industriales usados en la fabri- 
cación de automóviles debe ser programado con precisión. 
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CAPÍTULO 

20 ! 

Cinemática tridimensional 
de un cuerpo rígido 

OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 


• Anatizar la cinemática de un cuerpo sometido a rotación con 
respecto a un eje fijo y a movimiento plano general. 

• Proporcionar un análisis de movimiento relativo de un cuerpo rígido 
usando ejes en traslación y en rotación. 


20.1 Rotación con respecto a un punto fijo 

Cuando un cuerpo rígido gira con xespecto a un punió fijo, la distancia 
r desde el punto hasta una partícula P ubicada sobre el cuerpo es la 
misma para cualquier posición del cuerpo. Entonces, la trayectoria de 
movimiento para la partícula se encuentra sobre la superficie de una 
esfera con radio r y centro en el punto fijo. Como el movimiento a lo 
largo de esta trayectoria ocurre sólo a partir de una sene de rotaciones 
ocurridas durante un intervalo de tiempo finito, primero desarrollare- 
mos cierta familiaridad con algunas propiedades de los desplazamientos 
rotatorios. 


F.l nguilón puede girar ¡luna arriba y hacia 
abajo, y como está articulado en un pumo 
sobre el eje vertical alrededor de! cual gira, 
se encuentra sometido a rotación con res- 
pecto a un punto fijo. 



523 
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Teorema de Euler. El teorema de Euler establece que dos rotaciones 
■‘componentes " con respecto a ejes diferentes que pasan por un punto son 
equivalentes a una sola rotación resultante con respecto a un eje que 
* pasa por el punto. Si son aplicadas más de dos rotaciones, pueden ser com- 

binadas en pares y cada par. a su vez, reducirse adicionalmente para combi- 
narlo en una rotación. 

Si las rotaciones componentes usadas en el teore- 
ma de Euler son finitos, es importante que se mantenga el orden en que 
se aplican. Esto es porque las rotaciones finitas no obedecen la ley de la 
suma vectorial, y por ello no pueden ser clasificadas como cantidades vec- 
toriales. Para mostrar esto, considere las dos rotaciones finitas 0, + 0. 
aplicadas al bloque mostrado en la figura 20-1 <j. Cada rotación tiene mag- 
nitud de 91) y dirección definida por la regla de la mano derecha, como 
, indican las flechas. La orientación resultante del bloque se muestra a la 

derecha. Cuando estas dos rotaciones son aplicadas en el orden 0-, + 
como puede apreciarse en la figura 20-1 b. la posición resultante del bloque 
no es la misma que la de la figura 20-1 a. En consecuencia, las rotaciones 
finitas no obedecen ia ley conmutativa de la suma 0 r + 0, * 0 2 + 0],y por 
tanto no pueden ser clasificadas como vectores. Sí se hubiesen usado ro- 
taciones más pequeñas pero finitas para ilustrar este punto, por ejemplo. 
10 “ en vez de 90 . la orientación resultante del bloque después de cada 
combinación de rotaciones sería también diferente; sin embargo, en este 
caso la diferencia sería sólo una cantidad pequeña. 




ib) 

F<g. 20-1 
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Rotaciones ir nnitesimal : Al definir los movimientos angulares de 
un cuerpo sometido a movimiento tridimensional, sólo serán consideradas 
rotaciones que sean infinitesima/metUe pequeñas. Tales rotaciones pueden 
ser clasificadas como vectores, ya que es posible sumarías vectorudmeme de 
cualquier manera. Para mostrar esto, simplemente consideremos que el 
cuerpo rígido es una esfera a la que se le permite girar con respecto a su 
punto fijo central O. figura 20-2«. Si imponemos al cuerpo dos rotaciones 
infini tesimales dtí ¡ + dtí : . puede verse que el punto P se mueve a lo largo 
de la trayectoria d0\ x r + d0 2 x r y termina en P‘. Si las dos rotaciones 
sucesivas hubiesen ocurrido en el orden dti 2 + d0 v entonces los desplaza- 
mientos resultantes de P habrían sido d0 2 Xrf dd ] X r. Como el producto 
vectorial cruz obedece la lev distributiva, por comparación (dfl, 4- d(T) 
x r = (df) 2 + <70 ,) X r. Aquí Las rotaciones infinitesimales d6 son vecto- 
res, ya que estas cantidades tienen magnitud y dirección para las cuales el 
orden de Ja suma (vectorial) no es importante, esto es. d6 , + tl$> = d9 z +- 
d&\. Además, como se muestra en la figura 2U-2n. las dos rotaciones 
"componentes” d$\ y d0 2 son equivalentes a una sola rotación resultante 
d0 — d&i •+ dOi, lo que es consecuencia del teorema de Euler. 


'/oiocidad Si el cuerpo está sometido a una rotación angular 

dO con respecto aun punto fijo, la velocidad angular del cuerpo es defi- 
nida mediante la derivada con respecto al tiempo. 


oí = f ) (20-1) 


A la línea que especifica la dirección de w, la cual es eolineal con dO . se 
le llama eje instantáneo de rotación , figura 20-26. En general, este eje 
cambia de dirección durante cada instante. Como dO es una cantidad 
vectorial, lo es también w. y se infiere de la suma vectorial que si el cuer- 
po está sometido a dos componentes de movimiento angular, to, - 0 X v 
«2 — la velocidad angular resultante es tu = «i + <i» 2 * 


• c leración angular. La aceleración angular del cuerpo se determina 
a partir de la derivada con respecto al tiempo de la velocidad angular, 
esto es, 



( 20 - 2 ) 


Para movimiento con respecto a un punto fijo, a debe tomar en cuenta 
tatito el cambio de magnitud como el de dirección de co. por lo que, en 
general, a no está dirigida a lo largo del eje instantáneo de rotación, fi- 
gura 20-3. 

Como la dirección del eje instantáneo de rotación (o la línea de acción 
de cu) cambia en el espacio, el lugar geométrico de los puntos definidos 
por el eje crea un cono espacial fijo. Si el cambio en este eje es visto con 
respecto al cuerpo rotatorio, el lugar geométrico del eje crea un cono de 
cuerpo , figura 20-4. En cualquier instante dado, estos conos son tangentes 



<ái 


Eje instantáneo 



(b) 

Fig. 20=2 
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Eje invtanlinet) 
de rotación. 



Fifi. 4 


a lo largo del eje instantáneo de rotación, y cuando el cuerpo está en 
movimiento, el cono de cuerpo parece rodar sobre la superficie interior 
o exterior del cono espacial fi jo. Siempre que las trayectorias definidas 
por los extremos abiertos de los conos son descritas mediante la cabeza 
del vector cu. a debe actuar tangente a estas trayectorias en cualquier 
instante dado, ya que la razón de cambio con respecto al tiempo de cu 
es igual a <r. figura 20-4. 

Velodda d . Una vez especificada coi la velocidad de cualquier punto P 
sobre un cuerpo girando con respecto a un punto fijo puede ser determi- 
nada usando los mismos métodos que para un cuerpo que gire con respec- 
to a un eje fijo (sección 16.3). Así. por el producto cruz. 


> íu X r 


( 20 - 3 ) 


Aquí r define la posición de P medida desde el punto fijo O fisura 
20-3. 


Acelerad >n Si cu Ve* son conocidas en un instante dado, la aceleración 
de cualquier punto P sobre el cuerpo puede ser obtenida por diferencia- 
ción con respecto al tiempo de la ecuación 20-3. lo cual resulta en 


a = a X r + cu X ( cu X r ) 


(20—4) 


La forma de esta ecuación es la misma que la desarrollada en la sección 
I6.js.ja cual define la aceleración de un punto ubicado sobre un cuerpo 
sometido a rotación con respecto a un eje fijo. 


*20,2 La derivada con respecto al tiempo de un vector medido desde 
un sistema fijo o rotatorio en traslación 



En muchos tipos de problemas que implican el movimiento de un cuer- 
po con respecto a un punto fijo, la velocidad angular cu es especificada 
en términos de sus movimientos componentes angulares. Por ejemplo, el 
disco mostrado en la figura 20-5 gira con respecto al eje horizontal y a 
cu ( mientras que rota o precesa con respecto al eje vertical z a ay Por 
tanto, su velocidad angular resultante es io ~ oj ■ ay Sí la aceleración 
angular a¡ = cu de un cuerpo con tal forma debe ser determinada, a ve- 
ces es más fácil calcular la derivada con respecto al tiempo de tu usan- 
do un sistema coordenado que tenga rotación definida mediante una o 
más de las componentes de cu.* Por esta razón, y para usos posteriores, 
derivaremos ahora una ecuación que relaciona la derivada con respecto 
al tiempo de cualquier vector A definida desde un marco de referencia 
en traslación y rotación a su derivada con respecto al tiempo definida 
desde una referencia lija. 


Fig. 20-5 


*En el caso del disco giratorio, figura 20-5. a los ejes a. v. ; se les puede ¡tnprimii una 
velocidad angular de «y 
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Sección 20.2 La derivada con respecto al tiempo de un vector medido desde un sistema fijo o... 


Considere que los ejesx, y, z del marco de referencia móvil tienen una 
velocidad angular Í1 medida desde los ejes fijos X. Y, Z. figura 20-6«. En 
el siguiente análisis será conveniente expresar el vector A en términos 
de sus componentes i. j. k, las cuales definen tas direcciones de los ejes 
móviles. Por consiguiente, 

A = A y i + A a j + A , k 


z 



En general, la derivada con respecto al tiempo de A debe tomar en 
cuenta el cambio tanto en magnitud como en dirección del vector. Sin 
embargo, si esta derivada se toma con respecto ul marco de referencia 
móvil. debe considerarse sólo un cambio en las magnitudes de las com- 
ponentes de A. ya que las direcciones de las componentes no cambian 
con respecto a la referencia móvil. Por consiguiente, 

(ÁU = Á x i + A v ¡ + Á.k (20-5) 



Cuando la derivada con respecto al tiempo de A se loma con respecto 
a! marco fijo de referencia, las direcciones de i. j y k sólo cambian debi- 
do a la rotación fl de las ejes y no a su traslación. Por ello, en general, 

Á = Á x i + Á,j + Á-k + A x i + A y j +- A,k 

Consideraremos ahora las derivadas con respecto al tiempo de los vec- 
tores unitarios. Por ejemplo, i — di/tlt representa sólo un cambio en la 
dirección de i con respecto al tiempo, ya que í tiene magnitud fija de 1 
unidad. Como se muestra en la figura 20-6 h, el cambio. í/¡. es tangente a 
la trayectoria descrita por la cabeza de flecha de i cuando i se mueve de- 
bido a la rotación Q. Por tanto, para tomar en cuenta la magnitud y la 
dirección de di. podemos de finir I usando el producto cruz, i = fl X i. 
En general. 



:iompo 


í en el tiempo / 


íb) 


Fik.20-6 


i = nx« j = nxj k = axk 


Estas formulaciones fueron desarrolladas también en la sección 16.8, 
considerando el movimiento plano de los ejes. Sustituyendo los resultados 
en la ecuación anterior y usando la ecuación 20-5, obtenemos 


Á = (Á) w + fi X A 


( 20 - 6 ) 


Este resultado es muy importante y será usado en toda la sección 20,4 
y en el capítulo 21, Establece que la derivada con respecto al tiempo de 
cualquier vector A tal como es observado desde el marco fijo de referen- 
cia X. Y. Z es igual a la razón de cambio con respecto al tiempo de A 
como es observ ado desde el marco x, y, z de traslación y rotatorio, ecua- 
ción 20-5. más ti x A, el cambio de A causado por la rotación del marcea 
.v, v. z. Como resultado, la ecuación 20-6 debe ser usada siempre que Í1 
genere un cambio en la dirección de A como se aprecia desde la refe- 
rencia X . Y, Z. Si este cambio no ocurre, esto es. fl = 0, entonces Á - 
{ A y la razón de cambio con respecto al tiempo de A como es ob- 
servado desde ambos sistemas coordenados será la misma. 


. 527 
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El disco mostrado en la figura 20-1 a está girando con respecto a su 
eje horizontal a velocidad angular constante ü) s = 3 rad/s. mientras 
que la plataforma horizontal sobre la cual el disco está montado 
se encuentra rotando con respecto al eje vertical a razón constante 
tti p = 1 rad/s. Determine la aceleración angular de! disco y la veloci- 
dad y la aceleración del punto A sobre éste cuando el disco se en- 
cuentra en la posición mostrada. 



Ftg. 20-7 


Solución 


El punto O representa un punto fijo de rotación para el disco si se 
considera una extensión hipotética del disco a este punió. Para deter- 
minar la velocidad y la aceleración del punto A . es necesario calcular 
primero las resultantes de velocidad angular to y de aceleración an- 
gular a del disco, ya que estos vectores se usan en las ecuaciones 
20-3 y 20-4. 

La velocidad angular, que se mide desde X. F, 
Z. es simplemente la suma vectorial de los dos movimientos compo- 
nentes. Entonces. 


oí - oí s + oj p = (3J - lk} rad/s 


A primera vista, no parece que el disco esté realmente rotando con 
esta velocidad angular, ya que por lo general es más difícil imaginar 
la resultante de movimientos angulares que la de movimientos linea- 
les. Para entender mejor el movimiento angular, considere al disco 
siendo reemplazado por un cono (un cono de cuerpo) que esté ro- 
dando sobre el cono espacial estacionario, figura 2Q-7fr. El eje instan- 
táneo de rotación está ubicado a lo largo de la línea de contacto de 
los conos. Este eje define la dirección de la resultante tu que tiene 
componentes tu v y <a p . 
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Sección 20.2 La derivada con respecto a! tiempo de un vector medido desde un sistema fijo o... 



V 20-TTt 


Como la magnitud de oí es constante, sólo un 
cambio en su dirección, como es visto desde una referencia fija, ge- 
nera la aceleración angular o- del disco. Una manera de obtener a es 
calculando la derivada con respecto al tiempo de cada ana de las dos 
componentes de a> mediante la ecuación 20-6. En el instante mostra- 
do en la figura 20-7 íj. imagine que los ejes X, Y. Z fijos coinciden con 
un marco rotatorio x. y, z. Si se elige que el marco rotatorio x, y , z 
tenga velocidad angular Í1 = ut p = { — lk } rad/'s, entonces tu. estará di- 
rigida siempre a lo largo del eje y (no del Y), y la razón de cambio 
con respecto al tiempo de cu, como es vista desde .v, y, z es cero ; esto es. 
(á> s ) X yz = 0 (la magnitud y la dirección de tu, son constantes). Enton- 
ces. por la ecuación 20-6, 

«, = (¿>p) xyí + Oíp X tUj = 0 + (-lk) X (3j) = {3íJ rad/s 2 

Con la misma selección de rotación de ejes, Í1 = (o p . o incluso con 
Í1 = 0. la derivada con respecto al tiempo = 0. ya que u> p tie- 

ne magnitud y dirección constantes. Por consiguiente, 

oí, ~ ( ¿> p ) xyz + oi p X oí,, = 0 + fl = 0 
La aceleración angulaT del disco es. por tanto, 

a — w = cu, 4 ¿j p = {31} rad/'s 2 

Como at y a ya han sido determinadas, la 
velocidad y la aceleración del punto A pueden ser calculadas usando 
las ecuaciones 20-3 y 20-4. Observando que r,^ = \ Ij -4* 0.2 5k f m, fi- 
gura 20-7 íí. tenemos 

= cu X r .4 = (3j — lk) x (lj + 0.25k) = {1.75i} m/s 
a., = a X r , + tu X (cu x r 4 ) 

- (31) x (lj + 0.25k) + (3j-lk) x [(3j-lk) x (lj + 0.25k)j 

- {— 2.50j - 2.25kj m/s 2 
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fimiHi 

mBmKBBBBl 


Z .r 


o>p = 5 rad/s 
d) r = 4 rad/s’ 

Siempre 
en la 
dirección 



En el instante B = 60''. el trompo giroscópico que aparece en la figura 
20-8 tiene tres componentes de movimiento angular dirigidas como 
se muestra y con las magnitudes definidas como: 

giro: w t = 10 rad/s, aumentando a razón de 6 rad/s 2 
nutación: «/„ =¡ 3 rad/s. aumentando a razón de 2 rad/s 2 
precesión: io p — 5 rad/s, aumentando a razón de 4 rad/s 2 

Determine la velocidad angular y la aceferación angular de! trompo. 

Solución 

_ El trompo está girando con respecto al punto fi- 

jo O. Si los marcos fijo y rotatorio coinciden en el instante mostrado, 
entonces la velocidad angular puede ser expresada en términos de las 
componentes i, j, k. asociadas al marco x, y, z\ es decir, 


€ü s = JO rud/R 
w = 6 rad 's : 


X.x 


é s? 

/ 0} fi = 3 rad/s 


íú = -ú} n i + m 5 sen 4- ( Wp + cos (j)k 
“ 3i + 10 sen 60j + (5 + lücos60°)k 
' {“*31 + 8.66j -f lOk} rad/s 


Resi?. 


<h ñ - 2 md s- 

Siempre en d plaiitia-v 

lig* 2ÍMÍ 


ri ,y ■ Igual que en la solución del ejemplo- 20.1, la 

aceleración angular á será determinada investigando por separado 
la razón de cambio con respecto al tiempo de cada una de las com- 
ponentes de velocidad angular tal como son vistas desde la referencia 
tija X , Y. Z. Seleccionaremos una Í1 para la referencia x, y, z de ma- 
nera que la componente de w que está siendo considerada sea vista 
con una dirección comíame al ser observada desde x. y, z. 

Un examen cuidadoso del movimiento del trompo revela que w r 
tiene una dirección constante con relación a x, y, z si estos ejes giran 
en Í1 = to„ + w p . Entonces. 

l °' = + (*>„ + ÍO p ) X w s 

- (f'sen 60 c j * 6 eos 60 fc k ) - ( -3i-¡- 5k) X ( 1 0 sen 60 c j+lfJcos 60 a k) 

- { -43.301 + 20.20J - 22.98k J rad/s 2 

Como w„ se encuentra siempre en el plano fijo X-Y. este vector tie- 
ne dirección constante si el movimiento se ve desde los ejes x , y, z que 
tienen rotación de O - w p (no Í1 = w, + w p ). Entonces. 

- x w n = -2i+(5k) X (— 3i) — { — 2i— 15j }■ rad/s 2 
Por último, la componente w p está dirigida siempre a lo largo del eje 
Z de manera que aquí no es necesario pensar que los ejes x, y, z es- 
tán rolando, esto es, fi - 0. Expresando los datos en términos de las 
com ponentes i, j, k tenemos, por tanto. 

<** p - (“p},i>-í + 0 x = (4kj rad/s 2 
Entonces, la aceleración angular del trompo es 

ar = ¿i, + w n 4- w p = { -45.3i + 5.20j - 19.0kJ rad/s 2 
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Sección 20.3 Movimiento genera! 


20.3 Movimiento general 


En la figura 20-9 se muestra un cuerpo rígido sometido a movimiento 
general en tres dimensiones para el cual la velocidad angular es tu y la 
aceleración angular es a. Si el punto A tiene un movimiento conocido 
de v., y a.,, el movimiento de cualquier otro punto B puede ser determi- 
nado usando un análisis de movimiento relativo. En esta sección emplea- 
remos un sistema coordenado en traslación para definir el movimiento 
relativo, y en la próxima sección consideraremos una referencia que gira 
V se traslada. 


Si el. origen del sistema coordenado en traslación x. y, z (íl = 0) está 
ubicado en el "'punto base" A. entonces, en el instante mostrado, el movi- 
miento del cuerpo puede ser considerado como la suma de una traslación 
instantánea del cuerpo con un movimiento v ¡ y a t y una rotación del cuer- 
po con respecto a un eje instantáneo que pase por el punto base. Como 
el cuerpo es rígido, el movimiento del punto B medido por un observa- 
dor ubicado en A es el mismo que el movimiento del cuerpo con respecto 
a un pumo fijo. Este movimiento relativo ocurre con respecto al eje ins- 
tantáneo de rotación y es definido mediante v B ¡ A = tu X t B ¡A , ecuación 
20-3, y a ÜM = a X r B A + tu X X r^), ecuación 20-4. Para ejes en 
traslación, los movimientos relativos están relacionados con los movimien- 
tos absolutos por medio de v B = t 4 + v Bí4 y = ax + a B A . ecuaciones 
16-15 y 16-17, de manera que la velocidad y la aceleración absolutas del 
punto B pueden ser determinadas a partir de las ecuaciones 



t-'ig. 21 MI 


▼fl = V. 4 + tu X t B/A 


(20-7) 


y 


a B = a A + a X i B¡A + tu X (tu X r B .,) 


(20-8) 


Estas dos ecuaciones son idénticas a las que describen el movimiento 
plano general de un cuerpo rígido, ecuaciones 16-16 y 16-18. Sin embar- 
go. aparecen dificultades en su aplicación al movimiento tridimensio- 
nal. porque a mide el cambio tanto en magnitud como en dirección de 
tu. (Recuerde que para movimiento plano general, tx y to son siempre 
paralelas o perpendiculares al plano del movimiento, y por tanto a mi- 
de sólo un cambio en la magnitud de tu.) En algunos problemas las res- 
tricciones o conexiones de un cuerpo requieren que las direcciones de 
los movimientos angulares o las trayectorias de desplazamientos de pun- 
tos sobre el cuerpo sean definidas. Como se ilustra en el siguiente ejem- 
plo, esta información es útil para obtener algunos de los términos de las 
ecuaciones anteriores. 
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EJEMPLO 20.3 


— í m - 

2 m - — 



% - 3 m/s 




B 

as. ^ 



(a) 



Fíjj. 2ÍMU 


Un extremo de la barra rígida CD mostrada en la figura 20-10w se 
desliza a lo largo del miembro horizontal AB, y el otro extremo lo 
hace a lo largo del miembro vertical EF. Si el collarín instalado en C 
se mueve hacia B con rapidez de 3 m/s. determine la velocidad del 
collarín situado en D y la velocidad angular de la barra en el instan- 
te mostrado. La barra está conectada a los collarines en sus puntos 
extremos por medio de juntas esféricas. 

Solución 

La barra CD está sometida a movimiento general. ¿Por qué? La ve- 
locidad del punto D sobre la barra se puede relacionar con la veloci- 
dad del pumo C mediante la ecuación 

+ íti X 

Se supone que ios marcos de referencia fijo y en traslación coinci- 
den en el instante considerado, figura 20- 106. Tenemos 

v D = -u„k v t - = {3jj m/s 
r a r = { 1 i + 2 j - 0.5k} m a> = w r i + w v j + w .k 

Al sustituir estas cantidades en la ecuación anterior resulta 

k 


-'¿y,k = 3 j + 


(tí. 


J 

tu. 


tú. 


1 2 -0.5 

Desarrollando e igualando las respectivas componentes i, j, k ob- 


tenemos 


— 2ru ; = ü 

(1) . 

0.5íi>j + lüj;. + 3 = 0 

(2) 

2<J t - W v + v D = ü 

(3) 


Estas ecuaciones contienen cuatro incógnitas.* Una cuarta ecuación 
puede escribirse si se especifica la dirección de tü. En particular, cualquier 
componente de <u que actúe a lo largo del eje de la barra no tiene efec- 
to en el movimiento de ¡os collarines. Esto se debe a que la barra pue- 
de rotar libremente con respecto a su eje. Por tanto, si to es especificada 
como actuando perpendicularmente ai eje de la barra, entonces <o debe 
tener una magnitud única para satisfacer las ecuaciones anteriores. La 
perpendicularidad es garantizada si el producto punto de oí y r p , c es 
cero (vea la ecución C-14 del apéndice C), Por consiguiente, 

t0 'fp c ~ (V*¡ -I- tü j + ftí.k) - fli + 2j — 0.5k} = 0 

Q.5w. = 0 


1 ÍO r + 2 ttty 


(4) 

Resolviendo las ecuaciones de la I a la 4 simultáneamente obtenemos 

co x = -4.86 rad/s «y = 2.29 rad/s to. = -0.571 rad/s 

v D = 12.0 m/s l R e sp 

"Aunque este es el caso, !a magnitud de puede obtenerse. Por ejemplo, obtenga de 
las ecuaciones I y 2 tu,, y ta x en términos de *». y sustitúyalas en la ecuación 3. Obser- 
vará que tu. se cancela, lo que permite lograr una solución para v u . 
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PROBLEMAS 

La escalera del camión de bomberos gira alrede- 
dor del eje z con velocidad angular — (115 rad/& la 
cual aumenta a razón de 0,8 rad/s 2 * En el misino instante, 
la escalera está girando hacia arriba a razón constante de 
ü) 2 - 0*6 rad/íK Determine la velocidad y la aceleración 
del punió A ubicado en la punta de la escalera en este 
instante. 




Prnth 20—1 


La escalera del camión de bomberos gira altede- 
dor del eje z con velocidad angular ü> } - 0. 15 rad/s» la 
cual aumenta a razón de 0.2 rad/s 2 . En el mismo instan- 
te. la escalera está girando hada arriba = 0.6 rad./s 
mientras aumenta a 0.4 rad/sl Determine la velocidad y 
la aceleración del punto /I ubicado en la punía de la es- 
calera en este instante. 



El movimiento dd trompo es tal que en el instan- 
te mostrado está rotando con respecto al eje z a = 0,6 
rad /s mientras gira a = 8 rad/s. Determine la veloci- 
dad angular y la aceleración angular dd Irompo cueste 
instante. Exprese el resultado como un vector cartesiano. 



Frolh 20-3 


En un instante dado, la antena parabólica tiene 
movimiento angular ru¡ = ó rad/s y = 3 rad/s 2 con 
respecto ai eje z. En este misino instante & = 2 5 \ el mo- 
vimiento angular con respecto al eje x es ~ 2 rad/s. y 
= 1.5 rad/s 2 . Determine k velocidad y la aceleración 
dd amplificador A en este instante. 



Prnth 20-2 


Frolh 2(M 
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El engrane A está fijo mientras el engrane H pue- 
de girar libremente sobre la flecha S. Si la flecha está 
girando alrededor del eje : h w, = 5 rad/s. mientras au- 
menta a 2 rad/s". determine la velocidad y la aceleración 
del punto C en el instante mostrado. La cara del engra- 
ne R se ubica en un plano vertical. 



x 


Prab, ’tK' 


2U-í*. El engrane B está conectado a la flecha rotatoria, 
mientras que la placa del engrane A está fija. Si la flecha 
está rotando a una razón constante de w. - 10 rad /s con 
respecto al eje 2, determine las magnitudes de la veloci- 
dad angular y de la aceleración angular del engrane B. 
Determine también las magnitudes de la velocidad y la 
aceleración del punto P. 


2b- 7. En un instante dado, la antena tiene un movimien- 
to angular ¿ti] — 3 rad/s y í¿», = 2 rad/s 1 con respecto al 
eje z. En este mismo instante 6 - 3Ü ,: . el movimiento an- 
gular con respecto al eje x es a> 2 ~ 1.5 rad/s. y = 4 
rad/s". Determine la velocidad y la aceleración del am- 
plificador A en este instante. La distancia desde O hasta 
/I es d — 3 pies. 


t fu 


-1 ©i 



Proh. 20-7 


■- El cono rueda sin deslizar de manera que en el 
instante mostrado u. - 4 rad/s y o>. — 3 rad/s". Deter- 
mine la velocidad y la aceleración del punto A en este 
instante. 



Prob. 2IW> 


Proh. 20-# 
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: | L \ El cono rueda sin deslizar de manera que en el ins- 
tante mostrado oj : — 4 rad/s y ¿> z — 3 rád/s z : Determine 
la velocidad y la aceleración del punto S en este instante. 


i , El engrane .4 está fijo al cigüeñal S , mientras que 
el engrane C está fijo y B puede rotar libremente. El ci- 
güeñal se encuentra girando a 80 rad/s con respecto a su 
eje. Determine las magnitudes de la velocidad angular de 
la hélice y de la aceleración angular del engrane B. 



. ' Si el engrane superior B está girando con razón 
constante ar determine la velocidad angular del engrane 
.4, el cual puede girar libremente alrededor de la flecha 
y rueda sobre el engrane fijo inferior C. 



Proli* 2ÍMI 


íf 

El disco B puede girar libremente sobre la (lecha 
S. St la flecha está girando alrededor del eje z a = 2 
rad s y acelerando a R f&d/$ 3 , determine la velocidad y 
la aceleración del punió A en el instante mostrado. 



Prnli. 2ÍM0 


Prcili, 2ÍM2 
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Tv 


La flecha HD está conectada a una junta esfé- 
rica en el punto B, y un engrane cónico A se encuentra 
unido a su otro extremo. El engrane está acoplado con 
un engTane fijo C. Si la flecha y el engrane A están gi- 
ran i! o con velocidad angular constante = 8 rad/s, 
determine la velocidad angular y la aceleración angular 
del engrane A. 



„ El cono truncado gira con respecto al e¡e z a ra- 
zón constante <u. = 0.4 rad/s sin deslizar sobre el plano 
horizontal. Determine la velocidad y la aceleración del 
punto A sobre el cono. 


1 - En el instante mostrado, la grúa está rotando 
con respecto al eje z a velocidad angular = (1.25 rad/s, 
la cual está aumentando a 0.6 rad/s'. El aguilón OA se 
encuentra rotando hacia abajo con velocidad angular 
= 0.4 rad/s. la cual está aumentando a 0.8 rad/s- 2 . 
Determine la velocidad y la aceleración del punto A ubi- 
cado en la parte superior del aguilón en este instante. 



El aguilón /Ifl de la grúa de construcción está gi- 
rando con respecto al eje z a velocidad angular constante 
de w¡ = 0.15 rad/s, mientras que está girando hacia abajo 
con velocidad angular constante de i* = 0.2 rad/s. Deter- 
mine la velocidad y la aceleración del punió .4 ubicado 
en la punta dd aguilón en el instante que se muestra. 




50 pies 


1 1 0 pies 


Prttb. 20-14 


Pruh. 20- 1 ñ 

5 
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> El diferencial de un automóvil permite que las 
dos ruedas posteriores giren con diferente rapidez cuando 
el automóvil viaja a lo largo de una curva. Para su opera- 
ción, los ejes [raseros están unidos a las ruedas en un 
extremo y tienen engranes cónicos A y B en sus oíros ex- 
tremos. La cubierta D del diferencial se encuentra coloca- 
da sobre el eje izquierdo pero puede girar con respecto 
a C independientemente del eje. La cubierta soporta un 
engrane piñón E sobre una flecha, la cual se acopla con 
los engranes A y B, Finalmente, un engrane de anillo G’ 
está fijo a la cubierta del diferencial de manera que la cu- 
bierta gira con el engrane de anillo cuando este último es 
impulsado por el piñón impulsor H. Este engrane, como 
la cubierta del diferencial. puede girar libremente con res- 
pecto al eje izquierdo de la rueda. Si el piñón impulsor 
está girando a tt> H — 100 rad/s y el engrane piñón E rola 
con respecto a su Hecha a w F = 30 rad/s» determíne la ve- 
locidad angular, w A y de cada eje. 


Pmb, 20-17 


20-ltf. La barra AB está unida al brazo giratorio por 
medio de una junta esférica. Si AC está girando con ve- 
locidad angular constante de K rad/s con respecto al pa- 
sador instalado en C. determíne la velocidad angular del 
eslabón BD en el instante mostrado. 

í v. La barra AB está unida al brazo giratorio por me- 
dio de una junta esférica. Si AC está girando con respec- 
to al pumo C con velocidad angular de 8 rad/s y tiene 
aceleración angular de b rad/V en el instante mostrado, 
determine la velocidad angular y la aceleración angular 
del eslabón BD en este instante. 


Problemas 537 


Pd motor 


Frcibsu 20-18/19 


20 - : Si la barra está unida con juntas esféricas a los 
collarines lisos A y B en sus punios extremos, determine 
la rapidez de B en el ínstame mostrado si A se mueve 
hacia abajo coa rapidez constante de v A = 8 píes/s, De- 
termine también la velocidad angular de la barra cuando 
está dirigida perpendicularmente al eje de la barra. 


FrnlJu 20-20 


I 

180 mm 


A f a rueda 
izquierda 


A la rueda 
derecha 
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Si d collarín instalado en A se está moviendo 
hacia ahajo con aceleración a. 4 - { -5k} pies /s 2 en ei ins- 
ume en que su rapidez es v A = 8 pies/s. determine la 
aceleración de! collarín colocado en B en este instante. 



2i>-22. La barra A fí está unida a collarines en sus extre- 
mos por medio de juntas esféricas. Si el collarín A tiene 
rapidez v A - 3 m/s. determine la rapidez del collarín fí 
en el instante mostrado. 


: Si el collarín instalado en A tiene aceleración a,, = 
{ -2k} m/s' en el instante en que su rapidez es v A - 3 m/s, 
determine la magnitud dé la aceleración dei collarín si- 
tuado en B en este instante. 



• ■ La barra AB está unida a collarines en sus extre- 

mos por medio de jumas esféricas. Si ei collarín A tiene 
velocidad v A = 5 pies/s. determine la velocidad angular 
de ¡a barra y la velocidad del collarín B en el instante 
mostrado. Suponga que la velocidad angular de la barra 
está dirigida perpendieularmente a la barra. 




300 mm 


1 0 rad/s 


500 mm * 


Peoli* 20-22 


l J rob. 20-24 
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20 25* Resuelva el problema 20-24 si la conexión en el 
collarín B consta de un pasador como se muestra en la 
figura, en vez de una junta esférica. Sugerencia: La res- 
tricción permite que la flecha rote a lo largo de la barra 
(dirección j) v a lo largo dd eje de! pasador {dirección 
ii). Como no hay componente rotacional en la dirección u. 
esto es, perpendicular a n y j donde n = j x n. puede ob- 
tenerse una ecuación adicional para enconlrar la solución 
a partir de i* - u = 0. El vector n está en la mismo direc- 
ción que r 3;C X r fl/C . 



, El conjunto de tubos está soportado en B por una 
junta esférica y en A por una abrazadera. Si el collarín ins- 
talado en B se mueve en el plano x-z con rapidez v & = 5 
pies/s. .determine la velocidad de los puntos ,4 y C sobre 
el conjunto de tubos en el instante mostrado. Sugerencia: 
Vea el problema 20-25, 



Prafo, 2ÍI-26 


. ! ' / La barra A B está unida a collarines en sus extre- 
mos medíante juntas esféricas. Si el collarín A se mueve 
hacia arriba con velocidad de 8 pies/s. determine la ve^ 
locidad angular de la barra y la rapidez del collarín fí en 
el instante mostrado. Suponga que la velocidad angular 
de esta está dirigida perpendieularmente a ella. 


2ÍU2K. La barra AB está unida a collarines en sus extre- 
mos mediante juntas esféricas. Si el collarín A se mueve 
hacía arriba con ¡aceleración a,,; = 4 pies/s^, determine la 
aceleración angular de la barra AB y la magnitud de la ace- 
leración del collarín R. Suponga que la aceleración angular 
de aquella está dirigida perpendkut ármente a ella. 



2.5 pies 

/ 


= ft pífófa 


3 pi es 


PrrilK. 2t 1-27/28 


:V-V L La placa triangular ABC está soportada en A me- 
diante una junta esférica y en C por el piano x-?> El la- 
do AB se encuentra en el plano x-y. En el instan le t) = 
60\ Ó = 2 rad/s y el punto C tiene las coordenadas que 
se muestran. Determine la velocidad angular de la placa 
y la velocidad del punto C en este instante, 

ühoiL La placa triangular ABC eslá soportada en A 
mediante una juma esférica y en C por e) plano x-z. El 
lado AB se encuentra en el plano x-y. En el instante H ~ 
60° * 0=2 rad/s* 5 = 3 rad/s 2 . y el punto C tiene las 
coordenadas que se muestran. Determine la aceleración 
angular de la placa y la aceleración del punto C en este 
instante. 
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*20.4 Análisis de movimiento relativo usando ejes 
en traslación y en rotación 


La manera más general de analizar el movimiento tridimensional de 
un cuerpo rígido requiere el uso de ejes x, y, z de traslación y rotación 
relativos a un segundo marco X, Y. Z. Este análisis proporciona tam- 
bién un medio para determinar los movimientos de dos puntos A y B 
ubicados en miembros separados de un mecanismo, y para definir el 
movimiento relativo de una partícula con respecto a otra cuando una 

o ambas partículas se están moviendo a lo largo de trayectorias en ro- 
tación. 

Como se muestra en la figura 20-11, las ubicaciones de los puntos A 
y fí son especificadas con relación al marco de referencia X. Y. 7 me- 
diante los vectores de posición r_| y rg. El punto base A representa el 
origen del sistema coordenado x,y, z. el cual se traslada y gira con res- 
pecto a A . 1 . /. En el instante considerado, la velocidad v la aceleración 
del punto A son v A y a A , respectivamente, y la velocidad angular y la 
aceleración angular de los ejes x t y, z son íi y íí= dñ/cli. respectivamen- 

Todos estos vectores son medidos con respecto al marco de referen- 
cia X. Y. Z. aunque pueden ser expresados en forma de componentes 
cartesianas a lo largo de cualquier conjunto de ejes. 



Fig. 20-11 
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Si la posición de “fl con respecto a A” es especificada me- 
diante el vector deposición relativa figura 2fl-l 1 , entonces, por suma 
vectorial, 


r B “ r A + t B:A 


(20-9) 


donde 


r B = posición de B 
t a = posición del origen 21 
r B<A = posición relativa de "fí con respecto a 21” 

La velocidad del punto B medida desde X. Y. Z se determi- 
na tomando la derivada con respecto al tiempo de la ecuación 2Ü-9, que 
resulta en 


^ - i a + t b/a 

Los primeros dos términos representan v B y v^. El último término es 
evaluado aplicando la ecuación 20-6. ya que t b¡a es medida entre dos 
puntos en una referencia giratoria. Por consiguiente, 

^B/A — + íí X T[}: A — ( L Í2 X tg A (20—10) 

Aquí (v fí ,..0,,z es la velocidad relativa de B con respecto a A medida 
desde x, y. z. Así. 


V B *= + O X r B f A + ( v s 4 )^ | (20-1.1 ) 


donde 

— velocidad de B 

v A =■ velocidad del origen A del marco de referencia x. y. z 

{>■# = velocidad relativa de "B con respecto a A" como es medi- 

da por un observador situado en el marco de referencia a\ 

y.z 

íi - velocidad angular del marco de referencia x. y. z 
Tfif A = posición relativa de “fí con respecto a A" 
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Aceleración. La aceleración del punto B medida desde X , Y, Z se de- 
termina tomando la derivada con respecto al tiempo de la ecuación 20- i i. 
lo cual resulta en 

= y .a 4 Ó x r B . A + Í1 x i BjA 4- — 

Las derivadas con respecto al tiempo definidas en los términos primero 
y segundo representan a¿. y a,,, respectivamente. El cuarto término es 
evaluado usando la ecuación 20-10. y el ultimo término es evaluado apli- 
cando la ecuación 20-6. lo que da 


('<5;Vt)xyí ( ^H A)xyz + íí ^ ^ R ¡ a) xyz 

= + íí X ( y B/Á)xyz 

Aquí (fl S/A ).r>r es la aceleración relativa de B con respecto a A medida 
desde x,y, z. Sustituyendo este resultado y la ecuación 20-10 en la ecua- 
ción anterior y simplificando, tenemos 


a * = a < + + 2 ftX(v,,) It! + (a a .,), v . 


( 20 - 12 ) 


donde 



El complicado movimiento espacial de !a cu- 
beta li de concreto ocurre debido a la ro- 
tación del aguilón con respecto £d eje Z. al 
movimiento de la canasta A a lo largo del 
aguilón. y a ía extensión y oscilación de) ca- 
ble AB. Un sistema coordenado x. v. z en 
traslación y giratorio puede ser establecido 
sobre la canasta, y es posible aplicar un aná- 
lisis de movimiento relativo a! estudio de este 
movimiento. 


a B - aceleración de B 

a A = aceleración del origen A del marco de referencia 

( a fl'Vt)xyí> )xyz ~ aceleración relativa y velocidad relativa de “/) 

con respecto a/1” medidas por un observador si- 
tuado en el marco de referencia giratorio jc. y, z 

fl, XI = aceleración angular y velocidad angular del 
marco de referencia x. y, z 

*b/a = posición relativa de "fí con respecto a A" 


Las ecuaciones 20-11 y 20-12 son idénticas a las usadas en ía sec- 
ción 16.8 para analizar movimiento plano relativo.* Sin embargo, en 
ese caso, la aplicación se simplifica ya que fl y Ó tienen una dirección 
constante que siempre es perpendicular al plano del movimiento. Para 
movimiento tridimensional Ó debe calcularse usando la ecuación 20-6. 
ya que Í1 depende del cambio tanto en magnitud como en dirección 
de Ó. 


"Refiérase a la sección 16.S para encontrar una interpretación de los términos. 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Sección 20.4 Análisis de movimiento relativo usando ejes en traslación y en rotación 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El movimiento tridimensional de panículas o cuerpos rígidos puede ser 
analizado con las ecuaciones 20-11 y 20-12 usando el siguiente proce- 
dimiento. 

Ejes coordenados. 

Seleccione la ubicación y la orientación de los ejes coordenados X. Y, 
Z y x, y,z. A menudo las soluciones son obtenidas fácilmente si en el 
instante considerado: 

( 1 ) los orígenes coinciden 

(2) los ejes son colineales 

(3) los ejes son paralelos 

Si varias componentes de velocidad angular están implicadas en un 
problema, los cálculos se reducirán si los ejes x. y, z son seleccionados 
de manera que sólo una componente de velocidad angular es obser- 
vada en este marco (fí^) y el marco gira con íl definida mediante las 
otras componentes de velocidad angular. 

Ecuaciones cinemáticas. 

Después que el origen A de la referencia móvil se ha definido y el 
punto móvil B ha sido especificado, las ecuaciones 20-11 y 20-12 
deben escribirse en forma simbólica como 

v s = v^+nx t b/a + (Tfl/Ayi 

a fl - a A + ílxr B/A + ílx(Oxr ÍM ) + 2Í lx(v flM ) u . + 

Si r A y Í1 parecen cambiar de dirección al ser observados desde la re- 
ferencia fija X , Y , Z, use un conjunto de ejes de referencia con pri- 
mas. .v'. v'. z' que tengan íl' - íl, y la ecuación 20-6 para determinar 
fi y el movimiento v A y a. 4 del origen de los ejes móviles a, y. z. 

Si (t B;A ) xk y íl xyz parecen cambiar de dirección al ser observados des- 
de x,y. z, entonces use un conjunto de ejes de referencia con primas. 
x \y\ z' que tengan íl' = íl xy ,, y la ecuación 20-6 para determinar 
Óryi v el movimiento relativo y (»b ,iW 

Después que las formas finales de íl . v A . a A . ft „, r , (v B ¡ A ) xyz , y ( a B ,, A ) xyz 
son obtenidas, los datos numéricos del problema pueden ser sustitui- 
dos y los términos cinemáticos evaluados. Las componentes de todos 
estos vectores pueden seleccionarse a lo largo de los ejes X.Y.Z o x, 
y, z- La selección es arbitraria, siempre que sea usado un conjunto 
consistente de vectores unitarios. 
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Un motor y una barra AS unida a él tienen los movimientos angu- 
lares mostrados en la figura 20-12. Un collarín C instalado sobre la 
barra se ubica a 0.25 m de A y se está moviendo hacia abajo a lo 
largo de la barra con velocidad dé 3 m/s y aceleración de 2 m/s 2 . 
Determine la velocidad y la aceleración de C en este instante. 


Solución 

Elegimos ubicar el origen de la referencia fija A'. 
1 . Z en el centro de la plataforma, y el origen del marco móvil x, v, r 
en el punto ,4, figura 20- 12. Como el collarín está sometido a dos com- 
ponentes de movimiento angular, tú p y será considerado con una 
velocidad angular de íl rv . = en x, y. z . Los ejes x, y. z se unirán 
a la plataforma de manera que fl = to r 


L z' 



Flg* 20—12 
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Las ecuaciones 20-11 y 20-12, aplicadas a 
los puntos C y/1. toman la forma 

V c = + íl X Ifc/U + ( V C¡A ) ty; 

+ O X rf,,i + O X ( O X r ((>l ) + 20 X (v^ + ( a t . a).\v? 

Movimiento de A. 

Aquí t A cambia de dirección con respecto a XYZ. 

Para encontrar las derivadas con respecto al tiempo de r^. usare- 
mos un conjunto de ejes jc'.y', z’ que coincidan con los ejes X, Y. Z 
que giran a O' = O = oi¡¡. Entonces 

ÍX = to r = { 5k } rad/s ( Q no cambia de dirección con respecto a XYZ.) 

Ó = ¿> f) = {2k} rad/s 2 
t a = m 

v A - i A = (r A )x\'z + cap X = 0 + 5k X 21 = {10j} m/s 
A\ - t a = [(r„W + *>p X (§*)*•/*! + <*>p x r A + to p X i A 
= [0 + Oj + 2k X 2i + 5k X lOj = {— 50i + 4j} m/s 2 

Moví ni i ento dé C ci/n respecto tt .A, 

Aquí (rc/AÍxv; cambia de dirección con respecto a x y z. Para en- 
contrar las derivadas con respecto al tiempo de (Fc/aW* use un con ' 
junto de ejes jc",/'. z" que giren a O' = h xy - - to M . Así 
Sl sv . = to M - {3i } rad/s (Ü ryr no cambia de dirección con respecto a xyz.) 

íl iyz = <o M = {li} 

(i 'cjfAhyt = { -0-25k} m 

(Vc/aXrv? = (rcM)xyí = (ffyx)xyc + "tí * ( r t.A}x>t 

- -3k + [3i X (— G.25k) | = (0.75j - 3k} m/s 

(*c a) xys = (Tc/x)xn = l(rcM) A >'- + (roOxvrJ + x (fí- A)TC + w «x(r fi A ) xyz 

- [-2k + 3i x {— 3k)] + (li) x (— 0.25k) + (3Í) x (0.75j - 3k) 

= { I8.25j + 0,25k} m/s 2 

Movimiento de C 

Ve — V A + O x Te/ A + ( v C/a) Jf ye 

= lOj 4 [5k X (—0.251c)] + (0.75| - 3k> 

» {10.8j - 3k} m/s 

a f = «a + Ó X t c ¡a + O x (XI x r,-,^) + 20 x {v CM ), y; + (a C /A)xyi 
= (-501 + 4j) + [2k X (-0.25k)] + 5k x [5k X (-0.25k)] 

+ 2[5k x (0.75j - 3k)j + (18.25J + 0.25k) 

= {— 57.5i 4 22.2j 4 0.25k} m/s 2 
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EJEMPLO 20.5 


fí j ’ 1.5 rad/ir 


X t x * =4 nidte 




X, .1 



= 5 rad/s t 


<¿2 = 6 tad/s 2 

% 20-13 


El péndulo mostrado en la figura 20-13 consta de dos barras; AB está 
soportada mediante un pasador colocado en A y oscila sólo en el 
plano Y Z. mientras que una chumacera instalada en B permite a la 
ban-a unida SO girar con respecto a la barra AB. En un instante dado, 
las barras tienen los movimientos angulares mostrados. Además, un 
collarín C, ubicado a 0,2 m de B. tiene velocidad de 3 m/s y aceleración 
de 2 m/s? a lo largo de la barra. Determine la velocidad y la acelera- 
ción del collarín en este instante. 

Solución I 

l r . E1 ori g e n del marco fijo X, Y. Z se situará en A 

Conviene observar el movimiento del collarín desde B. por lo que el 
v - origen del marco a. y, z es ubicado en este punto. Seleccionaremos 

° = «1 y &xyz = <¿2. 

¿ cufia oh es cin citi rí ticas* 

y c = y„+ a x tc/¡¡ + (y c/í ) w 

»c = *n + n X r C7i + a X ( n X t c/J ) + 2 a X {y c , ¥ ) m + 

si,™ co'r^TÉmoncef riVadaS reSP ' C, ° *' **** * *► *•— que te 

a - u, = {41} rad/s ñ = - {i.5¡} rad/sr 

t b ~ í — 0.5k j m 

= *B = (T B )v y Z + bJ ] x t B - 0 + 4Í X (— 0.5k) = {2j} m/s 
as ‘ tu => [('r'alvyí' + x (f ñ ) ry .] + W{ X r B + w, x i tí 

= [o + 0| + 1.5¡ X (-Ü.5k) + 4i X 2j - {ü.75j + 8k) m/s 2 

J Movimiento de C con respecto a lí t 

luí cnn°o rar laS de p VadaS COD reSpecl ° a) tiempo de (*/»)*«. dejamos que los ejes a", y* ** 
giren con ii^ — <** 2 . Entonces ' 

= w : = {5k} rad/s ñ TyT = ¿, 2 = {-fifc} rad/s 2 
(*c/a)xri — {0.2j } m 

( v Cfs)xy £ - (fc/B )jr vi = (%«)**>•**- + w 2 x = 3j + 5k x 0.2j = {-li + 3j} m/s 

(«C/s)^ = (r c/B ) m = I(t C /B)<vV + «2 X (r £/B ), >v ] + w, x {T CfB ) xy . + X (r CVB ) 

= (2j + 5k X 3j) + (— 6k x 0.2j) + [5k x (-11 + 3j ) J 
= { — 28.SI — 3j } m/s 2 


Movimiento i 




v c - v B + fl x r C:B + {v Cf6 ) m = 2j + 4i X Q.2j + (-11 + 3j) 

— {— li + 5j + O.bkf m/s 

*c - «a + n X r CÍJ + a X (O X I C „) + 2Q X (,y CIB ) m + („ r , B ) 
= {0.75j + 8k) + (1.51 X 0.2 j) + [4i X (41 X 0.2j)J 
+ 2[4i x (-li + 3])] + (— 28.8i - 3j) 

= {-28.8i — 5.45j + 32.3k} m/s 2 


Kesp. 


xyz 
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Solución II 

Ejes ron detutdos. Aquí dejaremos que los ejes x,y. z giicn a 
n = fc»! + Ui 2 = {4i + 5k| rad/s 

Entonces £1^. = 0. 

Movimiento de B. 

De acuerdo con las restricciones del problema, ta, no cambia de direc- 
ción con respecto a X Y , Z; sin embargo, la dirección de ío 2 es cambia- 
da por a>¡. Así. para obtener Ó considere que ios ejes x\y[, z' coinciden 
con los ejes A', 7, Z en d. de manera que fi = tu,. Luego, tomando 
la derivada de sus componentes. 

íí = tú L + íi>2 = L( +» 1 X«i] + [t ¿Ijj v v'.- + »}' X wj 

= [1.51+0] + [— 6k+4l X Ski = {1.5i-20j-ók} rad/s 2 

También, tu, cambia la dirección de t H de manera que las derivadas 
con respecto al tiempo de t b pueden ser calculadas usando los ejes 
con primas definidos líneas arriba. Por consiguiente. 

v* = <8 = {rnhyr + w i Xr o 

= 0 + 41 X (-0.5k) - {2j} m/s 
a B = tb = + «i x (*ah/A + wi . x r H + cu, X r fl 

= [0 + 0] + 1.5¡x (-0.5k) + 4i X 2j = {0.75j+8k} m/s 2 

Movimiento de C con respecto a B. 


» 

Íí 

II 

0 


0 

{*C/ü)xyz- ~ 

{0.2j} m 

i' v afí)xyz = 

{3j } m/s 

(*C/tf)jwr = 

(2j[m/s 2 


Movimiento de C 

V C = + Í1 X Tc/B + (Vc/B)xyz 

= 2j + [(4i + 5k) X (0.2j)] + 3j 
= (-11 + 5j + 0.8k) m/s 

= Sfl + Ó X Tqb + n X (flXt^-íg) + 2Í2 x ( V^.g),^ + (af'g).(y; 
" = (0.751 + 8k) + 1(1.51 - 20j - 6k) X (0.2j)j 

+ (41 + 5k) x [(41 + 5k) x 0.2j] + 2[(4i + 5k) X 3j] + 2j 
- 1—28.81 - 5.45j + 32.3k} m/s 2 
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PROBLEMAS 

■ . Resuelva el ejemplo 20-5 de manera que los ejes 
■ v *. v ’ 2 se muevan con traslación curvilínea. íi = I), en cuyo 
caso el collarín parece tener velocidad angular Í1 (V . - Ct>1 
+ w 2 y movimiento radial. 

: Resuelva el ejemplo 20-5 fijando ejes x, y. z a la 

barra SI) de manera que O — -1- ¿a -* r En este caso el 

collarín parece moverse sólo radialmente hacia fuera a lo 
largo de RD\ por consiguiente li I17 = 0. 

En un instante dado, ¡a barra ÍSD está girando 
con respecto a] eje y a velocidad angular ia hL> ~ 2 rad/s y 
aceleración angular ¿j - 5 rad /$". Además, cuando B - 60 a . 
ei eslabón AC está girando hada abajo de tal manera 
que f = 2 rad/s y 0 =8 rad/s 2 . Determine la veloci- 
dad y la aceleración de! punto A sobre el eslabón en este 
instan té. 


El aguilón AS de la grúa está girando con res- 
pecto al eje c a velocidad angular w t = 0.75 rad/s. la cual 
aumenta a«. = 2 rad/s ' En el mismo instante, fí - 60' 
y agnilón se encuentran girando hacia arriba a razón 
constante 0 - 0.5 rad/s*. Determine la velocidad y la 
aceleración de la punta fi del aguilón en este instante. 



Pml>. 20-55 

El aguilón AS de la grúa está girando con res- 
pecto al eje s a velocidad angular w, = 0.75 rad/s. la cual 
está aumentando a = 2 rad /s 2 . En el mismo instante. 
0 - y el aguilón están girando hacia arriba a Ó = 0.5 
rad/s 1 . lo cual aumenta a 0,75 rad/s 2 . Determine la 
velocidad y la aceleración de la punta B del aguilón en 
este instante. 




ííJ SD - 2 fílíl/s 

Ctl BD~5 rad/s 2 


pies 


Probs. 20-3A 

Durante el instante mostrado, el marco de la cá- 
mara de rayos \ está girando con respecto al eje vertical 
a w. - 5 rad/s y ¿ = 2 rad/s-. Con respecto al marco, el 
brazo está girando a = 2 rad/s y = I rad.V 
Deierminc la velocidad y la aceleración del centro de la 
cámara C en este instante. 



Pmtt, 20-54 


Prut», 20-56 
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En el instante mostrado, el aguilón está giran- 
do con respecto al eje z a velocidad angular o>i - 2 rad/s 
y aceleración angular ¿i ~ 0*8 rad /ir* En es le mismo 
instante d eslabón gira lorio rola a w : = 3 rad/s cuando 
- 2 rád/s 2 . ambas medidas con respecto al aguilón. 
Determine la velocidad y la aceleración del pumo P so- 
bre el tubo en este instante. 



El aguilón AB de la grúa locomotriz está giran- 
do con respecto al eje 7 a velocidad angular w\ — 0*5 
rad s, la cual se incrementa a ¿i = 3 rad s 2 . En este 
mismo instante. 0 ~ 30 5 y el aguilón está girando hacia 
arriba a razón constante de B =3 rad/s. Determine la ve- 
locidad y la aceleración de la punta B del aguilón en este 
instante. 

: 1 La grúa locomotriz está viajando hacia la dere- 

cha a 2 m/s y Llene aceleración de 1*5 m/s 2 . mientras que 
el aguilón se encuentra girando con respecto al eje 7 con 
velocidad angular w\ = 0*5 rad/'s, la cual está aumentan- 
do a íú ] = 3 rad/s z . En este mismo instante, 8 = 30 e y el 
aguilón está girando hacia arriba a rsi/ón constante de 0 = 
3 rad /s. Determine la velocidad y la aceleración de la pun- 
ía B de! aguilón en este ínstame. 



Pnihs, 20-38/34 


). En el instante mostrado, el helicóptero se está 
moviendo hacia arriba con velocidad = 4 pies, s y tiene 
aceleración a H = 2 pies/s 2 * En el mismo instante, el marcó 
f/ v no las aspas horizontales* está girando con respecto a 
un eje vertical a velocidad angular constante w/j = 0.9 
rad/s. Si las aspas B de la cola están girando a velocidad 
angular comíante £o fi i{ - 18Ü rad /s, medida con relación 
a H. determine la velocidad y la aceleración del punto /\ 
ubicado en la punta de una aspa, en el instante en que el 
aspa está cu posición vertical; 



En d instante mostrado, et brazo OA de la banda 
transportadora está girando con respecto al eje z a veloci- 
dad angular constante w¡ = 6 rad s. mientras que al mismo 
instarue el brazo se encuentra rotando hacia arriba a la ra- 
zón constante = 4 fad/fc Si la banda se mueve a razón 
constante r — 5 pics/s, determine ¡a velocidad y la acele- 
ración del paquete P en el instante mostrado. Desprecíe 
el tamaño dei paquete. 

En el instante mostrado* d brazo OA de la banda 
Lranspi >rudora está girando alrededor del eje e con veloci- 
dad angular constante ft». T = ó rad/s, mientras que al mis- 
mo instante el brazo se encuentra girando hacía arriba a 
razón constante de - -1 rad/s. Si la banda está avanzan- 
do a razón de r - 5 pies /s. la cual aumenta a r - 8 pies/s _ P 
determine la velocidad \ la aceleración del paquete P en 
el instante mostrado. Desprecie el tamaño del paquete. 
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* 1 4 La partícula P se des] iza alrededor del aro circular 
cun velocidad angular constante de 8 = 6 rad /s. mientras 
que e! aro gira con respecto al eje .v a razón constante de 
w — 4 rad/s. Si en el instante mostrado el aro está en el 
plano x-v y el ángulo 0 = 45' . determine la velocidad y 
la aceleración de la partícula en este instante. 


' -4‘.. Re el instante mostrado, la base del brazo robóti- 
co su encuentra girando alrededor del eje z con velocidad 
angular o», = 4 rad/s, la cual está aumentando a ¿j, = 3 
rad ;-s-. El segmento BC está rotando a w Br = 8 rad/s. la 
cual aumenta a = 2 rad/s 3 Determine la velocidad 
y ía aceleración de la parle C sostenida en su tenaza en 
este instante. 



Prut». 2(1-4.! 


2(, '- U - End instante dado. Ja barra está girando con 
respecto al eje ; a velocidad angular = 8 rad s y acele- 
ración angular tu, = 2 rad/s 3 , En este mismo instante, el 
disco está airando a razón constante = 4 rad/s. medi- 
da con relación a la barra. Determine la velocidad y la 
aceleración del punto P sobre el disco en este instante. 





Prob. 2<M4 

Z ( >.. í.-. En el inslante mostrado. la base del brazo rohóli- 
co se encuentra girando alrededor de! eje z con velocidad 
angular óij - 4 rad/s. la cual está aumentando a = 3 
rad/s . Además, el aguilóti fiC 1 está girando a razón 
constante de = S rad/s. Determine la velocidad y 
la aceleración de la parte C sostenida en su tenaza en este 
instante. 



Probs. 20-45/46 


/ 47. Fm el instante mostrado, el manipulador indus- 
trial está girando con respecto al eje z a wj =5 rad /s, y 
alrededor de la junta B a tai — 2 rad/s. Determine la ve- 
locidad y la aceleración de la tenaza A en este instante, 
cuando é = 30 a . 0 = 45 ? y r - 1.6 m. 



Pr«h. 20-47 
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REPASO DEL CAPÍTULO 

• Howción n respecto a «u pumo fija. Cuando un cuerpo gira con respecto a un punto fijo O, en- 
tonces los puntos sobre el cuerpo siguen una trayectoria que se encuentra sobre la superficie de una 
esfera. Las rotaciones infinitesimales son cantidades vectoriales, mientras que las rotaciones finitas no 
lo son. 

Como la aceleración angular es una razón de cambio con respecto al tiempo de la velocidad angular, 
entonces debemos tomar en cuenta los cambios tanto en magnitud como en dirección de oí al calcular 
su derivada. Para hacer esto, la velocidad angular es a menudo especificada en términos de sus movi- 
mientos componentes, de tal manera que algunas de esas componentes permanezcan constantes con 
respecto a ejes x. y, z rotatorios. Si este es el caso, entonces la derivada con respecto al tiempo relati- 
va aJ eje fijo puede ser determinada a partir de la ecuación 20 - 6 , esto es, 

A = (.4), v . + fix A 

Una vez conocidas ta y a, la velocidad y la aceleración del punto P pueden ser determinadas con 

a = o;Xr-l-t(jX(wXr) 
v = íü X r 

■ ; iviv: ,v,vrr«/. Si el cuerpo experimenta un movimiento general, entonces el movimiento de un 

punto B en el cuerpo puede ser relacionado al movimiento de otro punto A usando un análisis de 
movimiento relativo, junto con ejes trasladables en A. Las relaciones son 

v B = y A + io X t b a 
a n = a.4 + « X 4- tú X (<tt X fj? 

* Análisis del nitn imiento reluih ttuuulo ejt ¡*s m traslación y <•« io El movimiento de dos pun- 

tos A y B sobre un cuerpo, sobre una serie de cuerpos conectados o ubicados sobre dos trayectorias 
diferentes, puede ser relacionado usando un análisis de movimiento relativo con ejes en rotación y en 
traslación en A. Las relaciones son 

V B = V 4 - fl X r g¡ A + (Vb/a)í yz 

a B = a,| f á X + fl X (fí X Tg/ A ) + 2 íl X [Vfí/ A ) X yz ( a a , A ) j¡yz 

Al aplicar estas ecuaciones, es importante tomar en cuenta tos cambios en magnitud y dirección de r 4 , 
(t Bj fí y al tomar sus derivadas con respecto ai tiempo para encontrar v A , a*, (v B , 4 )^, (a ñ / A )xyi 

y Ó, y fí iv _. Para hacer esto apropiadamente, debe usarse la ecuación 20-6. 
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d diseño de los juegos mecánicos de los parques de diversiones requiere un análisis 
de fuerzas que depende del movimiento tridimensional de lales juegas. 
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Cinética tridimensional 
de un cuerpo rígido 


OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 


• Presentar los métodos necesarios para encontrar los momentos de 
ineraa y los productos de inercia de un cuerpo con respecto a varios 
ejes 

• Mostrar cómo aplicar ios principios del trabajo y la energía y del 
momentum lineal y el momentum angular a un cuerpo rígido que 
tenga movimiento tridimensional. 

• Desarrollar y aplicar las ecuaciones de movimiento en tres 
dimensiones. 

• Estudiar el movimiento de un giróscopo y el movimiento libre de torca. 


*21.1 Momentos y productos de inercia 

Al estudiar la cinética piaña de un cuerpo, fue necesario in- 
troducir el momento de inercia Iq, el cual se calculó con 
respecto a un eje perpendicular al plano del movimiento y 
pasaba por el centro de masa G del cuerpo. Para el análisis 
cinético del movimiento tridimensional, ocasionalmente se- 
rá necesario calcular seis cantidades inerciales. Estos térmi- 
nos. llamados momentos y productos de inercia, describen 
de una manera particular la distribución de masa para un 
cuerpo con respecto aun sistema coordenado dado que tie- 
ne orientación específica v punto de origen. 
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Fi{_>. 21-1 


5V¡ omento cf e inerci a C onsidere ei cuerpo rígido mostrado en la figura 
21-1 ■ El momento de inercia para un elemento diferencial dm del cuerpo con 
respecto a cualquiera de los tres ejes coordenados es definido como el 
producto de la masa del elemento y el cuadrado de la distancia más corta del 
eje ai elemento. Por ejemplo, como se ve en la figura. r x = \/ y 1 ■+■ v. de 
modo que el momento de inercia de masa de dm con respecto al eje jr es 

dl xx = r 2 dm - (y 2 4- z 1 ) dm 

El momento de inercia /„ para el cuerpo es determinado integrando 
esta expresión sobre toda la masa del cuerpo. Por consiguiente, para cada 
uno de los ejes, podemos escribir 


hx = n dm = 

1 (/ - Z 2 ) dm 

m 

’in 

lyy ~ r 2 dm = 

f (* 2 + c 2 ) dm 

^ m 

L 

~ 1 rj dm = 

1 (x 1 + y 2 ) dm 

J >n 

m 


( 21 - 1 ) 


Aquí se aprecia que el momento de inercia es siempre una cantidad 
positiva, puesto que es la suma del producto de la masa dm. que es siem- 
pre positiva, y Las distancias al cuadrado. 

Producto de inercia. El producto de inercia para un elemento di- 
ferencial dm es definido, con respecto a un conjunto de dos píanos 
ortogonales , como el producto de la masa del elemento y las distancias 
perpendiculares (o más cortas) de los planos al elementó. Por ejemplo, 
esta distancia es x al plano y-z y es y al piano .v-z. figura 21-1 . El producto 
de inercia dJ xx para el elemento dm es. por tanto 

dl xv = x y dm 

También advierta que d f yt = <// n .. Integrando sobre toda la masa, el 
producto de inercia del cuerpo para cada combinación de planos puede 
ser expresado como 


■ 

ii 

n 

xy dm 

m 

■rr* 

II 

> 

ti 

yzdm 

m 

> 

M 

II 

'*< 

II 

xz dm 

i» 


( 21 - 2 ) 
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A diferencia del momento de inercia. que es siempre positivo, el pro- 
ducto üe inercia puede ser positivo, negativo o cero. El resultado de- 
pende de los signos de las dos coordenadas deñnitorias. las cuales 
varían independientemente una de otra. En particular, si uno o ambos 
planos ortogonales son píanos de simetría para la masa, el producto de 
inercia con respecto a esos planos será cero. En tales casos, los elemen- 
tos de masa se presentan en pares ubicados a cada lado del plano de 
simetría. En un lado del plano el producto de inercia para el elemento 
será positivo, mientras que en el otro lado el producto de inercia para 
el correspondiente elemento será negativo, y por tanto la suma será 
igual a cero. Ejemplos de esto se muestran en la figura 2 i -2. En el 
primer caso, figura 21-2». el plano y—z es un plano de simetría, y por 
tanto = 0, El cálculo de I y: dará un resultado positivo, ya que 

todos los elementos de masa son ubicados usando sólo coordenadas y 
y z positivas. Para el cilindro, con tos ejes coordenados ubicados como 
se muestra en la figura 21-26, ambos planos x-z y y-z son planos de 
simetría. Así, i xv = : I. x = 0. 


Teoremas de Jos ejes paralelos y de los planos paralelos. Los 
métodos de integración que se usan para determinar el momento de 
inercia de un cuerpo fueron descritos en la sección 17.1. También se 
analizaron métodos para determinar el momento de inercia de un cuerpo 
compuesto, esto es. un cuerpo que consta de segmentos simples, como los 
tabulados en la cubierta interna posterior de este libro. En estos dos casos, 
a menudo se usa el teorema de los ejes paralelos para efectuar los 
cálculos. Este teorema, que fue desarrollado en la sección ! 7. 1 , es usado 
para transferir el momento de inercia de un cuerpo desde un eje que 
pasa por su centro de masa G basta un eje paralelo que pasa por algún 
otro punto. En cuanto a esto, si G tiene coordenadas x c , y G , z c con 
respecto a los ejes ,r, y. z , figura 21-3. entonces las ecuaciones de ios ejes 
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paralelos usadas para calcular los momentos de inercia acerca de tos 
ejes v. z son 



F¡{i* 2t-3 


A* ~ (Av)c; + + z%) 

Ay ~ (Avíe + m (- V C + Zg) 
Az = (A;)c + m(xh + yh) 


( 21 - 3 ) 


Los productos de inercia de un cuerpo compuesto se calculan de la 
misma manera que los momentos de inercia del cuerpo. Sin embargo, aquí 
es importante el teorema de los planos paralelos. Este teorema se usa para 
transferir tos producios de inercia del cuerpo desde un conjunto de tres 
planos ortogonales que pasan por el centro de masa del cuerpo hasta un 
conjunto correspondiente de tres planos paralelos que pasan por algún 
otro punto O. Definiendo las distancias perpendiculares entre los planos 
como a<>-, V Z(j. figura 2 lo, las ecuaciones de los planos paralelos pueden 
escribirse como 


Ay = (Av)c + '«-fo-.Vc 
A >* = (A r)c + niy G z G 
A* - (Av)c; + rnz G x G 


( 21 - 4 ) 


La derivación de estas fórmulas es similar a la dada para las ecuaciones 
de los ejes paralelos en la sección 17.1. 

. o de inercia. Las propiedades inerciales de un cuerpo son 
completamente caracterizadas por nueve términos, seis de los cuales son in- 
dependientes entre sí. Este conjunto de términos se define usando las 
ecuaciones 21-1 y 21 -2 y puede ser escrito como 



El comportamiento dinámico del 
transbordador espacial al orbital - 
la Tierra puede ser previsto sólo 
si sus momentos y productos de 
inercia son conocidos. 


A* 

-A, 

ftt 

-Ax 

Ar 

-£ 

V-Ax 

-Ay 

A, 


Este arreglo se llama tensor de inercia, Tiene un conjunto único de valores 
para un cuerpo cuando se calcula para cada ubicación del origen O y 
cada orientación de Jos ejes coordenados. 

En general, para el punto O podemos especificar una inclinación única 
de ejes para la cual los productos de inercia para el cuerpo son cero al 
calcularlos con respecto a estos ejes. Cuando se hace esto, se dice que el 
tensor de inercia está "diagonalizado" y puede ser escrito en la forma 
simplificada 

/A 0 0\ 

o r v o 

Vo Ó jJ 

Aquí / , = /, T . ¡y — I yv , e — [,. son llamados los momentos principales 
de inercia para el cuerpo, y se calculan a partir de ios ejes principales de 
inercia. De estos tres momentos principales de inercia, uno será un máximo 
y otro un mínimo de los momentos de inercia del cuerpo. 
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La determinación matemática de las direcciones de los ejes princi* 
pales de inercia no se verá aquí (vea e] problema 21-21). Sin embargo, 
hay muchos casos en que los ejes principales pueden ser determinados 
por inspección. En el análisis anterior vimos que si los ejes coordena- 
dos están orientados de manera que dos de los tres planos ortogonales 
que contienen los ejes son planos de simetría para el cuerpo, entonces lo- 
dos los producios de inercia para el cuerpo son cero con respecLo a los 
píanos coordenados, y por tanto los ejes coordenados son ejes principales 
de inercia. Por ejemplo, los ejes x, y, z mostrados en la figura 21-2¿> re- 
presentan los ejes principales de inercia para el cilindro en el punto O . 


Momentos de inercia con respecto aun eje arbitrario. Considere el 
cuerpo mostrado en ía figura 214. donde los nueve elementos deí tensor 
de inercia han sido calculados para los ejes x,y, z con origen en O. Aquí 
deseamos determinar el momento de inercia del cuerpo con respecto al 
eje Oa, para el cual su dirección es definida por el vector unitario u ,. Por 
definición I 0¡ , - J7r din. donde h es la distancia perpendicular desde dm 
hasta Oa. SÍ la posición de dm es ubicada usando r. entonces b = r sen ti. 
que representa la magnitud del producto cruz u lt X r. Por tanto, e! mo- 
mento de inercia puede ser expresado como 

bu ~ | l(u n * r) 1 2 dm = (u„ X r) • (u„ x r) dm 

■*» - m 

Si u a - u x i -b u j + íok y r = xi + yj + zk. de manera que u lV = 

- H¿y)i + («A' — u x z) j + {u K y - entonces, después de sustituir y 

efectuar las operaciones de producto punto, podemos escribir el momen- 
to de inercia como 



bu ~ [WyZ ~ u z y)~ + (u.x - u x z ) 2 + («,}' - UyX) 2 \ dm 

~ tt x (y- + i 2 ) dm + ul I (r + x 2 ) dm + ir. I (,r + y 2 ) dm 

Jfít 

xy dm - 2u y it ; yz dm - 2 u,u x zx dm 

m Jai 


— 2u x iiy x v dm 


Observando que las integrales son ios momentos y productos de inercia 
del cuerpo, ecuaciones 21-1 y 21-2. tenemos 


lou l Xxti X "b lyyUy “b I..U-* 2¿¡ryltyU y ¿.i y -11 - 2/- .ll-l¿ x 


(21-5) 


Entonces, si el tensor de inercia es especificado para los ejes x. y, z, el 
momento de inercia del cuerpo con respecto al eje Oa inclinado puede 
encontrarse usando la ecuación 21-5. Para realizar el cálculo deben 
determinarse los cosenos directores u x , u y , u- de los ejes. Estos términos 
especifican los cosenos de los ángulos coordenados de dirección a.fi, y 
formados entre el eje positivo Oa y los ejes positivos x. y, z. respectiva- 
mente (vea el Apéndice C). 
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EJEMPLO 21.1 



Determine el momento de inercia de la barra doblada mostrada en 
la figura 21-5 íí con respecto al eje A a. La masa de cada uqo de los 
tres segmentos se muestra en ta figura. 

Solución 

Antes de aplicar la ecuación 21-5, es necesario determinar primero 
los momentos y productos de inercia de ia barra con respecto a los 
ejes .v. y, z- Esto se hace usando la fórmula para el momento de inercia 
de una barra esbelta. / = ^ mí 1 , y los teoremas de los ejes paralelos 
y de los planos paralelos, ecuaciones 21-3 y 21-4. Dividiendo la barra 
en tres partes y ubicando el centro de masa de cada segmento, figu- 
ra 21-5 b. tenemos 


4, = + 2(0. 1) 2 ] + [0 + 2(0.2 } 2 J 

+ [¿(4)(0.4) 2 + 4((0,2} 2 + (0.2) 2 )] = 0.480 kg-m 2 

h-y = []V(2)(0.2) 2 + 2(0.1 ) 2 ] + í¿(2)(0.2) 3 + 2({-0.1) 2 += (0.2) 2 )] 

+ 10 + 4((— 0.2) 3 + (0.2 ) 2 )] = 0.453 kg-m 2 
4- = [0 + 0] - Lt^{ 2)(0.2)= +■ 2(0.1)-] + [f 2 (4)(0-4) 2 + 4((-0.2) 2 

+ (0.2) 2 )] = 0.400 kg-m 2 

h y = [0 + Oj + [0 + 0] + [0 + 4( — 0.2 ) (0.2)] - -0.160 kg-m 2 

4: = 10 + 0] + [0 + Oj + fo + 4(0.2) (0.2)] = 0.160 kg-m 2 

l z . x = [0 + 0] +f0 +2(0.2 ){-ü.l)] + f0 + 4(0.2 )(-0.2)] = -0.200 kg-m 2 



fijj, 21-5 


El eje Aa es definido por el vector unitario 
r D — Ü.2i + 0.4j + 0.2k 

u Ao = — = — ^ - -0.4081 + 0.8 16j + G.408k 

r ¡> V (-0.2)- + (0.4) 2 + (Ü.2) 2 

Entonces. 

a, - —0.408 ity = 0.816 u z = 0.408 
Sustituyendo estos resultados en la ecuación 21-5 obtenemos 

1.4ü — 4r U i + 4yUy + 4 ;U 2 - 2 l X yU x U v - 2 /*.»,«. - 2f zx UM I 
- 0.480(— 0.408 ) 2 + (0.453)(0.816) 2 + 0.400( 0.408 ) 2 

- 2(— 0.1 60){ -0.408) (0.816) - 2(0.160)(0.816)(0.408) 

- 2(-0.200){0.408)( -0.408) 

= 0.1 69 kg-m 2 Ri'sp. 
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PROBLEMAS 


Demuestre que la suma de los mamemos de iner- 
cia de un cuerpo. l xx + 7 VV + es independiente de la 
orientación de los ejes x, y, z y depende sólo de La ubica- 
ción del origen. 

2, Determine d momemo de inercia del cilindro con 
respecto al eje a-a. El cilindro tiene masa m. 


a 



Determine el momemo de inercia /. del sólido ge- 
nerado ;ú girar e! área sombreada alrededor del eje x La 
densidad dd material es p — 12 slug/pic'. 


-1-1. Determine el producto de inercia l Mit dd cuerpo 
formado al girar el área sombreada alrededor de la línea 
x - 5 píes. Exprese el resultado en términos de la densi- 
dad p dd material, 

21-5, Determine el momento de inercia / } del cuerpo 
formado al girar el arca sombreada alrededor de la línea 
x = 5 pies. Exprese el resultado en términos de la densi- 
dad p dd material. 


y 

* 3 píes - — « J — 2 pies — - 



Probs. 21-4/5 


Determine por integración directa el producto de 
inercia I y: para el prisma homogéneo. La densidad del 
material es p , Exprese ei resultado en términos de la 
masa m del prisma. 

Determine por integración directa el producto de 
inercia /„. para el prisma homogéneo. La densidad del 
material es p. Exprese el resultado en términos de la ma- 
sa m del prisma. 



Prnb, 21-3 


l'mbs. 21-6/7 
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Determine los radios de giro k x y k v para el sóli- 2M« Determine los elementos del tensor de inercia 

do formado al girar el área sombreada con respecto a! para el cubo con respecto al sistema coordenado x. y, z. 

eje v. La densidad del material es p. La masa del cubo es m. 


4 pies 




Proh, 21-8 


Proli, 21-10 


' Determine el momento de inercia de masa del blo- 
que homogéneo con respecto a su eje x* eeniroidal. La 
masa de! bloque es m. 


Determine los momentos de inercia con respec- 
to a los ejes a + y, z del conjunto de barras. Las barras 
rienen masa de 0.15 kg/m, 





Proli. 21-11 
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Determine el momento de inercia dd cono con 
respecto al eje r'. El peso del cono es de 15 Ib, la altura 
es h — 1.5 pies, y el radio es r — 0.5 pies. 



Pnili. 


: La barra doblada tiene un peso de 1.5 ib /pie. 

Localice el centro de gravedad G(í y) y determine los 
momentos de inercia principales r*. Iy e de la barra 
con respecto a los ejes x\ v\ z f . 



Determine el momento de inerda de la barra de 
í .5 kg y del disco de 4 kg con respecto ai eje z\ 



Determine el momento de inercia /, del conjun- 
to de placas. Las placas tienen peso específico de 6 Ib/pier 

Determine el producto de inercia l vz del con- 
junto de placas. Las placas tienen peso de 6 Ib/píev 



Prob. 21-13 


Probs. 21-lS/lt» 
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21-17. Determine el momento de inercia del cuerpo com- 2M‘J. La pieza metálica consta de una placa A de L5 Ib. 

puesto con respecto al eje aa. El cilindra pesa 20 Ib y cada una placa R de 40 Ib y cuatro barras de 7 Ib cada una. 

semiesfera pesa 10 Ib. Determine tos momentos de inercia de la pieza con res- 

pecio a ios ejes principales x* y. z. 



PrfiÍK 21-19 


Determine el momento de inercia dei conjunto 
de barras v anillo delgado con respecto al eje z, Las 
barras y el anillo tienen masa de 2 kg/m. 


> La barra doblada tiene masa de 4 kg/m. DeLer- 
mine el momento de inercia de la barra con respecto al 
eje Oo> 


y 




rrub.2MK 


Pr»b. ZL-20 
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*21.2 Momentum angular 

En esta sección desarrollaremos las ecuaciones necesarias para determi- 
nar el momentum angular de un cuerpo rígido con respecto a un punto 
arbitrario. Esta formulación nos dará un medio para desarrollar el princi- 
pio del impulso y momentum y las ecuaciones de movimiento rotatorio 
para un cuerpo rígido. 

Considere el cuerpo rígido mostrado en la figura 21-6 V que tiene 
masa m y centro de masa en G. El sistema coordenado X, Y. Z repre- 
senta un marco de referencia inercial, y por consiguiente, sus ejes están 
fijos o se trasladan con velocidad constante. El momentum angular como 
es medido desde esta referencia se calculará relativo ái punto arbitrario 
A. Los vectores de posición r.; y p A se trazan desde el origen de coor- 
denadas hasta el pumo A y desde A hasta la panícula i— ésima del cuer- 
po. Si la masa de la partícula es m r el momentum angular con respecto 
al punto A es 

- p A X m r v ¡: 

donde v, representa la velocidad de la partícula medida desde el siste- 
ma coordenado X. Y, Z. Si el cuerpo tiene velocidad angular tu en el ins- 
tante considerado, v, puede ser relacionada a la velocidad de A aplican- 
do la ecuación 20-7, es decir. 

v, ^ v A + w x p A 

Entonces, 


(H a ), = p A x m¡ {Y A + wX p A ) 

“ X v A + p A X (a> X p A ) m, 


Sumar todas las partículas del cuerpo requiere una integración, y como 
m¡ —* dm. tenemos 


H, = 


( I pA&n) x v ,4 + I Pa x t ítí x PAÍdm (21-6) 
V Jm f -Vn 



11 g* 2 Mi 
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Fig. 21-7 


Pun: o fijo Si A se vuelve un punto fijo O en et cuerpo, figura 2l-7a, 
entonces v.j = 0 y la ecuación 21-(3 se reduce a 



(21-7) 


'■ et i ti o de masa G Si /I está situado en el centro de masa G del cuer- 
po. figura 21-7/). entonces f,„p A dm = 0 y 



* 

H 6 = 

Pa x (ío X p^) dtn 


m 


( 21 - 8 ) 


; ; ¡r t : ai ; : o A. En general. A puede ser algún otro punto distin- 

to de C? o de G. figura 21-7c, en cuyo caso la ecuación 21-6 puede, sin em- 
bargo, ser simplificada a la forma siguiente (vea el problema 21-22). 



H t = pr./A X + 11(7 


(21-9) 


Aquí el momentum angular consta de dos partes -el momento del 
momentum lineal mv c del cuerpo con respecto al punto A sumado 
(vectorialmente) al momentum angular H t; . La ecuación 21-9 puede 
ser usada también para calcular el momentum angular del cuerpo con 
respecto a un punto Fijo O : los resultados, por supuesto, serán los mis- 
mos que los calculados usando la más conveniente ecuación 21-7. 


Componentes rectangulares de H. Para hacer uso práctico de las 
ecuaciones 21-7. 21-8 y 21-9. tenemos que expresar el momentum angu- 
lar en términos de sus componentes escalares. Para esto, es conveniente 
elegir un segundo conjunto de ejes x f y t z con orientación arbitraria relativa 
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a los ejes X, Y, Z. figura 21-7, y para una formulación general, advertimos 
que las ecuaciones 21-7 y 21-8 son ambas de la forma 


H - 


p x ( w x p ) dm 


Si expresamos H. p y w en términos de componentes x. y. y Z. tenemos 


i + H J + HA 


(.vi + vj + zk) X [(tójfi + tüj + tu-k) 




X (.vi + yj + rk)| dm 

Al desarrollar los productos cruz y combinarlos obtenemos 


H x i + H j + ti. k = 


Al. 


-tí). 


(y’ -I- z 2 ) dm - <ft y vy dm — tu. 


xz dm i 


xy dm + tí) y 


(-V 2 + z 


m 


2 ) dm - a). | y 


yz dm 


+ 



1 

■ 

■ 

~(ú x 

zx dm - ú} y 

yz dm + u>j 

(x 2 + y 2 ) dm 

_ d 

m ' J 

m J 

m J 


Igualando las componentes respectivas i, j. k y reconociendo que las 
integrales representan los momentos y ios productos de inercia, obte- 
nemos 


H x ~ I XX Ú) X - h/Úy ~ 

I~l y — ’l" / y /v¿^2 

H- = -l rx O) x - IfyVy + 7;-W z 


(21-10) 


Estas tres ecuaciones representan la forma escalar de las compo- 
nentes i. j. kdeHoO Hcr (dada en forma vectorial por las ecuaciones 
21-7 y 21-8). El momentum angular del cuerpo con respecto al punto ar- 
bitrario A. distinto del punto fijo O o de! centro de masa G. también 
puede ser expresado en forma escalar. Aquí es necesario usar la ecua- 
ción 21-9 para representar p GlA y \ G como vectores cartesianos, efectuar 
la operación del producto cruz y sustituir Las componentes, ecuaciones 
21-10, para H c . 

Las ecuaciones 21-10 pueden simplificarse si los ejes coordenados 
x, V. z se orientan de manera que sean ejes principales de inercia pa- 
ra e! cuerpo en el punto. Cuando se usan estos ejes, los productos de 
inercia I xy = l v - ~ I zx = 0, y si los momentos de inercia principales 
con respecto a los ejes x. y. z son representados como it Í\.t - i\ 

1 e L = I Z r, las tres componentes del momentum angular toman la 
forma 


/ i, — I ¡Al r ii , i ytí) y H. irt^Z 


( 21 - 11 ) 
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El moví míen t<i del astronauta es controla- 
do por el uso de pequeños propulsores d i- 
receionaies sujetos a su traje espacial. Los 
impulsos que proporcionan estos propul- 
sores deben ser especificados cuidadosa- 
mente para impedir la pérdida de estabi- 
lidad y orientación. 


principio del impulso y momentum Ahora que la formulación del 
momentum angular para un cuerpo ha sido desarrollada, el principio de! 
impulso v momentum, como se estudió en la sección 19.2, puede ser usado 
pai a resolver problemas cinéticos que implican fuerzo, velocidad y tiempo. 
Para este caso, se dispone de las siguientes dos ecuaciones vectoriales; 


( 21 - 12 ) 


( 21 - 13 ) 


n tres dimensiones, cada término vectorial puede ser representado mé- 
tante Eres componentes escalares, y por tanto puede escribirse un total 
de seis ecuaciones escalares. Tres ecuaciones relacionan el impulso lineal 
con el momentum lineal en las direcciones x t y, z. y las otras tres relacio- 
nan el impulso angular del cuerpo con el momentum angular sobre los 
ejes x.y z. Antes de aplicar las ecuaciones 21-12 y 21-13 a la solución 
de problemas, convendría que el lector repasara el material presentado 
en tas secciones 19.2 y 19.3. 



*21,3 Energía cinética 



Fia. -l-x 


Y 


Para aplicar el principio del trabajo y la energía a la solución de proble- 
mas que implican el movimiento general de un cuerpo rígido, es necesa- 
rio I bmmlar primero expresiones para la energía cinética del cuerpo. Con 
respecto a esto, considere el cuerpo rígido mostrado en la figura 23-8. que 
tiene masa m \ centro de masa en G. La energía cinética de la partícu- 
la i-ésima del cuerpo con masa nt¡ y velocidad v,. medida con relación 
al marco de referencia inercial X, Y. Z, es 

- \m ,vj = |m,(vv f ) 

Si la velocidad de un punto arbitrario A en el cuerpo es conocida, 
puede ser relacionada con mediante la ecuación v, = v., q - x p 

donde to es la velocidad angular del cuerpo, medida desde el sistema coor- 
denado A, Y, Z, y p A es un vector de posición dibujado desde A hasta i. 
Usando esta expresión para v,. la energía cinética para la partícula puede 
ser escrita como 

T, — 2 ,n ¡( v A + (*t X p A ) • (v^ + to x p A ) 

- ■ y,j) nt¡ + v a ‘ {** * Pa) M j + t(w x p , j • (to x Pa j ,u. 

La energía cinética para todo el cuerpo se obtiene sumando las energías 
cinéticas de todas ías partículas del cuerpo. Esto requiere una integra- 
ción. y como m, — * dm, obtenemos 


7 ~ 2 m ( v ^ * v /t) + v a ’ U x Pa dntj + \ í (to X p A ) . ( w x p A ) dtu 

* hn 

El último término a la derecha puede ser reescrito usando la identidad 
vectorial a x b ■ c = « ■ b X c. donde a = tu. b = y c = tu x p ,, El 
resultado fina l es 
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T = + v a -Uú X 


[oy X p A dm) 

\ Jtn * 


+ ^ ü) • 


p A x [a x p^) dm (21-14) 


Esta ecuación rara ve/, se usa debido a Los cálculos que implican las 
integrales. Sin embargo, las operaciones se pueden simplificar cuando el 
punto de referencia A es un punto fijo O o el centro de masa G. 


pjjr.to fijó Si A es un punto fijo O en el cuerpo, figura 21-7 íj. en- 
tonces v A - 0. y usando la ecuación 21 -7. podemos expresar la ecuación 
21-14 como 


T = ^ (o ■ Hfj 


L 


Si los ejes x f y, z representan los ejes principales de inercia para el cuer- 
po, entonces to — wj + w j 4- w-.lt y H q = / r w,i + / v wj + /-w.k. Sustitu- 
yendo en la ecuación anterior y efectuando las operaciones de producto 
punto resulta 


T — + |/y Wj, + \ Líü\ 


(21-15) 


Centro de nía sa G Si A está situado en el centro de masa G del cuerpo, 
figura 21 -Ib, entonces fp A dm - ü y. usando laecuación 21-8. podemos es- 
cribir la ecuación 21-14 como 


T - kmvp + U'Hc 


De manera similar que para un punto fijo, el último término en el lado 
derecho puede ser representado en forma escalar, en cuyo caso 


T - + y / v Wy + |/.w: (21-16) 


Aquí se aprecia que la energía cinética consta de dos parles: la energía 
cinética traslacional del centro de masa. s mt- 2 G . y la energía cinética 
rotacional del cuerpo. 


Principio de? trabajo y la energía. Una ve/ formulada la energía ci- 
nética para un cuerpo, el principio del trabajo y la energía puede ser apli- 
cado para resolver problemas cinéticos que implican fuerza , velocidad y 
desplazamiento. En este caso, sólo una ecuación escalar puede ser escrita 
para cada cuerpo, esto es. 


T\ + SÍ/,_ 2 - T 2 


(21-17) 


Antes de aplicar esta ecuación, es aconsejable repasar el material pre- 
sentado en el capítulo 18. 
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EJEMPLO 21,2 





La barra mostrada en la figura 21-9 a tiene un peso de 1.5 Ib/pie, De- 
termine su velocidad angular justo después que el extremo 4 se inser- 
ta en el gancho colocado en F. El gancho proporciona una conexión 
permanente para la barra debido al mecanismo S de cerradura de gol- 
pe. Justo antes de golpear el gancho ¡a barra está cayendo con rapidez 
(%)i = 10 pies/s. 

Solución 

El principio del impulso y momentum será usado va que ocurre un 
impacto. 

Figura 21-96. Durante el corto 
tiempo Ar, la fuerza impulsiva F que actúa en ,4 cambia el momentum 
de la barra. (El impulso generado por el peso W de la barra durante 
este tiempo es pequeño comparado con JF di, por lo que se despre- 
cia, es decir, el peso es una fuerza no impulsiva.) Por consiguiente, el 
momentum angular de la barra re conserva con respecto al punto A 
ya que el momento de JF di sobre A es cero. 

La ecuación 21-9 debe usar- 
se para calcular el momentum angular de la barra, ya que A no es un 
pumo fijo sino hasta después de la interacción con el gaucho. Enton- 
ces, con referencia a la figura 21-96, (H^), = (H A ) 2 . o” 

* »i(%)t - r cía X m(v G )i + (H c ), (i) 

A partir de. la figura 21-%, r G M - {-0.6671 + 0.5j} pies. Además, los 
ejes con primas son ejes principales de inercia para la barra porque 
**y “ Av - /;•, = 0. Por tanto, a partir de las ecuaciones 21-1 1, (H a ), 
— E A*\j + L'W ; k. Los momentos de inercia principales son 
k “ 00272 s] üg * pie*. Iy = 0.0155 sí ug • pie 2 . L> = 0.0427 slug - pie 2 
(vea el problema 21-13). Sustituyendo en la ecuación 1, tenemos 

(-0.1*71 + 0.5)) x [(^|)(-^W 

+ 0.0272íií r i + 0. 0155o* jj + 0.0427 w.k 

Desarrollando e igualando las respectivas componentes i. j y k se 
obtiene 

-0.699 - -Q.0699(%) 2 + 0,02 72<li j (2) 

-0.932 = - 0.0932 ( %) 2 + 0.0155o», 

0 - 0.0427a*. 

Hay cuatro incógnitas en las ecuaciones anteriores; sin 
embargo, se puede obtener otra ecuación relacionando <o con (v g )t 
mediante cinemática. Como to- — 0 (Ec. 4) y después del impacto la 
barra gira con respecto al pumo fijo A. la ecuación 20-3 puede ser 
aplicada, en cuyo caso (v c ), = wx r 6 , o 

_ (L'(;);k = ( ü* v i + oi v j) x (—0.6671 -f 0.5j) 

(tte) 2 ~ 0.5(0, + 0.667o* v (5) 

Resolviendo simultáneamente las ecuaciones de la 2 a la 5 resulta 
( v o-)2 { 8-4 Ik) pies/s co - { -4.09Í - 9.55j } rad/s 


(— 0.667Í + 0.5j) X 




(3) 

(4) 
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EJEMPLO 21,3 


Una torca de 5 N * m es aplicada a la flecha vertical CD que se mues- 
tra en la figura 21-iOn, la cual permite que el engrane A de 10 kg gire 
libremente alrededor de CE. Suponiendo que el engrane A pane del 
reposo, determine la velocidad angular de la flecha CD después que 
ésta ha efectuado dos revoluciones. Desprecie la masa de la flecha CD 
y del eje CE y suponga que el engrane A puede ser aproximado por 
un disco delgado. El engrane B está fijo. 

Solución 

El principio del trabajo y la energía puede ser usado para encontrar la 
solución. ¿Por qué? 

Si la flecha CD. el eje CE y el engrane A son considerados 
como un sistema de cuerpos conectados, sólo trabaja el par aplicada 
M. Para dos revoluciones de CD, este trabajo es SC/ji “ (5 N • m)(4ir 
rad) = 62.83 X 

Como el engrane está originalmente en reposo, su 
energía cinética inicial es cero. Un diagrama cinemático para el engra- 
ne se muestra en la figura 21-106. Si la velocidad angular de CD se 
toma como <u tD , entonces la velocidad angular del engrane A es to A - 
-i- oi CF . El engrane puede ser imaginado como una porción de un 
cuerpo extendido sin masa que está rolando con respecto ai pumo fi- 
jo C. El eje instantáneo de rotación para este cuerpo está a lo largo de 
la línea CH, porque ambos puntos C y H sobre el cuerpo (engrane) tie- 
nen velocidad cero y, por tanto, deben encontrarse sobre este eje. Esto 
requiere que las componentes oí cd y ío cf estén relacionadas median- 
te la ecuación woj/ 0.1 m = oíc^/O. 3 m o it> C F_ - 3 wto- Entonces, 



V 


X 


E 

0.3 m 



Eje inuimUttieu 
de rotación 




H* 21*10 


— —&ce* + toepk — -3ü) CD ¡ -t tu CD k (1) 

En la figura 21-lQei, los ejes x. y. z representan ejes principales de 
inercia en C para el engrane. Como el punto C es un punto fijo de ro- 
tación. la ecuación 21-15 puede ser apLicada para determinar la ener- 
gía cinética, esto es, 

T = \lX + \lyt4 + \lA (2) 

Usando el teorema de los ejes paralelos, los momentos de inercia del 
engrane con respecto al punto C son los siguientes: 

/ x = |(10 kg) (0.1 m) 2 = 0.05 kg • nr 

/,. = /. = j(10kg)(0.1 m) 2 + ]0kg(0.3m) : - 0.925 kg*m 2 

Como w x = - 3c ú cd , u)y = 0, a). - m CI ), la ecuación 2 se convierte en 


T a = ^(O.OSK^rjo) 2 + 0 + i(0.925)(a» rí >) 2 = O.6875u¿ 0 

Aplicando el principio del traba- 
jo y la energía, obtenemos 

n + 2í/,_ 2 = t 2 

0 + 62.83 - 0 . 6875*^0 
cn rD - 9.56 rad/s 
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PROBLEMAS 

Si un cuerpo no contiene pinnas de simetría, los 
momentos de inercia principales pueden ser determinados 
matemáticamente. Para mostrar cómo se hace esto, consi- 
dere el cuerpo rígido que está girando con velocidad am 
guiar «y, dirigida a lo largo de uno de sus ejes principales 
de inercia. Si el momento de inercia principal con respec- 
to a este eje es /, d momenuim angular se puede expresar 
como H =- Iü) = Iw T \ + + Jm z k.Las componentes de 

H pueden expresarse también mediante las ecuaciones 
21-10, donde el tensor de inercia se supone conocido. 
Iguale las componentes i, j y k de ambas expresiones 
para H y considere que ut x , y w, son desconocidas. La 
solución de esas tres ecuaciones se obtiene siempre que 
el determinante de los coeficientes sea cero. Demuestre 
que este determinante, al ser desarrollado, conduce a la 
ecuación cúbica 

/3 ^ (4, + V+ h z )! 2 * (Lfyy + ly¿ zz + I.J„ 

~ i\y ~ ~ - f l tx I vv L. - 2 íjylyJ,, 

~ 4 xlyz ~ hylzx ~~ Vtt) = ® 

Las tres raíces positivas de /.obtenidas de la solución de 
la ecuación, representan los momentos de inercia princi- 
pales [y e L , 


Demuestre que si el momentum angular de un 
cuerpo es determinado con respecto a un punto arbitra- 
rio A, entonces puede sct expresado mediante la 
ecuación 21-9. Esto requiere sustituir p A — p 0 + p c 
en la ecuación 21-6 y desarrollarla, observando que J'p E7 
dm - 0 por definición del centro de masa y v<, - v., + 
" x PCiA- 


Z 



El engrane A de 2 kg rueda sobre el engrane C 
de placa fija. Determine la velocidad angular de la barra 
OB cotí respecto al eje z después que rota una revolu- 
ción con respecto al eje z. partiendo dd reposo. Sobre la 
barra actúa el momento constante M — 5 N ■ m. Despre- 
cie la masa de la barra OB. Suponga que el engrane A es 
un disco uniforme con radio de 100 mm. 



y 



rroli. 21-21 


l'ruh. 2 1-23 
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i 1- La harta AB tiene un pesa de 6 Ib y está unida 
a do* collarines lisos en sus pumos extremos por medio 
de juntas esféricas, Si d collarín A se está moviendo hada 
ahajo con rapidez de S pies/s, determine la energía ciné- 
tica de la barra en el instante mostrado. Suponga que en 
este instante la velocidad angular de la barra está dirigi- 
da perpcndicularmcnte al eje de la barra. 

Ene] ínstame mostrado el collarín ubicada en A 
sobre la burra Afí de 6 Ib tiene velocidad v A = 8 pies/s. 
Determine la energía cinética de la barra después que el 
collarín ha descendido 3 pies. Desprecie la fricción y el es- 
pesor de la barra. Desprecie la masa del collarín si éste se 
encuentra unido a la barra por medio de juntas esféricas 



2hM El cono tiene masa m y rueda sin deslizar sobre 
la superficie cónica de manera que tiene velocidad angular 
con respecto al eje vertical de «a. Determine la energía 
cinética del cono debida a este movimiento. 


La barra pesa 3 Ib/pie y está suspendida de cuer- 
das paralelas colocadas en A y B. Si la barra tiene velo- 
cidad angular de 2 rad/s ton respecto al eje ^ en el ins- 
tante mostrado, determine qué tan alto se encuentra su 
centro en el instante en que deja momentáneamente de 
oscilar. 



Prnl*. 21-27 


■ El disco de 5 kg está conectado a la barra esbel- 
ta de 3 kg, Si el conjunto se encuentra unido a una junta 
esférica en .4 y es aplicado el momento de par de 5 N * m, 
determine la velocidad angular de la barra con respecto al 
eje z después que el conjunto ha efectuado dos revolucio- 
nes sobre el eje z partiendo del reposo. El disco rueda sin 
deslizar. 

El disco de 5 kg está conectado a la barra esbel- 
ta de 3 kg. Si el conjunto se encuentra unido a La juma 
esférica en A y el momento de par de 5 N ■ m le da una 
velocidad angular con respecto al eje ¿ de ¿a, = 2 rad/s, 
determine la magnitud del momentum angular del con- 
junto con respecto a A. 



F.nih» 21-26 


Fruta. 2t~2H/29 
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•}u. La placa circular tiene un peso de 19 Ib y diá- 
metro de 1.5 pies. Si es liberada del reposo y cae hori- 
zontalmente 2.5 píes sobre el gandío colocado en S. que 
le proporciona una conexión permanente, determine la 
velocidad del centro de masa de la placa justo después 
que se efectúa la conexión con el gancho. 


La barra AB tiene un peso de 6 Ib y en sus extre- 
mos está unida a dos coLlarines lisos por medio de juntas 
esféricas. Si eí collarín A se está moviendo hacia abajo 
con rapidez de 8 pies/s cuando z = 3 pies, determine la 
rapidez de A en el instante z = 0. El resorte tiene longitud 
no estirada de 2 pies. Desprecie la masa de los collarines. 
Suponga que la velocidad angular de la barra AB es per- 
pendicular a su eje. 



Prnk 21-Mi 



El disco delgado de 2 kg está conectado a fa barra 
esbelta fija a la junta esférica en el punto A. Si se libera 
del reposo en la posición mostrada, determine el giro del 
diuca con respecto a la barra cuando d disco alcanza su 
punto más bajo. Desprecie la masa de la barra. El disco 
rueda sin deslizar. 



El disco circular tiene un peso de 15 Ib y está 
montado sobre la flecha AB a un ángulo de 45 c con la 
horizontal. Determine la velocidad angular de la flecha 
cuando r = 3 s sí se le aplica una torca constante M — 2 Ib 
■ pie. Originalmente la flecha está girando a a?| = 8 rad /& 
cuando él par es aplicada. 

i 

El disco circular tiene un peso de 15 Ib y está 
montado sobre la Hecha AB a un ángulo de 45" con la 
horizontal. Determine la velocidad angular de la flecha 
cuando i - 2 s si se lé apLica una torca M — f4e' u ') Ib * 
pie, donde í está en segundos, Originalmente la flecha es- 
tá girando a = 8 rad/s cuando el paT es aplicada. 



0.8 pies 


m 


= 8 rad/s 


Pirulí- 21-31 


Fruta. 21-33/34 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Problemas 573 


La placa rectangular de 15 kg puede rotar li- 
bremente alrededor del eje y gradas a las chumaceras 
colocadas en A y U. Cuando la placa está en equilibrio 
en el plano vertical, una bala de 3 g es disparada hacia 
1 ella, perpendicularmeme a su superficie, coa velocidad 

v = { — 20001 } m/s- Calcule la velocidad angular de la 
placa en el instante en que ha girado 180°, Si la bala 
golpea la esquina D con la misma velocidad v, en vez 
del punto central C. ¿es igual la velocidad angular re- 
sultante? ¿Por qué sí o por qué no? 



I 


ProLu 21-35 


La placa de L5 Ib está sometida a una fuerza F — 
8 Ib que siempre se encuentra dirigida perpend iculamiem 
te .a la cara de la placa. Sí originalmente la placa está en 
reposo, determine su velocidad angular después que ha ro- 
tado una revolución (360°), La placa está soportada por 
medio de juntas esféricas en los punios A y B 



Prnbp 21-37 


La barra doblada está sostenida en e! punto G me- 
diante una junta esférica. Cada segmento tiene masa de 0,5 
kg/m. Si la barra se encuentra originalmente en reposo y 
se aplica un impulso I - { — Sk } N - s en D. determíne la 
velocidad angular del conjunto después del impacto. 


La cápsula espacial tiene masa de 3,5 Mg v sus ra- 
dios de giro son k t = k : = 0.8 m y A\ - 0,5 m. Si está via- 
jando con velocidad v r; = {ftOQj} m/s, calcule su velocidad 
angular justo después que es golpeada por un meteorito 
con masa de 0,60 kg y velocidad V m = { — 2ÜOi - 4Uííj + 
2Ü0k } m /'si Suponga que el meteorito se empotra en la cáp- 
sula en el punto A y que inicialmente la cápsula no tiene 
velocidad angular. 



x 



Prob. 21—36 


Pmb, 21-38 
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*21.4 Ecuaciones de movimiento 

Una vez familiarizados con los procedimientos que se usan para describir 
las propiedades inerciales y el momenlum angular de un cuerpo, pode- 
mos escribir las ecuaciones que describen ei movimiento del cuerpo en 
sus formas más útiles. 


Ecuaciones del movimiento traslaciona!. El movimiento traslacio- 
nai de un cuerpo se deíine en términos de la aceleración del centro de 
masa del cuerpo, la cual se mide desde un marco de referencia inercia I X, 
Y.Z. La ecuación del movimiento traslaciona! para el cuerpo puede ser 
escrita en forma vectorial como 


-F — ma G 


( 21 - 18 ) 


o por las tres ecuaciones escalares 


SF,. = m(a c ) x 
2F y = m{a G ) y 
2F. = m(a G ). 


( 21 - 19 ) 


Aquí, 1F - IF, i + I/\j + 2FM representa la suma de todas las fuer- 
zas externas que aclüan sobre el cuerpo. 


Ecuaciones de^ movimiento rotacional. En la sección 15.6 desarro- 
llamos la ecuación 15-17. 


IM 0 = H (> 


(21-20) 



la cual establece que la suma de los momentos con respecto a un pun- 
to fijo O de todas las fuerzas externas que actúan sobre un sistema de 
partículas (contenidas en un cuerpo rígido) es igual a la razón de cam- 
bio con respecto al tiempo del momentum anguiar total del cuerpo con 
relación al punto O. Cuando los momentos de las fuerzas externas que 
actúan sobre las partículas son sumados con respecto al centro de masa 
G del sistema, se obtiene de nuevo la misma forma simple de la ecua- 
ción 21-20, la cual relaciona la suma de momentos IM G con el momen- 
tum angular H c ,. Para demostrar esto, considere el sistema de partículas 
que aparece en la figura 21-11, donde X. Y. Z representa un marco de 
referencia inercial y los ejes.v. y. ’.con origen en G.se trasladan con res- 
pecto a este marco. En general. G está acelerando, así que por defini- 
ción el marco en traslación no es una referencia inercial. El momentum 
angular de la partícula i — ésima con respecto a este marco es. 


(Fl/Jc; - tac, x ™¡y í/c 

donde r ¿ . r; y v ¿/r, representan la posición relativa v la velocidad relativa de 
la partícula /-ésima con respecto a G . Tomando la derivada con respecto 
al tiempo, tenemos 

(H,)*,- = t (jg x m Xhc + ti/a x "hX/a 
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Por definición. y¡¡c = iw. Entonces, el primer término de! lado dere- 
cho es cero ya que el producto cruz de vectores iguales es cero. También. 
a. 7 G - por lo que 

(Hiíc; = (r¡ !G x m^a) 

Expresiones similares pueden ser escritas para las otras partículas del 
cuerpo. Cuando se suman los resultados, obtenemos 

H rr = 2(ty c x m,a ifG ) 

Aquí es la razón de cambio con respecto al tiempo deí momentum 
angular total del cuerpo calculado con relación al pumo G. 

La aceleración relativa de la i — ésima partícula es definida por la ecua- 
ción a, y; - a, - a G . donde a¡ y a fl - representan, respectivamente, las ace- 
leraciones de la panícula i — ésima y del punto G medidas con respecto 
al marco inercia l de referencia. Sustituyendo y desarrollando, y usando la 
propiedad distributiva del producto cruz vectorial, obtenemos 

H(j = — ( ri/G '*■ ní ¡ a i) — ( x ag 

Por definición deí centro de masa, la suma pbm¡ i¡¿q) = (Sm¡)r es igual 
a cero, ya que el vector posición r relativo a G es cero. Por consiguien- 
te. el último término en la ecuación anterior es cero, Usando la ecuación 
de movimiento, el producto m, a ( puede ser reemplazado por la fuerza 
externa resultante F, actuando sobre la partícula t-ésima, Denotando 
SM (; = (Sr, /{7 x F/). el resultado final puede escribirse como 

XM g « H g (21-21) 

La ecuación rotacional de movimiento para el cuerpo será desarrollada 
ahora ya sea a partir de la ecuación 21-20 o de la 21-21. Con relación a 
esto, las componentes escalares del momentum angular H 0 o H r , son 
definidas mediante las ecuaciones 21-10 o, si se usan ejes de inercia prin- 
cipales en los puntos O o G, mediante las ecuaciones 21-11. Si estas com- 
ponentes son calculadas con respecto a ejes .y. y» 2 que están girando a 
velocidad angular fl. la cual puede ser diferente de Ja velocidad angular 
tu del cuerpo, entonces la derivada con respecto al tiempo H - t/H idt, 
como es usada en las ecuaciones 21-20 y 21-21. debe tomar en cuenta la 
rotación de los ejes x . y. z como se mide desde los ejes inerriales X. Y . Z. 
Por consiguiente, la derivada con respecto al tiempo de H debe ser deter- 
minada a partir de la ecuación 20-6. en cuyo caso las ecuaciones 21-2Ü y 
21-21 se convierten en 

L M ¿i = (Ho)jj¡ + ft X Hfj 

SM (7 = fjk G ) m + Ox H c (21-22) 

Aquí (H) 1V . es la razón de cambio con respecto al tiempo de H medida 
desde la referencia jc.y, z. 

Hay tres maneras en que podemos definir el movimiento de los ejes 
.y. y, z. 

Naturalmente, el movimiento de esta referencia debe elegirse de ma- 
nera que dé el conjunto más simple de ecuaciones de momento para en- 
contrar la solución de un problema en particular. 
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Ejes v i , con movimiento > - Si e! cuerpo tiene movimiento ge* 
neral. Los ejes x,\\ z pueden ser elegidos con origen en C. de tal forma que 
los ejes sólo re trasladen con respecto al marco de referencia inercia! X. Y, 
Z. Haciendo esto se simplificaría la ecuación 2 1 *22, ya que fi = 0. Sin em- 
bargo, el cuerpo puede tener una rotación to con respecto a estos ejes, y por 
tanto los momentos y productos de inercia del cuerpo tendrían que ser ex- 
presados como Junciones del tiempo. En la mayoría de los casos esto sería una 
tarea difícil, por fo que una selección tal de ejes tiene un valor limitado. 

• • con , i. 1 Los ejes ¿.y, z pueden ser elegidos 

de mañera que estén fijos en y se muevan con el cuerpo. Los momentos y pro- 
ductos de inercia del cuerpo con respecto a estos ejes serán constantes du- 
rante el movimiento. Como íl = w.las ecuaciones 21-22 loman la forma 

-Mo = (Ho)xjs + &> X H (; 

ZMo - (H c )„. 4 „ x H (f (2l ’ 23) 

Podemos expresar cada una de estas ecuaciones vectoriales como tres 
ecuaciones escalares usando las ecuaciones 21-10. Despreciando ios 
subíndices O y G resulta 

“ — { fyv ~ L) W V W : “ l X y£&y - ttí 7 üJ , ) — ¡y-(<0~ v — ftjij) 

“ ízxfaz + «W) 

SAÍ, = Tyyá*y ~ (L- ~ ~ /^(íü. ~ W^,) ~ /„ ( ~ 

- (21-24) 

1M. - / r ,¿>, - (I xx - lyJtOjtWy - I lx {w x — ta/ú z ) - /xyitol - <al) 

- I yz (ü y + 

Observe que para un cuerpo rígido simétrico con respecto al plano de 
referencia x-y. y experimentando movimiento plano general en este 
plano, I IZ = l vz = 0. y u r = tu, - du> x /dr = dto y /dt = 0. Las ecuacio- 
nes 21-24 se reducen a la forma 5Af, = SA/ V = {), y - l..a. (donde 
«- — ¿í-). la cual esencialmente es la tercera de las ecuaciones 17-16 o 
17-17 dependiendo de la selección de! punto O o del C para sumar 
momentos. 

Si los ejes .t, y. z se eligen como los ejes principales de inercia, los 

productos de inercia son cero, /„ - l x . etc., y las ecuaciones 21-24 se re- 

ducen a la forma 


— M x " /,ó» r — ( /,, — Ljúiytú., 

SJtfy — J v ¿) v . — ( l z — 

SAZ. = i¿a z -(•/,- I v )(tí K ú} y 


(21-25) 


Este conjunto de ecuaciones se conocen históricamente como las ecua- 
ciones de movimiento de Eider, en honor del matemático suizo Leon- 
hard Euler. quien fue el primero en desarrollarlas. Estas ecuaciones 
son aplicables sólo para momentos sumados con respecto al punto O 
o al G. 
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Al aplicar esas ecuaciones debe ser claro que ¿¡ y , ¿i. representan las 
derivadas con respecto al tiempo de las magnitudes de las componentes 

x. y. z de oj como son observadas desde el marco x, y, z. Ya que los 
ejes x, y , z están rotando a Í1 = w. entonces, de la ecuación 20-6, debe 
observarse que ¿o — i ) sv , + oj x m. Como w x u = 0 . á - 

Este importante resultado indica que la requerida derivada con respec- 
to al tiempo de oj se puede obtener encontrando primero las componen- 
tes de t-j a lo largo de los ejes x, y. z. cuando estos ejes están orientados 
en una posición general, para luego tomar la derivada con respecto al 
tiempo de las magnitudes de estas componentes, esto es, (¿j ) AV ,. o bien 
encontrando la derivada con respecto a! tiempo de to sobre los ejes X, 

y. Z. es decir, o> . para determinar entonces las componentes to r . ¿ v , 

En la práctica, generalmente es más fácil calcular w r . « v . después de 
encontrar ¿a. Vea el ejemplo 21-5. 


Ejes y, ; con movim orno Para simplificar los cálculos de la 

derivada con respecto al tiempo de oj. a menudo es conveniente elegir los 
ejes.i'. y. ’ con una velocidad angular 0 que sea diferente de la velocidad 
angular oj del cuerpo. Esto es particularmente apropiado para el análisis 
de trompos rotatorios y giróscopos que son simétricos con respecto a sus 
ejes de giTO.* Cuando es este el caso, los momentos y productos de iner- 
cia permanecen constantes durante el movimiento. 

Las ecuaciones 21-22 son aplicables para un conjunto tal de ejes selec- 
cionados. Cada una de estas dos ecuaciones vectoriales puede ser reduci- 
da a un conjunto de tres ecuaciones escalares que se derivan de manera 
similar a las ecuaciones 21 -25.+ esto es. 


— m v — i xói x — 2j,n - ío v + /.n 
SA/ y . = fyúiy - Líl t w- + / v 0uli t 
— - óf - /,(Ü- / A O — T / , . ^ O) ^ 


( 21 - 26 ) 


Aquí Í2¿, lly, 0. representan las componentes a. y, z de 0 medidas desde 
el marco de referencia inercia I. y ¿ v . w- deben ser determinadas con 
respecto a los ejes x. y, z que tienen la rotación 0. Vea el ejemplo 21-6. 

Cualquiera de estos conjuntos de ecuaciones de momento, ecuaciones 
21-24. 21-25 o 21-26, representa una serie de tres ecuaciones diferencia- 
les no lineales de primer orden. Estas ecuaciones están "acopladas” ya 
que las componentes de velocidad angular se encuentran presentes en 
todos los términos. El éxito en determinar la solución para un problema 
en particular depende, por tanto, de lo que sea desconocido en estas ecua- 
ciones. Naturalmente que surgen dificultades cuando se intenta encon- 
trar las componentes desconocidas de tu. dados los momentos externos 
como funciones del tiempo. Complicaciones adicionales pueden surgir si 
las ecuaciones de momento están acopladas a las tres ecuaciones esca- 
lares de movimiento LraslacionaL ecuaciones 21-19. Esto puede suceder 


577 


*En la sección 21.5 se presenta uti análisis detallado de tales dispositivos. 
tVea el problema 2141. 
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debido a la existencia de restricciones cinemáticas que relacionan la 
rotación del cuerpo con la traslación de su centro de masa, como en el 
caso de un aro que rueda sin deslizar. Los problemas que necesitan la so- 
lución simultánea de ecuaciones diferenciales requieren generalmente la 
aplicación de métodos numéricos con la ayuda de una computadora. Sin 
embargo, en muchos problemas de ingeniería se requiere determinar los 
momentos aplicados que actúan en el cuerpo dada información acerca 
del movimiento del cuerpo. Afortunadamente, muchos de estos tipos de 
problemas tienen soluciones directas y entonces no hay necesidad de re- 
currir a técnicas de computadora. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Los problemas que implican movimiento tridimensional de un cuer- 
po rígido pueden ser resueltos usando el siguiente procedimiento. 

Diagrama de cuerpo Ubre. 

Dibuje un diagrama de cuerpo libre del cuerpo en el instante con- 
siderado y especifique el sistema coordenado x.v.z. El origen de 
este marco de referencia debe estar situado en el centro de masa 
G del cuerpo. o en el punto O , considerado fijo en un marco de re- 
ferencia inercial y ubicado en el cuerpo o sobre una extensión sin 
masa del cuerpo. 

Las fuerzas reactivas desconocidas se pueden mostrar con un sen- 
tido de dirección positivo. 

Dependiendo de la naturaleza del problema, decida qué tipo de 
movimiento rotatorio íi debe tener el sistema coordenado x,y, z , 
esto es. fí = 0. f] = a>. o íi / to, AI elegir, debe recordarse que 
las ecuaciones de momento se simplifican cuando los ejes se mue- 
ven de tal manera que representan ejes principales de inercia para 
el cuerpo en todo momento. 

Calcule los momentos y productos de inercia necesarios para el 
cuerpo relativos a los ejes x. y , z. 

Cinemática. 

Determine las componentes x. y, z de la velocidad angular del cuer- 
po y calcule las derivadas con respecto al tiempo de to. 

Observe que si £1 = to. entonces to ~ ( ¿o ) rw , y podemos encontrar 
las componentes de ío a lo largo de los ejes x. y, z cuando los ejes 
están orientados en una posición general, y luego lomar la deriva- 
da con respecto al tiempo de las magnitudes de estas componen- 
tes. ñ xyt ; o bien podemos encontrar la derivada con respecto al 
tiempo de to sobre los ejes X. Y. Z. co, y luego determinar las com- 
ponentes ¿ v * ¿i v , ¿> T . 

Ecuaciones de movimiento. 

Aplique las dos ecuaciones vectoriales 21-18 y 21-22, o las seis 
ecuaciones de componentes escalares apropiadas para los ejes 
coordenados je, y. z elegidos para el problema. 
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El engrane mostrado en la figura 21-1 2a tiene masa de 10 kg y está 
montado a un ángulo de 10" con una flecha rotatoria de masa insig- 
nificante. Si /, = 0.1 bg ■ m\ I x = / y = 0.05 kg * m 2 , y la flecha está 
rotando con velocidad angular constante de tu = 30 rad/s. determine 
las reacciones que las chumaceras de soporte A y B ejercen sobre la 
flecha en el instante mostrado. 
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Solución 

Figura 21-12&. El origen del sistema coor- 
denado x, y. i está situado en el centro de masa G del engrane, que 
es también un punto fijo. Los ejes están fijos en el engrane y giran con 
él, ya que estos ejes siempre representarán los ejes principales de iner- 
cia del engrane. Por consiguiente íl = tu. 

Como se muestra en la figura 21-1 2c, la velocidad an- 
gular lo del engrane es constante en magnitud y siempre está dirigida 
a lo largo del eje de la flecha A B. Como este vector se mide desde el 
nTarco de referencia inercial X. Y , Z, para cualquier posición de los 
ejes x, y, z, 

£Uj = 0 üJ Y — —30 sen 10° tu- - 30 eos 10 r 

Estas componentes permanecen constantes para cualquier orienta- 
ción geneTal de los ejes x, y, z. por lo que — 0. Observe 

también que como fl = tu. entonces tu - (¿j)^ y podemos encontrar 
estas derivadas con respecto al tiempo relativas a los ejes A\ V, Z. Con 
respecto a esto tu tiene una magnitud y dirección (+Z) constantes y 
entonces ¿i = 0. por lo que w x = ¿> v - w. = 0. Además, como G es un 
punto fijo, (0,5)4, = (n G ) v = (fl G ); = 0. 

Aplicando las ecuaciones 21-25 (XI = tu) 

se obtiene 

2 Aí, = /,tu, — (7 V — I.)njyio z 

—(Ay) (0.2) + (Ay) (0.25) - 0 - (0.05 - 0.1)(-30sen 10°) (30 cos l0 ü ) 

—0.2 A v + 0.25 By ® -7.70 (1) 

2A/ y = ly Úy -(■/,- 

A^(0.2) eos 10" - B v (0.25j eos 10° = 0 + 0 

A x = t-2 5B X (2) 

2 M. = Liú, — (l s — l^UiytOy 

A x ( 0.2) sen 10 - B x (0.25) sen 10 ’ = 0 + 0 
A x 1.25 B x 

Aplicando las ecuaciones 21-19, tenemos 

2 F x = m(a G ) x ; A x + B x = 0 (3) 

2Fy = tn(ac}y\ Ay + By — 98.1 = 0 (4) 

2F¿ = m{a a )z ; 0 = 0 

Resolviendo simultáneamente las ecuaciones de la 1 a la 4 resulta en 
A x = B x = 0 Ay = 71.6 N By = 26.5 N 
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21.5 


El avión mostrado en la figura 21 -13a está efectuando una vuelta 
horizontal a razón de m p . Durante este movimiento, la hélice del avión 
está girando a razón de tu f . Si la hélice tiene dos aspas, determine los 
momentos que el eje de la hélice ejerce sobre la hélice en el instante 
en que las aspas están en posición vertical. Por simplicidad, suponga 
que las aspas son barras uniformes esbeltas con momento de inercia 
/ con respecto a un eje perpendicular a las aspas y que pasa por su 
centro s, y con cero momento de inercia con respecto a un eje lon- 
gitudinal. 


Fír.21-0 




(a) 


Solución 

Figura 21-13 /j. El efecto de la flecha co- 
nectara sobre la hélice es indicado por las resultantes F A . y M fl . (Se 
supone que el peso de la hélice es insignificante.) Los ejes x. y, z se to- 
marán fijos a la hélice, ya que esos ejes siempre representan los ejes 
principales de inercia para la hélice. Así. íl = a». Los momentos de 
inercia I x e f y son iguales {/< = J v = f) e /. = l). 

La velocidad angular de la hélice observada desde 
los ejes X, Y, Z . que coinciden con los ejes x, .y, z. figura 21 -13c, es 
tu = ío, + tu,, - tu, i + tu^k, de manera que las componentes x. y, i 
de <o son 

to, = to s ai Y - 0 ai t ~ta p 

Como íl — tu, entonces tu = (tú). VVI . La derivada con respecto al 
tiempo de ¿o puede ser determinada con respecto a los ejes fijos X. 
Y, Z. Para hacer esto, debe usarse la ecuación 20-6 ya que tu está 
cambiando de dirección con respecto a X, Y. Z. Como tu = tu, + tu,,, 
entonces ¿> = + cu,,. La razón de cambio con respecto al tiempo 

de cada una de estas componentes relativa a los ejes A'. Y. Z se puede 
obtener usando un tercer sistema coordenado .r’.y’, z\ ei cual tenga 
velocidad angular íl' = a> p y sea coincídente con los ejes X , Y, Z en 
el instante mostrado. Entonces. 
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¿j — (¿>) vVí 4- tQp X w 

* + ( <*>/>}, t\vY + Mp X (»3 + é» 7 >) 

— O + O + íitj, X ú), + Wj, X 
= O : O f o>pk X 6J,Í + O = túpU/sj 

Como los ejes X. Y. Z coinciden con los cjesx, y, z en el instante mos- 
trado, las componentes de a lo largo de jt y z son. por tanto, 

<Ü.t — 11 ¿>y = ÍI >pÜ)f tú, — O 

Estos mismos resultados pueden determinarse también por cálculo 
directo de (*>)*■„: sin embargo, ello implica algo más de trabajo. Para 
hacerlo así, será necesario ver la hélice (o los ejes .x.y, z) en alguna po- 
sición general como la mostrada en la figura 21-137. Aquí el plano ha 
girado un ángulo é y la hélice ha girado un ángulo $ con respecto al 
plano. Observe que t» fJ está dirigida siempre a lo largo del eje fijo Z y 
a) 5 sigue al eje .r. Entonces, las componentes generales de ai son 

üí x = ai 3 ai v = uip sen é a», ~ cj p eos é 

Como ai, y o¡) p son constantes, las derivadas con respecto al tiempo de 
estas componentes se convierten en 

ia x = 0 ó), = (úp eos t/t \¡> ai- — —cú p sen t// ¿ 


X 



Pero — ifi — 0° y i¡/ = <w, en el instante considerado. Entonces, 

( l) r = lí) S (Üy = 0 ( O . = tít p 

Üt X = 0 ÜJy = lÚpíO¡ Ú) Z ~ 0 

que son los mismos resultados obtenidos previamente. 

Usando las ecuaciones 21-25. tenemos 
XW, - ¡ x ¿>j - {í y — í-jayu. = /(0¡j — (I — 0)(0)w p 

U* - Ü > . 

SAÍ V - Iytúy ~ (7, - 4)ñ ijfO X = J.) - (0 - l)(ü p üiy 

My = 2/tllpÜlj. 

SM. - Lío. - - lyfaztóy = 0(0) - Í7 - /R<0) 
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Ei volante (o disco delgado) de 10 kg mostrado en la figura 21-14a 
gira alrededor de la flecha con velocidad angular constante — 6 
rad/s. Al mismo tiempo, la flecha precesa con respecto a la chuma- 
cera ubicada en A con velocidad angular cü p = 3 rad/s. Si A es una 
chumacera de empuje y B es una chumacera simple, determine las 
componentes de fuerza de reacción en cada uno de estos soportes de- 
bido al movimiento. 

Solución I 

Figura 21-146. El origen del sistema 
coordenado x. y, z está situado en el centro de masa G del volante. 
Aquí consideraremos que estas coordenadas tienen velocidad angu- 
lar fi - üi p - {3k} Tad/s, Aunque la rueda gira con respecto a estos 
ejes, los momentos de inercia permanecen constantes.* esto es, 

At ~ F = 10 kg){0.2 m)~ = 0,1 kg* m 2 

l y = §( 10 kg)(0.2 m) 2 = 0.2 kg • m 2 

A partir del marco de referencia inercial XYZ coinci- 
dente. figura 21-14 í , el volante tiene velocidad angular tú — { 6 j + 3k | 
rad/&, de manera que 

- 0, tú y - 6 rad/s, w z - 3 rad/s 

La derivada con respecto al tiempo de ai debe ser determinada con 
relación a los ejes y, z« En este caso, ambas m p v no cambian y 
entonces 

¿> x ~ Wy = 0, ¿i- — 0 

Aplicando las ecuaciones 21-26 (í i ^ w) 

resulta 


i 



XMj ~ f X t°X ~ IyQjfÚy + I.ílyCÜ, 

-A.(0.5) + S,(05) = 0 - (0Í)(3)(6)’+ 0 = -3.6 
XMy — IytÚy ~ 7-íl k W. 4* I t ílxtí x 
0 = 0 - 0 + 0 

S/Vf» ~ V-W. — /tftjíUj + lyíl x lú v 

A X {Q5) ~ £,(0.5) — 0 - 0 + Ó 
Aplicando las ecuaciones 21-19, tenemos 
^.F x - nt{a c )x, A x + B x — 0 

2F y = m(a G ) Y ; A y ~ -10(0.5){3} 2 

XF Z = m(a G } z ; A z + B z — 10(9.81) = 0 

Resolviendo estas ecuaciones, obtenemos 

A x = 0 A y - -45.0 N A z = 52.6 N 
B x = 0 B z = 45.4 N 

Observe que si la precesión a»,, no hubiese ocurrido, las reacciones en 
Ay B habrían sido igual a 49.05 N. Sin embargo, en este caso la dife- 
rencia en las reacciones es causada por el “momento giroscópico”. 
creado siempre que un cuerpo girando precesa con respecto a otro 
eje. Estudiaremos este efecto en 9a próxima sección. 


*Esto no sería cierto para la hélice en el ejemplo 2 \ 5 . 
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Solución II 

Este ejemplo también puede ser resuelto usando las ecuaciones de 
movimiento de Euler. ecuaciones 21-25. En este caso Í1 = = {6j + 

3k} rad/s, V la derivada con respecto al tiempo (¿> ) i7 . puede obte- 
nerse convenientemente con respecto a los ejes fijos X . Y. Z ya que 
tú = ( ¿j ) x¡íz . Este cálculo puede efectuarse seleccionando ejes x\ y\ z‘ 
que tengan velocidad angular Q' = <a p . figura 21 -14c’, de manera que 

tú = (¿») rv ,y + io p X tu = 0 -I- 3k X (6j 4 - 3k) — { — 18i} rad/s 2 
tú, = —18 rad/s ¿ v = 0 tú. = 0 
Las ecuaciones de momento se convierten en 

XM x = l x tü x - (/ v - T z )(ayU> z 

-A^O.5) + B.(0.5) = 0.1 (-18) - (0.2 - 0.1)(6)(3) - -3.6 

2M V . “ tyfiiy ~ (i. - l X )lO z (D x 

o = o - ú 

XM. = /-tú. - (/, - I y )to x (a y 
A,(0.5} - B,(0.5) =0-0 
La solución procede entonces como antes. 


PROBLEMAS 


! . Derive la forma escalar de la ecuación rotatoria 
del movimiento a lo largo del eje x cuando Í1 ^ tu y los 
momentos v productos de inercia del cuerpo no son cons- 
tantes con respecto al tiempo. 


Derive la forma escalar de la ecuación rotato- 
ria del movimiento a lo largo del eje x cuando Í1 ^ y 
los momentos y productos de inercia del cuerpo son cons- 
tantes con respecto al tiempo. 


Derive las ecuaciones del movimiento de Euler 
para fl & tu, esto es, las ecuaciones 21-26. 



El volante (disco) de 40 kg está montado 20 mm 
deslasado de su centro verdadero en G. Si la flecha se en- 
cuentra girando con rapidez constante ai = 8 rad/s, de- 
termíne las reacciones mínimas ejercidas sobre las chu- 
maceras instaladas en ,4 y B durante el movimiento. 


El volante (disco) de 40 kg está montado 20 mm 
desfasado de su cenlro verdadero en G. Si la flecha se 
encuentra girando con rapidez constante ú) = S rad/a de- 
termine las reacciones máximas ejercidas sobTc las chu- 
maceras instaladas en A y B. 



Profo. 21-43 
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: El disco de 20 Ib está montado sobre la flecha 

horizontal Afí de manera que su plano forma un ángulo 
de 10° con la vertical. Si la flecha gira con velocidad 
angular de 3 rad/s, determine las reacciones verticales de- 
sarrolladas en las chumaceras cuando el disco está en la 
posición mostrada. 


1 El péndulo cónico consta de una barra de masa 
m y longitud L que se encuentra soportada mediante un 
pasador en su extremo A. Si el pasador está sometido a 
una rotación &», determine el ángulo 6 que la barra for- 
ma con la vertical cuando gira. Determine también las 
componen les de reacción en el pasador. 




Prnh, ;i-44 


Prob. 21-46 


La barra de 4 Ib descansa a lo largo de las es- 
quinas lisas de una caja abierta. En el instante mostrado, 
la caja tiene velocidad v = (3j } pies/s y aceleración a 
= pies/s J . Determine las componentes .v. >. c de 

fuerza que las esquinas ejercen sobre la barra. 


La placa de 20 Ib está montada sobre la flecha AR 
de modo que el plano de la placa forma un ángulo 0 = 30' 
con la vertical, Si la flecha está girando en la dirección mos- 
trada con velocidad angular de 25 rad, s. determine las 
reacciones verticales en las chumaceras de apoyo A y B 
cuando la placa está en la posición mostrada. 


x 




Pruti. 21-45 


Prub. 21 — 47 
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i El auto está viajando alrededor del camino curvo 
de radio p de manera que su centro de masa tiene rapidez 
constante Escriba las ecuaciones de movimiento ro- 
tatorio con respecto a tos ejesx* y* z- Suponga que los seis 
momentos y productos de inercia del auto con respecto 
a estos qes son conocidos. 


z 



El conjunto de barras está soportado mediante 
una juma esférica colocada en C y una chumacera en D m 
que genera sólo reacciones de fuerza x y y. Las barras 
tienen masa de 0.75 kg/m. Determine la aceleración an- 
gular de las barras y las componentes de reacción en ios 
soportes en d instante m - 8 rad/s como se muestra. 


PROBLEMAS * 585 

• El conjunto de barras está soportado por chuma- 
ceras instaladas en /I y B m las cuales desarrollan sólo 
reacciones de fuerza x v y sobre la flecha. Si la flecha AB 
gira en la dirección mostrada a w = { — 5j j rad/s, deter- 
mine las reacciones en las chumaceras cuando el conjun- 
to está en la posición mostrada. Calcule también la ace- 
leración angular de la flecha. La masa de cada barra es 
de 1.5 kg/m 


í 



Prr,h, 


El conjunto de barras tiene un peso de 5 Ib /pie, 
Está soportado en el punto B medíante una chumacera de 
apoyo lisa, la cual desarrolla reacciones de fuerza en \\ 
y eo A por una chumacera de empuje, que desarrolla reac- 
ciones de fuerza en x, y. z. Si se aplica un par de 50 Ib * pie 
a lo larga de la barra A/L determíne las componentes de 
reacción en los apoyos si el conjunto tiene una velocidad 
angular a) = 10 rad/s en el instante mostrado. 




Prcib. 21^1 


Proli. 21-51 
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' 2 1 ó . E] disco de 25 Ib está lijo a la barra BCD que 
tiene masa insignificante. Determine el par T que debe 
aplicarse a la flecha vertical para que tenga aceleración 
angular a = ó rad/s 2 La flecha puede girar libremente 
en sus apoyos. 

Resuelva el problema 21-52 suponiendo que la 
barra BCD tiene un peso de 2 Ib/ pie. 



F rol ix 21-52/53 


Una placa delgada uniforme cod masa de 0.4 kg 
está girando a velocidad angular constante tú con respec- 
to a su diagonal AB. Si la persona que sosLiene la esqui- 
na de la placa en el punto B quita su deda la placa cae- 
rá hacia abajo sobre su lado AC. Determine el momento 
M de par necesario que al aplicarlo a la placa impedirá 
que esto suceda. 



Fruto* 21-55 


La barra delgada tiene masa de 0.8 kg y longitud 
total de 150 mm. Está girando con respecto a su pumo 
medio a una razón constante 8—6 rad/s, mientras que 
la mesa a la que el punto A de su eje está unida gira a 2 
rad/s. Determine las componentes de momento a\ y m z 
que ejerce el eje sobre la barra cuando la barra está en 
cualquier posición 6 . 


T 



El cilindro tiene masa de 3f) kg y está montado 
sobre un eje sostenido mediante chumaceras instaladas 
en A y B. Si el eje está girando a w = { — 4üj \ rad/s, de- 
termine las componentes verticales de fuerza que actúan 
sobre las chumaceras en este instante. 



Fruto. 2L54 


Frota. 21-56 
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La compuerta uniforme, con masa de 15 kg y cen- 
tro de masa en G, está soportada en el plano horizontal 
mediante chumaceras instaladas en A y B . Si una fuerza 
vertical F = 300 N es aplicada a la compuerta como se 
muestra, determine las componentes de reacción en las 
chumaceras y la aceleración angular de Ea compuerta. La 
chumacera colocada en A resiste una componente de fuer- 
za en la dirección y\ mientras que la chumacera en B no 
puede hacerlo. Para el cálculo, suponga que la compuer- 
ta es una placa delgada y desprecie el tamaño de cada chu- 
macera. La compuerta está originalmente en reposo. 



Proh. 21-57 

El hombre está Sentado en una silla giratoria que 
se encuentra girando con velocidad angular constante de 
3 rad/s, Él sostiene horizon taimen te la barra AB unifor- 
me de 5 Ib: repentinamente, le imprime una aceleración 
angular de 2 rad/s* medida con respecto a él como se 
muestra. Determine las componentes requeridas de fuer- 
za y momento en la tenaza A necesarias para hacer esto. 
Establezca ejes en el centro de masa G de la barra, con 
+Z hacia arriba y +y dirigido a lo iaTgo del eje de la 
barra hada A. 


3 rad/s 



Cuatro esferas están conectadas a la flecha A B. 
Si m c — l kg y mg - 2 kg, determine la masa de D y F 
y los ángulos de las barras, 6 P y 0 Fm de manera que Ja 
flecha esté balanceada dinámicamente, es decir, que las 
chumaceras instaladas en A y B ejerzan sólo reacciones 
verticales sobre la Hecha cuando ésta gira. Desprecie la 
masa de las barTas. 



La baña uniforme doblada ACD tiene un peso 
de 5 ib / pie y está soportada en A mediante un pasador 
y en i? por medio de una cuerda» Si la flecha vertical gira 
con velocidad angular constante tu — 20 rad/s, determi- 
ne las componentes de fuerza .v. y, el momento desarro- 
llado en A, y la tensión en la cuerda. 


z 



Proh. 2 1-58 


Vmb> 21-fiii 
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*21.5 Movimiento giroscópico 



Z ; 


Ed esta sección serán desarrolladas las ecuaciones que delineo el movi- 
miento de un cuerpo (trompo) que es simétrico con respecto a un eje y 
se mueve alrededor dé un pumo fijo que se encuentra sobre el eje. 
Estas ecuaciones serán aplicadas entonces al estudio del movimiento de 
un dispositivo particularmente interesante: el giróscopo. 

Ei movimiento del cuerpo será analizado usando los ángulos de Eider 
6, 8. ili. Para ilustrar cómo estos ángulos definen la posición de un cuer- 
po. nos referimos al trompo mostrado en la figura 21-15 íi, El trompo 
está unido al punto O y tiene una orientación relativa a los ejes fijos X , 
Y, y í . Z en algún instante de tiempo como se muestra en la figura 21-15d, 
Para definir esta posición final se necesita un segundo conjunto de ejes 
.y. y. z. Para fines del análisis, suponga que esta referencia está fija en 
el trompo. Comenzando con los ejes X. Y, Z en coincidencia con los 
ejes x. y , z. Figura 2I-15u, la posición final del trompo se determina 
mediante los siguientes tres pasos: 



1 . Gire el trompo con respecto al eje Z (« :) un ángulo é (0 s ^ < 
2 tt). figura 21-1 5/?. 

2. Gire el trompo con respecto al eje x un ángulo 8 (0 -s 8 < tt), figu- 
ra 21 -15c. 

3. Gire el trompo con respecto al eje z un ángulo tft (0 < i// < 2tt) 
para obtener la posición final, figura 20-15cf. 

La secuencia de estos tres ángulos. 8, y luego <//. debe mantenerse, ya 
que las rotaciones finitas no son vectores (vea la Fjg. 20-1). Aunque es- 
te es el caso, las rotaciones diferenciales d$>, t18 y difr sí son vectores, y 
entonces la velocidad angular ta del trompo puede ser expresada en tér- 
minos de las derivadas con respecto al tiempo de los ángulos de Euler. 
Las componentes de velocidad angular <}>. tí, v i ¡i son conocidas como 
precesión , nutación y giro, respectivamente. 


x 



Nuiación í? 


Y 



Giro ¿ 


Y 


lc> 


id) 


Flf?. 21-15 
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Sus direcciones positivas se muestran en la figura 21-16. Se observa que 
estos vectores no son todos perpendiculares entre sí: sin embargo. 4a i» dei 
trompo aún puede expresarse en términos de estas tres componentes. 

En nuestro caso, el cuerpo (trompo) es simétrico con respecto al eje 
z o eje de giro. Si examinamos al trompo orientado de manera que en 
el instante considerado el ángulo de giro sea t// = U y los ejes x, y, z 
sigan el movimiento del cuerpo sólo en nutación y precesión, esto es. 
í} - m„ + a),,, entonces la nutación y el giro están dirigidos siempre a 
lo largo de los ejes x y z. respectivamente, figura 21-16. Por consiguien- 
te, la velocidad angular del cuerpo es especificada sólo en términos del 
ángulo de Euíer 0. es decir. 

ít> — íü t í + £ü,j + w.k 

= (ñ + {é sen tf)j + (¿ eos 8 + ¿) k (21-27) 

Como el movimiento de los ejes no es afectado por la componente de 
giro, 

n = ii r i + n j + fi.k 

= ¿i + (¿ sen 0 ) j + (¿ eos 0)k (21-28) 

Los ejes x. y. e mostrados en la figura 21-1 6 representan ejes principa- 
les de inercia de) cuerpo para cualquier giro de! cuerpo con respecto a 
estos ejes. Por tanto, los momentos de inercia son constantes y serán repre- 
sentados como l lx — Jyy = / e I : - = Ya que 11 # cu. las ecuaciones 21-26 
se usan para establecer las ecuaciones rotatorias del movimiento. Sustitu- 
yendo en estas ecuaciones las respectivas componentes de la velocidad 
angular definidas por las ecuaciones 21-27 y 21-28. sus correspondientes 
derivadas con respecto al tiempo, y las componentes de momento de 
inercia resulta 



¡lu, 21-16 


ScW, = f[Ó - </r sen 9 eos 0) + /.¿sen 0(¿cos0 + ¿) 

1.M y = l (t¡) sen 8 + 2¿Á eos 8) - / j(¿ eos 8 + ¿) (21-29) 

2AÍ, = /,(¿ E ¿ eos 8 — ó8 sen 8) 

Cada suma de momentos se aplica sólo al punto fijo O o al centro de 
masa G del cuerpo. Como las ecuaciones representan un conjunto acopla- 
do de ecuaciones diferenciales no lineales de seguudo orden, en general 
no puede obleuerse una solución en forma cerrada. En ve? de ello, los 
ángulos de Eider tb. 8, y i ¡i pueden obtenerse gráficamente como fundo- 
nes del tiempo usando análisis numérico y técnicas de computación. 

Sin embargo, existe un caso especial para el cual la simplificación de 
las ecuaciones 21-29 es posible. Este caso, que comúnmente se denomi- 
na de precesión permanente, ocurre cuando el ángulo de nutación 0. la 
precesión <!>. y el giro ¿ permanecen constantes. Las ecuaciones 21-29 se 
reducen entonces a la forma 


YAf r = ~l ér sen 8 eos 8 E 7-¿ sen 0(¿ eos 8 E ¿) 


(21-30) 


Si % = 0 
SM. - 0 
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La ecuación 21-30 puede ser simplificada aún más, observando que, 
a partir de la ecuación 21-27, w. = eos & + i entonces 

■ * 

IJW; - -Itfr sen 6 eos 6 + i z é sen í)w, 

o bien 


• • . 

2A/ t = sen 6{I z ü) z — ¡4> eos 0) (21-31) 


Es interesante observar qué efectos tiene el giro i }> sobre el momento 
alrededor del eje x, Acerca de esto consideremos el rotor giratorio mos- 
trado en la figura 21- ¡7. Aquí fi = 90 s . en cuyo caso la ecuación 21-30 se 
reduce a la forma 


o bien 


2 A/, = 


2 Af t = /-íl v w. 


(21-32) 


y.Z 

-i n t = & 



X.x 

Fír. 21-17 


A partir de la figura se observa que los vectores SM T , íl v y o>. actúan 
a lo largo de sus respectivos ejes positivos, y por tanto son mutuamente 
perpendiculares. De modo instintivo, ¡esperaríamos que el rotor cayese 
bajo la influencia de la gravedad! Sin embargo, este no es el caso en ab- 
soluto. siempre y cuando el producto ISfu>. sea elegido correctamente 
para contrabalancear el momento 2 M x — Wr G del peso del rotor con 
respecto a O. Este inusitado fenómeno del movimiento de un cuerpo rí- 
gido a menudo es llamado efecto giroscópico. 
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Tal vez una demostración más curiosa del efecto giros có pico se obtie- 
ne a partir del estudio de la acción de un giróscopo. Un giróscopo es un 
rotor que gira a una razón muy alta con respecto a su eje de simetría. 
Esta razón de giro es considerablemente mayor que su razón precesio- 
nal de rotación sobre el eje vertical. Por consiguiente, para todo fin prác- 
tico, el momentum angular de! giróscopo puede suponerse dirigido entre 
sus ejes de giro. Así. para el rotor mostrado en la figura 21-18, w.. » fí y , 
y la magnitud del momentum angular con respecto al punto O , tal como 
es dado por las ecuaciones 21-11. se reduce a la forma H 0 = I,(ü z . Co- 
mo la magnitud y la dirección de H p son constantes observadas desde 
.r, y, z. la aplicación directa de la ecuación 21-22 nos da 
x 


IM t = n v x Ho 


(21-33) 


y. z 



H, 


— Y 


Fi C . 21- US 


Usando La regla de la mano derecha aplicada al producto cruz, se observa 
que íl v . siempre hace osciiaT H 0 (o to z ) hacia el sentido de 1M X . En efec- 
to, el cambio de dirección del momentum angular del giróscopo, dü 0 , es 
equivalente al impulso angular causado por el peso del giróscopo con 
respecto a O. es decir, dH 0 = SM* di, ecuación 21-20. Además, como 
H n = I,u). y íly, y H 0 son mutuamente perpendiculares, la ecua- 
ción 21-33 se reduce a ¡a ecuación 21-32. 

Cuando un giróscopo se monta en una suspensión tipo cardán, figura 
21-19. resulta libre de momentos extemos aplicados a su base. Entonces, 
en teoría, su momentum angular H nunca preeesará, sino que mantendrá 
su misma orientación fija a lo largo del eje de giro cuando la base es 
rotada. Este tipo de giróscopo se llama giróscopo libre , y es útil como 
brújula cuando su eje de giro es dirigido hacia el norte. En realidad, la 
suspensión tipo cardán nunca está completamente libre de fricción, por 
lo que un dispositivo de tal tipo es útil sólo para la navegación local de 
barcos y aviones. El efecto giroscópíco es también útil para lograr la es- 
tabilización del movimiento de los barcos en el mar y de las trayectorias 
de cohetes y proyectiles. Además, este efecto es de considerable impor- 
tancia en el diseño de flechas y chumaceras para rotores que están so- 
metidas a precesiones forzadas. 



l is. 21-1*» 



El giro de i giróscopo dentro dei marco de 
este giróscopo de juguete produce un mo- 
mentum angular H 0 que cambia de direc- 
ción conforme el marco precesa w (l sobre 
el eje vertical- El giróscopo no caerá va 
que el momento de su peso W con respec- 
to al soporte es balanceado por el camhio 
en la dirección de H 0 . 
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El disco de 1 kg mostrado en ia figura 2l-2l« está girando con respecto 
a su eje a velocidad angular constante <ü d = 70 rad/s. El bloque ubica- 
do en B tiene masa de 2 kg. y ajustando su posición s es posible cambiar 
la precesión del disco sobre su pivote de soporte en O . Determine la po- 
sición $ que permitirá a! disco tener una velocidad de precesión constan- 
te üip - 0.5 rad/s sobre el pivote. Desprecie el peso de la flecha. 




' r 

10.0 N 


jp. 21-11 


Solución 


El diagrama de cuerpo libre del disco se muestra en la figura 21-2 Ib. 
donde F representa la fuerza de reacción de la Hecha sobre el disco. El 
origen de ambos sistemas coordenados x,y, z y X.Y.Z está situado en 
el pumo O. el cual representa un punto fijo para el disco. (Aunque el 
punto O no se encuentra sobre el disco, imagine una extensión sin ma- 
sa desde el disco hasta este punLo.) En ei sentido convencional, el eje 
Z se elige a lo largo del eje de precesión, y el eje r está a lo largo del 
eje de giro, por io que H = 90 . Como la precesión es permanente, la 
ecuación 21-31 se puede usar para encontrar la solución. Esta ecuación 
se reduce a 




la cual es la misma que la ecuación 21-32. Sustituyendo los datos 
requeridos se obtiene 


9.81 N(0.2m) - F(0.2m) - U.5rad/s[|(l kg)(0.«5 m) 2 ](-7n rad/s) 

F - 10.0 N 


Tal como se muestra en el diagrama de cuerpo libre de la flecha y el 
bloque B, figura 2 1-2 le. La suma de momentos con respecto al eje x 
requiere 


( 19.62 N)j - (10.0 N) (0.2 m) 

~ 0.102 m = 102 mm 
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*21.6 Movimiento libre de par 


Cuando la única fuerza externa que actúa sobre un cuerpo es causada 
por la gravitación, al movimiento general del cuerpo se le denomina mo- 
vimiento libre de par. Este tipo de movimiento es característico de pla- 
netas, satélites artificiales y proyectiles —siempre que los efectos de la 
fricción del aire sean despreciados. 

Para describir las características de este movimiento, la distribución de 
la masa del cuerpo se supondrá axMsimémca. El satélite mostrado en la 
figura 21-22 es un ejemplo de un cuerpo de tal tipo, donde el eje z re- 
presenta un eje de simetría. El origen de las coordenadas x, v, z está si- 
tuado en el centro de masa G. de modo tal que = I ¿ e /„ = / = / 

para el cuerpo. Como la gravitación es la única fuerza externa presente, 
la suma de momentos con respecto al centro de masa es cero. A partir 
de la ecuación 21-21. esto requiere que el momentum angular del cuerpo 
sea constante, es decir, 

H g = constante 

En el instante considerado, se supondrá que el marco inercial de refe- 
rencia está orientado de manera que el eje Z positivo se encuentra di- 
rigido a lo largo de H 6 - y que el eje y se encuentra en el plano formado 
por los ejes z y Z. figura 21-22. El ángulo de Euler formado entre Z y z 
es fl, y por tanto, con esta selección de ejes, el momentum angular pue- 
de ser expresado como 


Hf,- = H g sen tíj + H < ; eos tik 
Además, usando Jas ecuaciones 21-11. tenemos 


11(7 — f + Zwjj + Im.Ií 

donde ot x , w v . w. representan las componentes .v. y. z de la velocidad an- 
gular del cuerpo. Igualando las componentes respectivas i, j, y k de las 
dos ecuaciones anteriores resulta 


a> t - O 


— 


Hq sen 9 


to. — 


H g eos ti 


(21-34) 



i i K .:i 22 
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o bien 


OJ 


H fi sen0. H fJ cosí» 

— ; — J 4 — i — k 


(21-35) 


De manera similar, igualando las componentes respectivas 1, j, k de la 
ecuación 21-27 con las de la ecuación 21-34. obtenemos 


<t> sen 0 
<ft eos 6 + ij/ 


0 = 0 

H q sen 0 


I 

Tía cos 0 

I 


Resolviendo, obtenemos 


0 = 

const 


H g 

4> - 

1 


I - K 

4 ‘ = 

n H c eos 6 


( 21 - 36 ) 


Entonces, para el movimiento libre de torca de un cuerpo axialsimé- 
irico, el ángulo tí formado entre el vector momentum angular y el giro 
det cuerpo permanece constante. Además, el momentum angular H c , la 
precesión <J>, y el giro i¡i para el cuerpo permanecen constantes en todo 
momento durante el movimiento. Eliminando H G de la segunda y la ter- 
cera de las ecuaciones 21-36 se obtiene la siguiente relación entre el giro 
y la precesión: 




h, ñ 

~tp cos 8 
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Eje de ^ 
precesión 


Conn espacial 




lije mmmáítóo 
de rotación 

/ 

de giro 

Cono de aierp© 



Eje uistanfljieij 
úc rotación 


precesión 


Eje de gi ro 


Como se maestra en la figura 2 1*23 w. el cuerpo precesa alrededor dei 
eje Z. que eslá fijo en dirección, míen iras gira con respecto al eje z. 
Estas dos componentes de movimiento angular pueden estudiarse 
usando un simple modelo de cono, presentado en !a sección 20.1, El 
cono espacial que define la precesión está fijo frente a rotaciones, ya que 
la precesión tiene una dirección fija, mientras que el cono de cuerpo 
rota alrededor de la superficie extema del cono espacial sin deslizar. Con 
base en esto, debe intentarse imaginar el movimiento. El ángulo interior 
de cada cono se elige de manera tal que !a velocidad angular resultan- 
te del cuerpo esté dirigida a lo largo de la línea de contacto de los dos 
conos. Esta línea de contacto representa el eje instantáneo de rotación 
para el cono de cuerpo, y por consiguiente la velocidad angular del cono 
de cuerpo y la del cuerpo deben estar dirigidas a lo largo de esta línea. 
( orno el giro es una función de los momentos de inercia / e /. del 
cuerpo, ecuación 21-36. el modelo de cono mostrado en la figura 21-23n 
es satisfactorio para describir el movimiento, siempre que / > /.. El mo- 
vimiento líbre de torca que cumple estos requisitos se llanta precesión 
regular. Si I < /.. el giro es negativo y la precesión positiva. Este movi- 
miento es representado por el movimiento del satélite que aparece en 
la ligura _ l-2ob ( f < 1.). El modelo de cono puede ser usado nuevamen- 
te para representar e! movimiento: sin embargo, para preservar la adición 
vectorial correcta de giro y precesión y obtener la velocidad <w, la super- 
ficie Interior del cono de cuerpo debe rodar sobre la superficie exterior 
del cono espacial (lijo). A este movimienlo se 1c llanta precesión retró- 
grada. 


I ¡s. 21-25 



A los satélites se les imparte a menudo un giro antes de ser lanzados. Si su m ornen- 
lum angular no es colineal con el eje de giro tos satélites exhibirán precesión. En la 
fotografía izquierda ocurrirá precesión regular ya que I > y en la fotograba de- 
recha ocurrirá precesión retrógrada ya que / < f.. 
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El movimiento de un balón es observado usando un proyector de mo- 
vimiento lento. En la película, se ve que el giro del balón está dirigido 
a 30" de ia horizontal, como se muestra en la figura 21 -24o. Además, el 
balón precesa con respecto a! eje vertical a razón de ó = 3 rad/s. Si la 
razón de los momentos de inercia axial a transversal del balón es de 
3. medidos con respecto al centro de masa, determine la magnitud 
del giro del halón y su velocidad angular. Desprecie el efecto de la 
resistencia del aire. 



t*) ib! 


Plp. 21-24 


Solución 

Como el peso del balón es la única fuerza que actúa, el movimiento 
se considera libre de torca. En el sentido convencional, si el eje z es 
establecido a lo largo de i eje de giro y e l eje Z a lo largo del eje de 
precesión, como se muestra en la figura 21-246. entonces el ángulo O = 
60°. Aplicando la ecuación 21-37. el giro es 

- ¡-L. ¡~\l 

(// = — : — 1 A eos tí — — — - — (3) eos 60 
J z 3 7 

— 3 rad/s 

Usando las ecuaciones 21-34. donde H Cr = ¿/ (Ec. 21-36), tenemos 

w, 


w- 

Entonces, 

" ~ \/ ( w .r) 2 + (" v ) 2 + (taj 2 

= V ( 0 ) 1 + (2.60) 2 + (4.50 ) 2 
= 5.20 rad/s AW;< 


0 

Hq sen tí 

- 

H r> eos tí 

z 


3/ sen 60° 

= 2.60 rad/s 

3/ eos 60° 

¡ = 4.50 rad/s 

\1 
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PROBLEMAS 

Demuestre que la velocidad angular de un cuer- 
po. en términos de los ángulos de Eider </>, d y p* puede 
ser expresada como w — (é sen 6 sen é + Ó eos ^)i 4 
(4> sen 0 eos *p - /? sen i^ !j + (ó eos 0 + donde i, j 
y k están dirigidos a lo largo de los ejes x, y T £ como se 
muestra en la figura 2LI5cl 

A una barra delgada, que coincide originalmen- 
te con el eje Z h se le dan tres rotaciones definidas por los 
ángulos de Euler ep — 30% 0 = 45° y ^ = 6fi b , Si estas rota- 
ciones son impartidas en el orden dado, determíne los án- 
gulos coordenados de dirección a. p. y del eje de la barra 
con respecto a los ejes X Y. y Z + ¿Son esas direcciones las 
mismas para cualquier orden de las rotaciones? ¿Por 
qué? 


La turbina de un barco tiene masa de 400 kg y 
está montada sobre fas chumaceras A v B como se 
muestra. Su centro de masa está en G,sus radios de giro 
son k z = 0.3 m. y h x = k y = 0.5 m. Si la turbina está 
girando a 200 rad/s, determine las reacciones vertica- 
les en las chumaceras cuando el barco experimenta 
cada uno de los siguientes movimientos; (a) balanceo. 
(¿i = 0.2 rad/s, (b) rotación, </> 2 = 0.8 rad/s, (c) cabe- 
ceo, &j 3 = 1.4 rad/s. 


La rueda de 30 Ib gira sin deslizar. Si tiene un 
radío de giro k AB — 1.2 pies con respecto a su eje /tí/, y 
la flecha impulsora vertical está girando a 8 rad/s, deter- 
mine la reacción normal que la rueda ejerce sobre el sue- 
lo en el punto C 

La rueda de 30 Ib gira sin deslizar. Si tiene un ra- 
dio de giro k AB = 1.2 pies con respecto a su eje Afl, de- 
termine su velocidad angular ta de manera que la reacción 
normal en C sea de 60 lb.O 


y 



El disco de 20 kg está girando con respecto a su 
centro a = 2ü rad/s mientras el eje de soporte rota a 
eiy = 6 rad/s. Determine el momento giroscópico causa- 
do por las reacciones de fuerza que el pasador A ejerce 
sobre el disco debido al movimiento. 



Prob. 21-ÍÍ3 


Pmk 2I-b6 
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El motor pesa 50 Ib y tiene radio de giro de 0,2 
pies con respecto al eje z- La flecha del motor está so- 
portada por chumaceras instaladas en^l y B. y gira a una 
razón constante de u 1 , = { I00k) rad/s. mientras el marco 
tiene velocidad angular de to v = )2j} rad /s. Determine 
d momento que las fuerzas de apoyo en A y B ejercen 
sobre la flecha debido a este movimiento. 


Problemas 599 

Una rueda de masa m y radio r rueda con giro 
constante m sobre una trayectoria circular que tiene un 
radio a , Si el ángulo de inclinación es determine la ra- 
zón de precesión. Trate la rueda como un anillo delgado. 
No se presenta deslizamiento. 


v 



Prut*. 


1 J — ítT 



Fruta, 21-69 


El trompo cónico tiene masa de 0.8 kg, y sus mo- 
mentos de inercia son l x = / v - 3.3(10“ 3 ] kg * nr e L - 
G.S(10“ J ) kg * m 2 , Si el trompo gira libremente en la junta 
esférica A con velocidad de = 750 rad/s. calculé su 
precesión con respecto al eje de la flecha AB . 



El trompo consta de un disco delgado que tiene 
un peso de 8 Ib y radio de 0,3 pies, La barra tiene masa 
despreciable y longitud de 0,5 pies. Si d trompo está gi- 
rando a velocidad angular ai* — 300 rad/s* determine la 
velocidad angular precesionaf de estado permanente to p 
de la barra cuando 8 - 40°. 

Resuelva el problema 21-70 cuando 8 — 90°. 



Fruta. 21-68 


Frutas* 21-70/71 
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■ El trompo tiene masa de 3 Ib y puede ser consi- 
derado como un cono sólido. Si se observa que precesa con 
respecto al eje vertical a una razón constante de 5 rad s. 
determine su gira 



El giróscopo de juguete consta de un rotor R que 
está unido at marco de masa i n significan te. Si se observa 
que el marco precesa con respecto al punto pivote O a 
tüf = 2 rad s, determine la velocidad angular íd h del ro- 
tor. La varilla OA se mueve en el plano horizontal. El 
rotor tiene masa de 200 g v radio de giro k OA ■= 20 mm 
con respecto a OA. 


■ i El carro está viajando a v c = 100 km/h alrede- 
dor de la curva horizontal con radio de 80 m. Si cada rue- 
da tiene masa de 16 kg, radio de giro k a - 300 mío con 
respecto a su eje de giro, y radio de 400 mm. determine 
la diferencia cutre las fuerzas normales de las ruedas pos- 
teriores causada por el efecto giroscópico. La distancia 
entre las ruedas es de 1.30 tu 



El proyectil mostrado está sometido a un movi- 
miento libre de torca* Los momentos de inercia transver- 
sal y axial son / e L. respectivamente. Si ti representa el 
ángulo entre el eje Z de precesión y el eje de simetría z, 
y p es el ángulo entre la velocidad angular w y el eje 
z* demuestre que (3 y 0 están relacionados por lia ecua- 
ción tan ti — (f/L) tan /L 



Prnth 21-73 


Priik 21-75 
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I 


' ■ v Mientras el cohete está en vuelo libre tiene un 
giro de 3 rad /s y preces a con respecto a un eje medido a 
10' del eje de giro. Si la razón de Los momeo tos de iner- 
cia axial a transversal del cohete es de 1/15, calculados 
con respecta a ejes que pasan por el centro de masa G\ 
determine el ángulo que la velocidad angular resultante 
forma con el eje de giro. Construya los conos de cuerpo 
y espacial usados para describir el movimiento. ¿La pre- 
cesión es regular o retrógrada? 


La cápsula espacial tiene masa de 3,2 Mg, y ra- 
díos de giro con respecto a sus ejes así al y transversal 
que pasan por el centro de masa G de k : = OJO m y 
k t = L85 m, respectivamente. Si la cápsula está girando 
a ¿ti, = 0.8 rey /i determine su momentum angular. Se 
presenta precesión con respecto al eje Z. 



Pruti, 2t^7í» 


3! -77. La pelota de 02 kg es lanzada con un giro u> : = 
35 rad/s. Si el ángulo 0 medido es de 60** determine la 
precesión con respecto al eje Z. 


El cohete tiene masa de 4 Mg y radios de giro 
k : — 0,85 m y k v = 2.3 m. Inicialmente está girando con 
respecto al eje z a w. — 0.05 rad /s cuando un meteorito 
M lo golpea en A y genera un impulso I - {3Q0i| N ■ s, 
Determine d eje de precesión después del impacto. 


UK 



PrnU- 2I“7K 


' * 1 El disco de 4 kg es lanzado con un giro gk = ó 
rad /s. Si el ángulo (9 es medido igual a IhlP* determíne U 
precisión con respecto a] eje Z. 

z 





Prob. 11-77 


Pr«h. 21-80 
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EPASO DEL CAPÍ* 




Un cuerpo tiene seis componentes üe inercia para cualesquiera ejes da- 
dos x. y. Z- Tres de estos componentes son momentos de inercia con respecto a cada uno de los ejes, } x¡ /., 

y tres son productos de inercia, cada uno definido por dos planos ortogonales, l iy 7 V ,. I x ,, Si uno o dos de los 
planos son planos de simetría, entonces el producto de inercia con respecto a estos pianos será cero. 

Los momentos y productos de inercia pueden ser determinados por integración directa o usando va- 
lores tabulados. Si estas cantidades van a ser determinadas con respecto a ejes o planos que no pasan por 
el centro de masa, entonces deben usarse los teoremas de los ejes o planos paralelos. 

Si las seis componentes de inercia son conocidas, entonces el momento de inercia con respecto a cual- 
quier eje puede ser determinado usando la ecuación de transformación 

tQa ~ hx^x + [yylfy + ~ 2í xy U x U y — 27^1 lyttg ~ 2I zx UJt x 


En cualquier punto sobre o fuera del cuerpo, los ejes jt, y, z pueden 
ser orientados de manera que los productos de inercia sean igual a cero. Los momentos de inercia resul- 
tantes son llamados momentos principales de inercia, uno de los cuales será un máximo y el otro un mo- 
mento de inercia mínimo para eí cuerpo. 

El momentum angular para un cuerpo puede ser determinado con 
respecto a cualquier punto A usando la ecuación 

H,i = Pa , a X triv G 4- H g 

Si el momentum angular debe ser determinado usando ejes principales de inercia, con el origen situado 
en el centro de masa del cuerpo o en un punto fijo, entonces las componentes del momentum angular se 
convierten en 


7 rv w v I xi to z 

H y = -JyxWx + lyyMy ~ hz^z 
H, ~ —I tx *a x ~ l zy túy + L jü). 

Una vez que el momentum lineal y el momentum angular para el cuerpo han sido formulados, entonces 
el principio del unpufso y el momentum pueden ser usados para resolver problemas que implican fuer- 
za, velocidad y tiempo. Estas ecuaciones son 


mCv G )i + 2 J F tif " m i y a h 


rh 


■h 

La energía cinética para un cuerpo es usualmente determinada con 
relación a un punto fijo o al centro de masa del cuerpo. Si los ejes son ejes principales de inercia, enton- 
ces para un punto fijo. 


Y con relación al centro de masa. 


T “ + \ly w?. + 

T = kmv G + + \l y üi% + \l T oi 
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Estas formulaciones pueden ser usadas con el principio del trabajo y la energía para resolver problemas que 
implican fuerza, velocidad y desplazamiento. Esta ecuación es 

+ 2 [/[-a = T¿ 

Hay tres ecuaciones escalares de movi m iento traslación al para un cuerpo 
rígido que se mueve en tres dimensiones. Son 

2/v, = m(a G ) s 
2E V = m(a G ) y 
ZF; ~ m{a G ) z 

Las tres ecuaciones escalares de movimiento rotatorio dependen de la ubicación de la referencia .v, y, z. 
A menudo, estos ejes están orientados de manera que son ejes principales de inercia. Si los ejes están fi- 
jos en el cuerpo y se mueven con la rotación ta del mismo, entonces las ecuaciones se llaman ecuaciones 
de movimiento de Euler. Son 

£M, = I X (í) r ~ {ly — Ljítlj-tl», 

XMy ~ Iyíliy ~ (/. ~ /JtO-tU, 

2 Ai. - [.ó). — (/ f — Iy)úl x (Úy 

Si ios ejes tienen una rotación fi ^ entonces las ecuaciones son 

* 

2M t I X Ó> X IyÍl¡tOy + I-£lyta z 

2 My = lyíit J V — 1A\ X (Ü- + I x íl-(O x 

2 M Z ~ ¡ t b} Z ~ ftQytliy + lyQyWy 

Un diagrama de cuerpo libre debe acompañar siempre la aplicación de estas ecuaciones. 

El movimiento angular de un giróscopo se describe más convenientemente 
usando los cambios en movimiento de los tres ángulos de Euler. Estas componentes de velocidad angu- 
lar son la precesión 4>- la nutación y el giro l l f . Si & = 0 y y ^ son constantes, entonces al movimien- 
to se le llama precesión permanente. En este caso, las ecuaciones de movimiento rotatorio son 

2 M x — -/d> 2 sen 9 eos 9 + I z <b sen £f(d> eos 9 +\jt) 

2AÍ V - 0 
£Af- = 0 

Esto es el giro de un rotor giroscópico y el responsable de que el rotor no caiga haciéndolo precesar con 
respecto a un eje vertical. Este fenómeno se llama efecto giroscópico. 

Un cuerpo que está sometido sólo a una fuerza gravitatoria no tendrá mo- 
mentos con respecto a su centro de masa, por lo que el movimiento se describe como libre de torca. El 
momenrum angular para el cuerpo permanecerá constante. Esto causa que el cuerpo tenga un giro y una 
precesión. El comportamiento depende del tamaño del momento de inercia de un cuerpo simétrico so- 
bre el eje de giro /- contra el momento de inercia sobre un eje perpendicular /. Si / > /-, entonces ocu- 
rre precesión regular. Si / < I¡,. al movimiento se le llama de precesión retrógrada. 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 



B análisis de vibraciones juega un papel impórtame en d estudio 
del compon amiento de estructuras sometidas a sismos. 
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CAPÍTULO 

22 


Vibraciones 


OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 


• Analizar la vibración no amortiguada de un grado de libertad de un 
cuerpo rígido usando la ecuación de movimiento y métodos de energía, 

• Estudiar el análisis de vibraciones forzadas no amortiguadas y de 
vibraciones forzadas con amortiguamiento viscoso, 

• Introducir el concepto de las analogías de circuito eléctrico para estu- 
diar el movimiento vibratorio. 


*22.1 Vibración libre sin amortiguamiento 

Una vibración es el movimiento periódico de un cuerpo o de un siste- 
ma de cuerpos conectados desplazados desde una posición de equilibrio, 
En general, hay dos tipos de vibración: libre y forzada. La vibración li- 
bre ocurre cuando el movimiento es mantenido por fuerzas restaurado- 
ras gravita lorias o elásticas, como el movimiento oscilatoria de un pén- 
dulo o la vibración de una barra elástica. La vibración forzada proviene 
de una fuer/a externa periódica o intermitente aplicada al sistema. Am- 
bos tipos de vibración pueden ser amortiguada o no amortiguada. Las 
vibraciones no amortiguadas pueden continuar indefinidamente debido 
a que los electos de la fricción son despreciados en el análisis. De hecho, 
ya que tanto las fuerzas de fricción externas como las intentas están pre- 
sentes, el movimiento de lodos los cuerpos en vibración es en realidad 
amortiguado. 


605 
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Posición de 
equilibrio 


tí 


k 


(a) 



W = mg 

Fj= kx f _ 

\ 





Ín b 


(b) 


Fig, 22- 1 




Posición de 


equilibrio 



(a) 


n F = W + ky 

Á_ 







íbi 


F¡¡¡.22-¿ 


EÍ tipo más simple de movimiento vibratorio es la vibración libre no 
amortiguada, la cual se representa mediante el modelo mostrado en la 
figura 22-lrz. El bloque tiene masa m y está unido a un resorte con ri- 
gidez k. El movimiento vibratorio ocurre cuando el bloque es liberado 
desde una posición desplazada x de manera que el resorte tire de él. El 
bloque alcanzará una velocidad tal que no estará en equilibrio cuando 
x ~ 0, y si la superficie de soporte es lisa, la oscilación continuará in- 
definidamente. 

La trayectoria de movimiento dependiente del tiempo dei bloque 
puede ser determinada aplicando la ecuación de movimiento al blo- 
que cuando esté en la posición desplazada. El diagrama de cuerpo libre 
se muestra en la figura 22-16. La fuerza elástica restauradora F — kx 
está dirigida siempre hacia la posición de equilibrio, mientras que la ace- 
leración a se supone actuando en la dirección del desplazamiento posi- 
tivo. Observando que a = dhcfdt 2 = x, tenemos 

2F* =* ma/, — kx — mx 

Advierta que la aceleración es proporcional ai desplazamiento del blo- 
que. El movimiento descrito de esta manera se denomina movimiento 
armónico simple. Reordenando los términos en una “forma estándar" 
obtenemos 


x + tí»x = 0 (22-1) 

La constante es llamada frecuencia circular o frecuencia natural, ex- 
presada en rad/ s, y en este caso 



(22-2) 


La ecuación 22-1 también puede obtenerse considerando que el bloque 
está suspendido y midiendo el desplazamiento y desde la posición de equi- 
librio del bloque, figura 22-2 íí. Cuando el bloque está en equilibrio, el re- 
sorte ejerce una fuerza hacia arriba de F = W -■ mg sobre el bloque. Por 
consiguiente, cuando el bloque es desplazado una distancia y hacia abajo 
desde esta posición, la magnitud de la fuerza en el resorte es F - W + 
ky. figura 22-26. Aplicando la ecuación de movimiento resulta 

+ ¿2/\ = ma y : —W - ky + W = my 

o bien 

y + íi?„ 2 y = 0 

que es de la misma forma que la ecuación 22-L donde está definida 
por la ecuación 22-2. 
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La ecuación 22-1 es una ecuación diferencial, lineat homogénea, de 
segundo orden, con coeficientes constantes. Se puede mostrar, usando 
los métodos de las ecuaciones diferenciales, que la solución general es 


x = A sen ta„t + B eos (22-3) 


donde A y B representan dos constantes de integración, La velocidad y 
la aceleración del bloque son determinadas tomando derivadas sucesi- 
vas con respecto al tiempo, lo que resulta en 

» = X = eos tu,/ - ZT,, sen tu„r (22-4) 

a — x ' = -Aü> n 2 sen tu,/ - Bco n 2 eos tu,/ {22-5} 

Cuando las ecuaciones 22-3 y 22-5 son sustituidas en la ecuación 22-1. 
la ecuación diferencial está efectivamente satisfecha, mostrando que la 
ecuación 22-3 es la solución de la ecuación 22-1. 

Las constantes de integración A y B en la ecuación 22-3, generalmen- 
te son determinadas a partir de las condiciones iniciales del problema. 
Por ejemplo, suponga que el bloque en la figura 22- la ha sido desplaza- 
do una distancia jcj hacia la derecha desde su posición de equilibrio y se 
le ha dado una velocidad inicial v ( (positiva) dirigida hacia la derecha. 
Sustituyendo x = jq en / = 0 en la ecuación 22-3 se obtiene B = a,. Co- 
mo v = i>i en t — 0. usando la ecuación 224 obtenemos A — ?; 5 /a> n . Si 
estos valores son sustituidos en la ecuación 22-3, la ecuación que descri- 
be el movimiento es 


x ~ — sen íi>„r + jq eos tu,/ 


(22-6) 


La ecuación 22-3 también puede ser expresada en términos de un mo- 
vimiento senoidal simple. Sea 


A = C eos <f> 


(22-7) 


y 


B = C sen $ (22-8) 

donde C y é son nuevas constantes por determinar en vez de A y B. Sus- 
tituyendo en la ecuación 22-3 resulta 


x - C eos 4> sen to 0 r + C sen é eos to n i 


Como sen {(? + <£) = sen tí eos d> + eos 9 sen tfr. entonces 


x = C sen(w,/ + <f>) 


(22-9) 


Si esta ecuación es graficada sobre un eje x contra un eje ui n t, se obtie- 
ne la gráfica mostrada en la figura 22-3. El desplazamiento máximo dei 
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c 

+ 

c 


Ftg, 12-3 



í cidp 2w- 


bloque desde su posición de equilibrio es de Guido como la amplitud de la 
vibración. A partir de la figura, o de la ecuación 22-9. la amplitud es C El 
ángulo f(> se fiama ángulo de fase ya que representa la cantidad que la cur- 
va es desplazada desde el origen cuando t - 0. Las constantes Cy <b están 
relacionadas con A y B mediante las ecuaciones 22-7 y 22-8. Elevando al 
cuadrado y sumando estas dos ecuaciones, la amplitud se conviene en 

C \/ 4 + B' (22-1 Ü) 

Si la ecuación 22-H es dividida entre la ecuación 22-7. el ángulo de fase es 


ó = 



( 22 - 1 1 ) 


Observe q ue la curva seno, ecuación 22-9, completa un ciclo en el tiem- 
po / = t cuando ia n T — 2tt. o 



( 22 - 12 ) 


Este intervalo de tiempo se llama periodo, figura 22-3. Usando la ecua- 
ción 22-2. el periodo puede ser representado también como 


f — 2w yj — (22-13) 

La frecuencia / es definida como el número de ciclos completados por 
unidad de tiempo, y es el recíproco del periodo: 


o bien 



(22-14) 

(22-15) 


La frecuencia es expresada en ciclos/s. Esta razón de unidades se llama 
hertz (Hz). donde 1 Hz — 1 ciclo/s = 2 tt rad/s. 

Cuando un cuerpo, o un sistema de cuerpos conectados, experimenta 
un desplazamiento inicial desde su posición de equilibrio y es liberado, 
vibrará con ía frecuencia natural, Si el cuerpo tiene un solo grado de 
libertad, esto es. si únicamente requiere de una coordenada para espe- 
cificar completamente la posición del sistema en cualquier momento, 
entonces el movimiento vibratorio del cuerpo tendrá las mismas caracte- 
rísticas que el movimiento armónico simple dei bloque y el resorte que 
acabamos de presentar. En consecuencia, el movimiento del cuerpo es 
descrito por una ecuación diferencial de la misma “forma estándar” que 
la ecuación 22-1, esto es. 


x + <a lt 2 x = 0 (22-16) 

Por tanto, si la frecuencia natural íu,, del cuerpo se conoce, el periodo 
de vibración r. la frecuencia natura! f. y otras características vibratorias 
del cuerpo pueden ser establecidas usando las ecuaciones de la 22-3 a 
la 22-15. 
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PUNTOS IMPORTANTES 

Una vibración libre ocurre cuando el movimiento es mantenido 
por fuerzas restauradoras gravitatorias o elásúcas. 

La amplitud es el desplazamiento máximo del cuerpo, 

El periodo es el tiempo requerido para completar un ciclo. 

La frecuencia es el número de ciclos efectuados por unidad de 
tiempo, donde 1 Hz = 1 ciclo/s. 

Sólo una coordenada de posición es necesaria para describir la 
ubicación de un sistema con un grado de libertad. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Como en el caso del bloque y el resorte, la frecuencia natural w„ 
de un cuerpo rígido o sistema de cuerpos rígidos conectados con un 
solo grado de libertad, puede ser determinada usando el siguiente 
procedimiento: 

Diagrama de cuerpo libre. 

Dibuje el diagrama de cuerpo libre del cuerpo cuando éste es des- 
plazado una pequeña cantidad desde su posición de equilibrio. 

Ubique el cuerpo con respecto a su posición de equilibrio usando 
una coordenada inercia! q apropiada. La aceleración del centro 
de masa dei cuerpo o la aceleración angular a del cuerpo deben 
tener un sentido en la dirección positiva de la coordenada de 
posición. 

Si la ecuación de movimiento rotacional 1M r - X{A{ k )p se va a 
usar, puede ser conveniente trazar también el diagrama cinético ya 
que ahí se toman en cuenta gráficamente las componentes m(a c ) t , 
/n(a G ) y , e I G a. y por eso resulta útil para visualizar los términos 
necesarios en la suma de momentos Z(M k ) P . 

Ecuación de movimiento. 

Aplique la ecuación de movimiento para relacionar las fuerzas o 
los momentos de par restauradores elásticos o gravitatorios que 
actúan sobre el cuerpo al movimiento acelerado del cuerpo. 

Cinemática. 

Con ayuda de la cinemática, exprese el movimiento acelerado de! 
cuerpo en términos de la segunda derivada con respecto ai tiem- 
po de la coordenada de posición, q. 

Sustituya el resultado en la ecuación de movimiento y determine 
w n reordenando los términos de manera que la ecuación resultan- 
te sea de la “forma estándar", q ■+ a> n 2 q = 0. 
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Determine el periodo de vibración para el péndulo simple mostrado 
en la figura 22-4 a. La partícula tiene masa m y está unida a una cuer- 
da de longitud l. Desprecie el tamaño de la partícula. 


Solución 

El movimiento del sistema será relacio- 
nado con la coordenada de posición [q =) 0. figura 22-46. Cuando la 
partícula es desplazada un ángulo 5. la fuerza restauradora que actúa 
sobre ella es generada por la componente del peso mg sen 0. Ade- 
más. a, actúa en la dirección de la s (o 8) creciente. 

Aplicando la ecuación del movimiento 
en la dirección tangencial, ya que implica a la fuerza restauradora, 
obtenemos 

= nm t \ -mg sen 0 - ma, (1) 

a¡ — d's/dr = s. Además, .y puede ser relacionada con 
0 mediante la ecuación s = 16. de manera que a t - ¡é. Por consi- 
guiente. la ecuación 1 se reduce a 

0 + ysen0 = O (2) 

La solución de esta ecuación implica el uso de una integral elíptica. 
Sin embargo, para desplazamientos pequeños, sen 6 0. en cuyo caso 

6 + = 0 (3) 

Compara ndo_esta ecuación con la 22-16 (.V 4- o>*x = 0). se observa 
que u„ = Vg//. A partir de la ecuación 22-12, el periodo requerido 
para que la partícula efectúe una oscilación completa es. por tanto. 



Este interesante resultado. originalmente descubierto por Galileo Ga- 
lilei a través de experimentos, indica que el periodo depende sólo de 
la longitud de la cuerda y no de la masa de la partícula del péndulo 
ni del ángulo 6. 

La solución de la ecuación 3 es dada por la ecuación 22-3, donde 
cj„ — Vglí y 6 es sustituida por .t. Como en el bloque y el resorte, las 
constantes A y B en este problema pueden ser determinadas si, por 
ejemplo, conocemos el desplazamiento y la velocidad de la partícula 
en un instante dado. 
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La placa rectangular de 10 kg mostrada en la figura 22-Sa está suspen- 
dida en su centro de una barra que tiene rigidez torsión a) k = 1.5 N • 
m/rad. Determine e! periodo natural de vibración de la placa cuando 
se da un pequeño desplazamiento angular 0 en el plano de la placa. 

; ' m 



(ai 


Solución 

Figura 22-56. Como la placa es despla- 
zada en su propio plano, el momento torsional restaurador creado por 
la barra es M = kd. Este momento actúa en la dirección opuesta al 
desplazamiento angular 0. La aceleración angular é actúa en direc- 
ción de la 6 positiva 

Evitación de movimiento. 

SiVíy = ¡ 0 Ct\ -k8 = I(jé 

o bien 

¡9 + y 6 = 0 

•o 

Como esta ecuación está en la "forma estándar", la frecuencia natu- 
ral es u>„ — Vkilo. 

A partir de la tabla proporcionada en la cubierta interna posterior 
de este libro, el momento de inercia de la placa sobre un eje coinci- 
dente con la barra es 1 0 — + b 1 ). Por consiguiente, 

h ~ ^(10 kg)[(0.2 m) 2 + (0.3 m) 2 ] = 0.108 kg-m 2 
El periodo natural de vibración es. por tanto. 


T=W 


i l 



V 

w 

íbí 


% 12e-5 
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La barra doblada que muestra la figura 22-6a tiene masa insignifican- 
te y soporta un collarín de 5 kg en su extremo. Deter min e el periodo 
natural de vibración del sistema. 


HK) inm 


k = -100 N/m 


(a) 



■►B 



i 

= 


kx - kx.i 



kx(Ú.\) = —5a ,.(0.2) 


(1) 


Las posiciones del resorte y el collarín pueden relacio- 
narse con el ángulo 0. figura 22-óe. Como 0 es pequeña, x = (0.1 m)# 
.V y — (0*2 m)0. Por tanto, a v - y — 0.20. Sustituyendo en la ecuación 
1 obtenemos 

400(0.10)0.1 = -5(0.20)0.2 

Reescribiendo esta ecuación en la “forma estándar" resulta 

0 + 200 = 0 

Comparada con x + to*x = 0 (Ec. 22-16), tenemos 
u) r ? ~ 20 oí„ = 4.47 rad/s 
El periodo natural de vibración es. por tanto. 


2-77 2 ir ^ 

T ~ r* — — = 1.40 S 

w„ 4.47 


Resp. 


Figura 22-66. Aquí ¡a barra 
es desplazada una pequeña cantidad 0 desde la posición de equilibrio. 
Como el resorte está sometido a una compresión inicial de x s ¡ por 
equilibrio, entonces, cuando el desplazamiento x > x¿, el resorte ejerce 
una fuerza de F s - kx ~ kx xt sobre Sa barra. Para obtener la “forma 
estándar . ecuación 22-1 6, .'-a actúa luida arriba. lo que es consisten- 
te con un desplazamiento 0 positivo. 

Los momentos serán sumados con respec- 
to al punto B para eliminar la reacción desconocida en este punto. 
Como la cantidad 0 es pequeña, 

(,+ Silíg — £(,41;.)^; 

kx(().\ m) - kxJQ.l m) + 49.05 N(0.2m) = -(5 kg)« v (0.2 m) 

El segundo término dei lado izquierdo, -fcv rí (Q.l tn), representa el 
momento generado por la fuerza del resorte que es necesario para 
mantener el collarín en equilibrio, esto es, en .v - 0. Como este momen- 
to es igual y opuesto al momento 49.05(0.2) generado por el peso del 
collarín, estos dos términos se cancelan en la ecuación anterior, de 
manera que 


J 
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Un bloque de 10 Ib está suspendido de una cuerda que pasa sobre un 
disco de 15 ib como se muestra en la figura 22-7 íí. El resorte tiene 
rigidez k - 200 lb/pie. Determine el periodo natural de vibración 
para el sistema. 



k - 200 Ib/ pie 
- 



Solí 

Ditigrnmas de cuerpo libre y cinético* Figura 22-7 b. El sistema coas- 
ta del disco, que experimenta una rotación definida por el ángulo 0. 
y del bloque, el cual se traslada una cantidad s. El vector I o 0 actúa 
en la dirección positiva de 0. y en consecuencia m H a, actúa hacia aba- 
jo en la dirección positiva de s. 

Sumando momentos con respecto al punto 
O para eliminar las reacciones O, y O,., y observando que lo 
obtenemos 

l+'S.Mo “ 

10 lb(0.75 pies) - F,( 0.75 pies) 

= K^?) (o - 75 ^ + ( 


mf. 


10 Ib 


32.2 pies/s 




{0.75 pies) (1) 


Como se muestra en el diagrama cinemático de la figu- 
ra 22-7t\ un pequeño desplazamiento positivo 0 del disco causa que el 
bloque descienda una cantidad s = 0.750: por consiguiente. a x = V = 
0.750. Cuando 6 = 0 C ; la fuerza requerida en el resorte para equi- 
librio del disco es de 10 Ib. actuando hacia ta derecha. Para la posición 
0. la fuerza en el resorte es F, = (200 Ib/pie)(O,750 pies) + 10 Ib. Sus- 
tituyendo estos resultados en la ecuación 1 y simplificando resulta 

i? + 3680 - 0 

Por consiguiente, 

<w„ 2 " 368 ü>„ = 19.2 rad/s 

Por tanto, el periodo natural de vibración es 


T = 


277 2tT 


(tí„ 


19.2 


- 0.328 s 


Hesp 




Fig, 11-7 


61 
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PROBLEMAS 

'■ Cuando un peso de 2Í1 !h está suspendido de cierto 
resorte, éste se estira una distancia de 4 pulg. Determine 
la frecuencia natural y el periodo de vibración para un 
peso de 10 Ib unido al mismo resorte, 

-■ Cieno resorte tiene rigidez de 600 N/m. Si un blo- 
que de 4 kg que está unido al resorte es empujado 50 mm 
por arriba de su posición de equilibrio y liberado del re- 
poso. determine la ecuación que describe el movimiento 
del bloque. Suponga que los desplazamientos positivos se 
miden hacia abajo. 

2- ■ Cuando un bloque de 3 kg es suspendido de un 
resorte, éste se estira una distancia de 60 mm. Determi- 
ne la frecuencia natural y el periodo de vibración para un 
bloque de 0.2 kg unido al mismo resorte. 

Un bloque de 8 kg está suspendido de un resorte 
que tiene rigidez k - 80 N/m, Si al bloque se le impri- 
me una velocidad hacía arriba de 0.4 m/s cuando está a 
90 mm por arriba de su posición de equilibrio, determi- 
ne la ecuación que describe d movimiento y el máximo 
desplazamiento del bloque hacia arriba medido desde la 
posición de equilibrio. Suponga que los desplazamientos 
positivos son medidos hacia abajo. 

Un peso de 2 Ib está suspendido de un resorte con 
rigidez k = 2 Ib /pulg. Si el peso es empujado 1 pulg hacia 
arriba desde su posición de equilibrio y luego es liberado 
del reposo, determine la ecuación que describe el movi- 
miento. ¿Cuál es lo amplitud y la frecuencia natural de la 
vibración? 

Un peso de 6 Ib está suspendido de un resorte 
con rigidez k = 3 Ib /pulg. Si al peso se le imprime una 
velocidad hacia arriba de 20 pies/s cuando está 2 pulg 
por arriba de su posición de equilibrio, determine la 
ecuación que describe el movimiento y el máximo despla- 
zamiento hacia arriba del peso, medido desde la posición 
de equilibrio. Suponga que los desplazamientos positivos 
son hacia abajo. 

Un bloque de 6 kg está suspendido de un resorte 
con rigidez k = 200 N/m. Si al bloque se le imprime una 
velocidad hacia arriba de 0.4 m /s cuando está a 75 mm 
por arriba de su posición de equilibrio, determine la ecua- 
ción que describe el movimiento y el desplazamiento má- 
ximo del bloque hacia arriba, medido desde la posición 
de equilibrio. Suponga que los desplazamientos positivos 
son hacia abajo. 


Un bloque de 3 kg está suspendido de un resor- 
te con rigidez k = 200 N/m. Si el bloque es empujada 50 
mm hada arriba desde su posición de equilibrio y lueeo 
es liberado del reposo, determine la ecuación que describe 
el movimiento. ¿Cuáles son la amplitud y la frecuencia 
natural de la vibración? Suponga que los desplazamien- 
tos positivos son hacia abajo. 

Determine la frecuencia de vibración para el blo- 
que. Los resortes están comprimidos originalmente una 
cantidad 



Fnií*. 22-9 


Cierto péndulo tiene una cuerda de U.4 m de lon- 
gitud y se le imprime una velocidad tangencial de 0.2 m/s 
hacia la vertical desde una posición 9 = 03 rad. Deter- 
mine la ecuación que describe el movimiento angular. 

Un cable se usa para suspender una caja fuerte de 
800 Ib. Si la caja desciende a 6 m/s cuando el motor que 
controla al cable se detiene repentinamente, determine la 
tensión máxima en el cable y la frecuencia de vibradón 
de la caja. Desprecie la masa del cable y suponga que es 
elástico* de tal manera que se alarga 20 mm cuando está 
sometido a una tensión de 4 kN. 
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-II • : La viga uniforme está soportada en sus extre- 
mos mediante dos resortes A y B. cada uno con la mis- 
ma rigidez k. Cuando la viga no tiene carga* presenta un 
periodo de vibración vertical de 0.83 s. Si se coloca una 
masa de 50 kg en su centro* el periodo de vibración ver- 
tical es de L52 s. Calcule la rigidez de cada resorte y la 
masa de la viga. 



Prnfo, 22-42 


El aro delgado de masa m está soportado en n 
borde de cuchilla Determine el periodo natural de vibn 
cíón para pequeñas amplitudes de oscilación. 



Prub. 22-14 


El disco semicircular pesa 20 Ib. Determine el pt 
riodo natural de vibración si es desplazado una pequer 
cantidad y luego liberado. 


El cuerpo de forma arbitraria tiene masa cen- 
tro de masa en G, y radio de giro con respecto a G de 
k G . Si es desplazado un pequeño ángulo fl desde su posi- 
ción de equilibrio y liberado, determine el periodo natu- 
ral de vibración, 



La placa cuadrada tiene masa m y está suspei 
dída en su esquina por el pasador O. Determine el peri< 
do natural de vibración si la placa es desplazada una p. 
quena cantidad y luego liberada* 



Fruto. 22-13 
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El disco tiene lia peso de 10 ib y ruedo sin deslizar 
sobre la superficie horizontal cuando oscila con respecto 
a su posición de equilibrio. Si el disco es desplazado ha- 
ciéndolo rodar U.4 rad en sentido contrario al de las ma- 
necillas del reloj, determine la ecuación que describe su 
movimiento oscilatorio al ser soltado. 


- La biela está soportada mediante un borde de cu- 
chillo ubicado en A y el periodo de vibración es = 3.38 
s. Entonces es retirada y se gira 18Ü U de manera que que- 
da soportada mediante el borde de cuchillo situado en B, 
En este caso el periodo de vibración es t¡¡ - 3.96 s. De- 
termine la ubicación d del centro de gravedad G, y cal- 
cule el radio de giro k a . 



t’f'ili. 22-17 


El apuntador de un metrónomo soporta un des- 
lizador A de 0.4 Ib. el cual se ubica a una distancia Cija 
dei pivote O del apuntador. Cuando el apuntador es des- 
plazado. un resorte torsionaí que se localiza en O ejerce 
una par restauradora, sobre el apuntador, de magnitud 
M = (1.29) Ib * pie, donde 9 representa el ángulo de 
desplazamiento desde la vertical medido en radianes. 
Determine el período natural de vibración cuando el 
apuntador está desplazado una pequeña cantidad 8 y es 
liberado. Desprecie la masa del apuntador. 



Prob. 22-1 7 


El disco pesa 15 Ib. está soportado mediante un 
pasador que se localiza en su centro O. y sostiene d blo- 
que A que tiene un peso de 3 Ib. Si la banda que pasa 
sobre el disco no desliza en su superficie de contacto, de- 
termine el periodo natural de vibración del sistema. 



k = 1 _2 1h ■ pieirad 


Prob. 22-1 N 



Proh. 22-2U 
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Un hombre de píe en uti elevador sostiene un 
péndulo que consta de una cuerda de 18 pulg y una par- 
tícula de Ü.5 Ib. Sí el elevador está descendiendo con ace- 
leración a = 4 pies/s 2 , determine el período natural de 
vibración para pequeñas amplitudes de oscilación. 


La plataforma AB. cuando está vacía, tiene ma- 
sa de 400 kg, centro de masa en G u y periodo natural de 
oscilación t\ - 2.38 s. Sí un carro, con masa de 1.2 Mg y 
centro de masa en G?. es colocado sobre la plataforma T 
el periodo natural de oscilación se convierte en t 2 — 3J6 
s. Determine el momento de inercia del carro con respec- 
to a un eje que pasa por G : . 




Fruto* 22-23 


La barra uniforme tiene masa m y está sopor- 
tada mediante eí pasador ¿X Si a la barra se le imprime 
ud pequeño desplazamiento v luego es liberada, determi- 
ne el periodo natural de vibración. Los resortes no están 
estirados cuando la barra se encuentra en la posición 
mostrada. 


Fruto, 22-21 


EJ carrete de 50 Ib está unido a dos resortes. Si es 
desplazado una pequeña cantidad y liberado, determine 
el periodo natural de vibración. EJ radio de giro del ca- 
rrete es k G = 1.5 pies. El carrete rueda sin deslizar. 




k= 1 Ib/pie 


La rueda de 50 Ib tiene un radio de giro con 
respecto a su centro de masa G de k G = 0.7 píes. Deter- 
mine la frecuencia de vibración si la rueda es desplazada 
ligeramente desde su posición de equilibrio y liberada. 
Suponga que no hay deslizamiento. 



Fruto. 22-22 


Froto* 22-25 
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*22.2 Métodos de energía 


El movimiento armónico simple de un cuerpo, analizado en la sección 
anterior, es debido sólo a las fuerzas restauradoras gravitatorias y elás- 
ticas que actúan sobre el cuerpo. Como estos tipos de fuerzas son con- 
servativas. también es posible usar la ecuación de la conservación de la 
energía para obtener la frecuencia natural o el periodo de vibración del 


cuerpo. Para mostrar cómo hacer esto, considere de nuevo el bloque y 
el resorte de la figura 22-8. Cuando el bloque es desplazado una canti- 
dad arbitraria .v desde la posición de equilibrio, la energía cinética es 
T = í mv 2 = kmx 1 y la energía potencial es V = \kx 2 . Por medio de 
la ecuación de la conservación de la energía, ecuación 14-21, es nece- 


sario que 


T + V = constante 

\rrtx 2 + ^kxr = constante (22-17) 

La ecuación diferencial que describe el movimiento acelerado del blo- 
que se puede obtener diferenciando esta ecuación con respecto al tiem- 
po; esto es. 


mxx + kxx ~ 0 
x(m'x + kx) =■ 0 

Como la velocidad x no siempre es cero en un sistema vibratorio. 

x + tú tl 2 x = 0 <a„ = Vkfm 

la cual es la misma que la ecuación 22-1. 

Si la ecuación de la energía se escribe para un sistema ¿le cuerpos 
conectados, la frecuencia natural de la ecuación de movimiento puede 
determinarse también por diferenciación con respecto ai tiempo. Aquí 
no es necesario desmembrar el sistema para lomar en cuenta las fuerzas 
reactivas y conectivas que no trabajan. 


Posición de 
equilibrio 

L jr 


Úhr ■ 'V' ^ 



np. 22-X 
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La suspensión de un vagón de ferrocarril cons- 
ta de un conjunto de resortes montados entre 
el bastidor del vagón y eJ tren de ruedan Esto 
dará al vagón una frecuencia natural de vi- 
bración que puede ser determinada. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

La frecuencia circular o natural u»„ de usi cuerpo, o de un sistema 
de cuerpos conectados, puede ser determinada aplicando la ecua- 
ción de la conservación de la energía mediante el siguiente proce- 
dimiento. 

Ecuación de energía. 

Di buje el cuerpo cuando está desplazado una pequeña cantidad 
desde su posición de equilibrio, y defina la ubicación del cuerpo 
desde su posición de equilibrio por medio de una coordenada q de 
posición apropiada. 

Formule la ecuación de energía para el cuerpo, T + V = constan- 
te, en términos de la coordenada de posición. 

En general, la energía cinética debe tomar en cuenta los movimien- 
tos traslacional y rotacional del cuerpo, T ~ \mt? G + ecua- 

ción 18-2. 

La energía potencial es la suma de las energías potenciales gra- 
vitatoria y elástica del cuerpo, V — V g + V,, ecuación 18-16. En 
particular, V g debe medirse desde un datum para el cual q - (1 
(posición de equilibrio). 

Derivada con respecto al tiempo. 

Tome la derivada con respecto al tiempo de la ecuación de la 
energía usando la regla de la cadena del cálculo y factorice los 
términos comunes. La ecuación diferencial resultante represen- 
ta la ecuación de movimiento para el sistema. El valor de ím„ se 
obtiene después de reordenar los términos en la “forma estándar”, 
q + <a n 2 q = 0. 
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ira 


o 


o 


He, 21-9 




El aro delgado que muestra la figura 22-9 a está soportado mediante 
una espiga colocada en O. Determine el periodo natural de oscilación 
para pequeñas amplitudes de la oscilación. El aro tiene masa m. 

Solución 

Un diagrama del aro cuando está desplazado 
una pequeña caniidad (q =) fl de la posición de equilibrio se mues- 
tra en la figura 22-9/?. Usando la tabla proporcionada en la cubierta 
posterior interna de este libro y el teorema de los ejes paralelos para 
determinar I 0 , podemos expresar la energía cinética como 

7 — I = 2 Í mr + = ntrtyr 

Si un datum horizontal se coloca a través del centro de gravedad del 
;iro cuando 6 = 0, entonces el centro de gravedad se mueve hacía arri- 
ba rfl - eos ff) en la posición desplazada. Para ángulos pequeños, eos 
ti puede ser íeemplazado por los primeros dos términos de su desarro- 
llo en serie, eos $ = } — 0-/2 + Por tanto, la energía potencial es 


1 


(>-!) 


V - mgr 
La energía total en el sistema es 

T + V — mr~0 2 


mgr- 


f ) 2 


mgr- 


e 2 


Derivaiia Con respecto al tiempo. 

mr 2 2§é + mgrdti = 0 
mri)(2ré + gd) = 0 

Como 6 no siempre es igual a cero, a partir de los términos entre 
paréntesis. 

8 


0 + - 0 
2r 


Por consiguiente. 



y entonces 


= ^-2 JE 
\ 8 


Hesp. 
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Un bloque de 10 fcg está suspendido de una cuerda enrollada alrededor 
de uu disco de 5-kg.como se muestra en la figura 22-10 a. Si el resorte 
tiene rigidez k = 200 N/m, determine el periodo natural de vibración 
para el sistema. 


Solución 

Un diagrama del bloque y el disco cuando 
están desplazados las cantidades tt y 6 desde la posición de equili- 
brio se muestra en la figura 22-10/j. Como s = (0.15 m)t?, la energía 
cinética del sistema es 

T = + |W/ 

= |( 1U kg)[(0.15 m)6] 2 4 if|(5 kg)(0.15 m) 2 ](6) 2 
“ 0.141 (0) 2 

Si establecemos el datum en la posición de equilibrio del bloque, y 
observando que el resorte se estira % por equilibrio, podemos escri- 
bir la energía potencial como 

U - +*(*„ 4 s) 2 - W s 

= §{200 N/m)[s a + (0.15 m)6l 2 - 98.1 N[(0.15 m)6J 
La energía total del sistema es. por tanto. 

T + V = 0.141 (0) 2 4 100(y sl + 0.15e) 2 - 14.726 

Derivada con respecto al tiempo. 

0.281 (0)0 4 200( s„ 4- 0.156)0.156 - 14.726 = 0 

Como s s , = 98.1/200 - 0.4905 m. la ecuación anterior se reduce a la 
“forma estándar 1 ' 



k = 200 N/m 

iMMW. 





i a) 


Ü.IS8 



'J8.1 N 


(b) 


m 22-u 


de modo que 


Entonces. 


6 + 166 = 0 


üí „ = vTó = 4 rad/s 
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PROBLEMAS 

Resuelva el problema 2243 usando métodos de 

energía. 

Resuelva el problema 2245 usando métodos de 

energía. 

Resuelva el problema 22-16 usando métodos de 

energía. 

Resuelva e! problema 22-20 usando métodos de 

energía. 

La barra uniforme de masa m está soportada me- 
diante un pasador en A y un resorte en Si el extremo 
B recibe un pequeño desplazamiento hacia abajo y es li- 
berado, determine el periodo natural de vibración. 



Determine la ecuación diferencia! dcí movimiento 
del bloque de 3 kg cuando éste es desplazado ligeramente 
y liberado. La superficie es lisa y originalmente los resor- 
tes no están estirados. 



La máquina tiene masa m y está soportada uni- 
formemente por cuatro resortes, cada uno con rigidez k. 
Determine el periodo natural de vibración vertical, 



2243. El disco de 7 kg está soportado mediante un 
pasador conectado en su punto medio. Determine el pe- 
riodo natural de vibración del disco si los resortes tienen 
suficiente tensión como para impedir que la cuerda resba- 
le sobre d disco al oscilar éste. Sugerencia: Suponga que 
cada resorte está estirado ¡nícíalmente la longitud 8 (j , Este 
término se cancelará después de tomar la derivada con 
respecto al tiempo en la ecuación de energía. 



Determine el periodo natural de vibración del 
péndulo. Considere las dos barras como esbeltas, cada una 
con peso de 8 tb/pie. 



Pmh. 22-32 


Protti 22-34 
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Determine ei periodo natural de vibración del dis- 
co que tiene masa m y radio r. Suponga que eJ disco no des- 
liza sobre la superficie de contacto cuando oscila. 


Determine la frecuencia natural de vibración del 
disco de 20 Ib. Suponga que el disco no desliza sobre la su- 
perficie inclinada* 



Pnib, 22-35 


Determine el periodo natural de vibración de la 
esfera de 3 kg, Desprecie la masa de la barra y el tamaño 
de la esfera. 



La barra esheUa tiene masa m y está articulada 
en su extremo O. Cuando se encuentra en posición ver- 
tica], los resortes uo están estirados. Determine el perio- 
do natural de vibración. 



Si el disco tiene masa de 8 kg, determine la fre- 
cuencia natural de vibración. Originalmente los resortes 
no están estirados. 




Determine la ecuación diferencial del movimien- 
to de] carrete de 3 kg. Suponga que no desliza en la su- 
perficie de contacto cuando oscila. El radio de giro dd 
carrete con respecto a su centro de masa es k (t ~ 12 5 mm. 



Fntli» 22-37 


Prob* 22— lá 
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*223 Vibración forzada sin amortiguamiento 


Posición de 
equilibrio 


¡j «mmin 



F (] sen (út 


W 





F = Fq seoíijf 


La vibración forzada sin amortiguamiento es considerada uno de los ti- 
pos más importantes de movimiento vibratorio en los trabajos de inge- 
niería. Los principios que describen la naturaleza de este movimiento 
pueden ser usados para analizar las fuerzas que causan vibraciones en 
muchos tipos de máquinas > estructuras. 

El bloque y el resorte mostrados en la figura 22-1 Id 
proporcionan un modelo conveniente que representa las características vi- 
bratorias de un sisiema sometido a una fuerza periódica F - F 0 sen wtf. 
Esta fuerza tiene una amplitud de F , ¡i y frecuencia forzada aifj. El diagra- 
ma de cuerpo libre para el bloque cuando está desplazado una distancia 
x se muestra en la figura 22-1 16. Aplicando la ecuación de movimiento 
resulta 

2 F x = ma x , F a sen &>r - kx - mi 

o bien 

* . k F 0 

* + ■—* = — sen W(/ (22-18) 


Esta ecuación es una ecuación diferencial de segundo orden no homo- 
génea. Su solución general consta de una solución complementaria. .i\., 
más una solución particular, x p . 

La solución complementaria es determinada haciendo el término del 
lado derecho de la ecuación 22-8 igual a cero y resolviendo la ecuación 
homogénea resultante, que es equivalente a la ecuación 22-1. La solu- 
ción es definida mediante la ecuación 22-3. esto es. 



x c - A sen íü„/ 4- B eos ta n t (22-19) 

donde at„ es la frecuencia natural. = Vkfm, ecuación 22-2. 

Como el movimiento es periódico, la solución particular de la ecua- 
ción 22-18 puede ser determinada suponiendo una solución de la forma 

x p = C sen u)^ (22-20) 

donde C es una constante. Tomando la segunda derivada con respecto 
al tiempo y sustituyéndola en la ecuación 22-18 obtenemos 


-Car sen wor + ^ (C sen (a 0 t) = sen to^t 


m 


Faciorizando sen un y despejando C resulta 


Ffífm _ F^k 

( kfm ) - o) 2 1 - (w/í a„) : 


( 22 - 21 ) 


Sustituyendo en la ecuación 22-20. obtenemos la solución particular 


F<Jk 


Xp i sec 

l - (wrM,) 


Las mesas vibrar odas propdrcianan vibra* 
cienes forzadas y se usan para separar ma- 
te dales granulares. 


( 22 - 22 ) 




http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Sección 22.3 Vibración forzada sin amortiguamiento < 62 







fi|¡, 22-12 


La solución general es, por tanto. 


,v ' ,v t + x p = A sen tu,, B eos <o„ + 


FJk 

1 - (w/tu,,) 3 


sen üit (22-23) 


Aquí x describe dos tipos de movimiento vibratorio del bloque. La so- 
lución complementaria x c define la vibración libre , que depende de la 
frecuencia circular = Vklm y de las constantes A y B. figura 22- 12a. 
Valores específicos de A y R se obtienen evaluando la ecuación 22-3 en 
un instante dado cuando el desplazamiento y la velocidad son conoci- 
dos. La solución particular x p describe la vibración forzada del bloque 
causada por la fuerza aplicada F - Fq sen tur, figura 22-1 2b. La vibración 
resultante x se muestra en la figura 22-2c. Como lodos los sistemas vi- 
bratorios están sometidos a fricción, la vibración libre, :c t ., desaparecerá 
con el tiempo. Por esta razón, a la vibración libre se le llama transitoria, 
y a la vibración forzada se le denomina de estado estable ya que es la 
única vibración que permanece, figura 22-12/7. 

A partir de la ecuación 22-1 se observa que la amplitud de una vi- 
bración forzada depende de la razón de frecuencias w/íu„. Si el factor de 
amplificación FA se define como la razón de la amplitud de la vibración 
■ de estado estable, a la deflexión estática Fgfk que sería produ- 

cida por la amplitud de la fuerza periódica F [h entonces, a partir de la 
ecuación 22-22, 


MF - 


•Liimáx 

Ffk 


1 

1 - {o»/w„) 2 


(22-24) 



El compactado! de suelo opera mediara 
vibraciones forjadas desarrolladas por i 
motor intemo. Es importante que la frecuc 1 ’ 
cia forzada rao sea cercana a la f re cuera c 
natural de vibración, la cual es determina! 
cuando se apaga el motor de otra manet 
ocurrirá resonancia y no se podrá control 
la máquina. 
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MF 



1=0 



Posición de 
equilibrio 


- 


(a) 


Esta ecuación está graficada en La figura 22-13. Advierta que para <u n K 0, 
el FA fe- 1 . En este caso, debido a la muy baja frecuencia u) íu„, la mag- 
nitud de la fuerza F cambia lentamente y entonces la vibración del 
bloque estará en fase con la fuerza F aplicada. Si la fuerza o el des- 
plazamiento son aplicados con una frecuencia cercana a la frecuencia 
natural del sistema, esto es. tu /tu ss 1, La amplitud de vibración del blo- 
que resulta extremadamente grande. Esto ocurre porque la fuerza F es 
aplicada al bloque de manera que siempre sigue el movimiento del blo- 
que. Esta condición se llama resonancia, y en la práctica, las vibraciones 
en resonancia pueden causar esfuerzos enormes y una falla rápida de las 
partes. Cuando la luerza cíclica F | sen tur es aplicada a altas frecuen- 
cias (ía > el valor del FA resulta negativo, indicando que el movi- 
miento del bloque está fuera de fase con la fuerza. Bajo estas condiciones, 
cuando el bloque se desplaza hacia la derecha, la fuerza actúa hada la 
izquierda,)’ viceversa. Para frecuencias extremadamente altas (m aj n ). 
el bloque permanece casi estacionario, y por consiguiente el FA es aproxi- 
madamente igual a cero. 


Desplazamiento periódico del soporte. Las vibraciones forzadas 
también pueden originarse a partir de la excitación periódica del soporte 
de un sistema. El modelo mostrado en la figura 22-l4u representa la vi- 
bración periódica de un bloque que es causada por el movimiento armó- 
nico 8 = <5q sen (arf del soporte. En este caso, el diagrama de cuerpo libre 
para el bloque se muestra en la figura 22-14 b. La coordenada x es medi- 
da desde el punto de desplazamiento cero del soporte, esto es, cuando la 
línea radial OA coincide con OB, figura 22-14/t. Por tanto, el desplaza- 
miento general del resorte es (x — 4fo sen tat). Aplicando la ecuación de mo- 
vimiento resulta 

Fx ~ tna x \ —k{x — 6¡j sen tu/) — mx 


o bien 


x -i — x *= 
m 


m 


sen mt 


(22-25) 



I-ÍK.22-M 


En comparación, esla ecuación es idéntica a la forma de la ecuación 22-18. 
si Fu es reemplazada por k Cuando se efectúa es La sustitución en las 
soluciones definidas mediante las ecuaciones 22-21, 22-22 y 22-23. los 
resultados son apropiados para describir el movimiento del bloque 
cuando está sometido al desplazamiento 8 ~ 4b sen cu/ del soporte. 


'Un columpia tiene un periodo natural de vibración. Como se determinó en el ejemplo 
22.1 Si se empuja al columpio sólo cuando alcanza su punto más alto, despreciando la 
resistencia cíe la fricción o del viento* se producirá resonancia va que las frecuencias natural 
y forzada serán iguales. 
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¿m 


El instrumento mostrado en la figura 22-15 está rígidamente unido 
a una plataforma P. que a su vez está soportada mediante cuarro 
resortes, cada uno con rigidez k = 800 N/m. Iniciaímcntc la plata- 
forma está en reposo cuando el piso es sometido a un desplazamien- 
to S — 1(1 sen (8í) mm . donde / está en segundos. Si eí instrumento 
está restringido a moverse verticalmente y ia masa total de ins- 
trumento y plataforma es de 20 kg, determine el desplazamiento 
vertical y de la plataforma en función del tiempo, medido desde la 
posición de equilibrio. ¿Qué vibración del piso se requiere para cau- 
sar resonancia? 


Solución 

Como la vibración inducida es causada por el desplazamiento de ios 
soportes, el movimiento es descrito mediante la ecuación 22-23, con 
F 0 reemplazada por k$$, esto es, 

Sn 

v = A sen fo„( + B eos w„r 3 — sen tul ( 1 ) 

1 - {tü/ü}„y 

Aquí S = ¿ á sen tot = 10 sen (8/) mm, por lo que 


tt>,. - 


8q = 10 mm 

¡I = 

V m 


'4(800 N/m) 


20 kg 


w c — 8 rad/s 

12.6 rad/s 


A partir de la ecuación 22-22, con kS () reemplazando a F rj . la ampli- 
tud de la vibración causada por el desplazamiento del piso es 

(>VÍ máx=- , ¿1) , “ 7— — ... — — — p^ióJmm (2) 

1 — (ití {i fb)„y 1 - [(8 rad/s )/{ 12.6 rad/s)]" 


Por consiguiente, la ecuación 1 y su derivada con respecto al tiempo son 


y — A sen (12.60 + Bcos(12.6í) + 16,7sen(8r) 
y - A(12.6) cos(12.6r) - 5(12.6) sen(12.6f) 3- 133.3 cos(8r) 

Las constantes Ay B son evaluadas con estas ecuaciones. Como y = 0 
y y = 0 en t = 0, entonces 


0 = 0+53-0 5 — 0 

0 - A(12.6) - 0 + 133,3 A = -10.5 

El movimiento vibratorio es descrito, por tanto, mediante la ecuación 


y - -10.5 sen (I2.6f) + 16.7 sen(8r) 


La resonancia ocurrirá cuando la amplitud de la vibración causada 
por el desplazamiento del piso tienda a infini to. A partir de la ecua- 
ción 2. esto requiere 


tú = íú„ = 12.6 rad/s 



píg. 
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*22.4 Vibración libre con amortiguamiento viscoso 


El análisis de vibraciones considerado hasta ahora no ha incluido los 
efectos de fricción o amortiguamiento en el sistema, y en consecuencia, 
las soluciones obtenidas son sólo aproximaciones del movimiento real. 
Como todas las vibraciones desaparecen con el tiempo, la presencia de 
fuerzas amortiguadoras debe incluirse en el análisis. 

En muchos casos, el amortiguamiento es atribuido a la resistencia crea- 
da por la sustancia, digamos agua, aceite o aire, en que vibra el sistema. 
Si el cuerpo se mueve lentamente a través de la sustancia, la resistencia 
al movimiento es directamente proporcional a la rapidez de! cuerpo. El 
tipo de fuerza desarrollada bajo esas condiciones se llama fuerza de 
amo r [¿guata iento viscoso. La magnitud de esta fuerza es expresada por 
una ecuación de la forma 


Püsíciórt de 
equilibrio 



m 


F = eje (22-26) 

donde la constante c se llama coeficiente de amortiguamiento viscoso y tie- 
ne unidades de N • s/m o Ib * s/pie. 

El movimiento vibratorio de un cuerpo o sistema con amortiguamiento 
viscoso puede ser caracterizado por el bloque y el resorte mostrados en la 
figura 22-1 6a. El efecto de amortiguamiento es proporcionado mediante 
el ¿ittJi>rfig¡tador conectado al bloque en su lado derecho. El amortigua- 
miento ocurre cuando el pistón P se mueve a la derecha o a la izquierda 
dentro del cilindro cerrado. El cilindro condene un fluido, y el movi- 
miento del pistón se retarda ya que el fluido debe fluir alrededor o a 
través de un pequeño orificio localizado en el pistón. Se supone que el 
amortiguador tiene un coeficiente c de amortiguamiento viscoso. 

Si el bloque es desplazado una distancia x desde su posición de equi- 
librio, el diagrama de cuerpo libre resultante se muestra en la figura 
22-16h. Tanto la tuerza del resorte kx como la fuerza de amortiguamien- 
to ex se oponen al movimiento hacia delante del bloque, por lo que al 
aplicar la ecuación de movimiento resulta 

= ma x ; —kx — ex — mx 



,V= w 

[b) 


Fig. 22-16 


o bien 


mx + ex + kx = 0 (22-27) 

Esta ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden tiene 
soluciones de la forma 


donde e es la base de los logaritmos naturales y A es una constante. El 
valor de A se puede obtener sustituyendo esta solución en la ecuación 
22-27, lo cual resulta en 

+ cke h ' 4* ke y ’ = 0 


o bien 


e u (mÁ 2 + cA + k) — 0 
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Como e K¡ nunca es cero, es posible encontrar una solución siempre que 

mA 2 + cA + k = U 

Por consiguiente, mediante la fórmula cuadrática, los dos valores de A son 



Aj - 


c 

2/71 



(22-28) 


La solución genera] de la ecuación 22-27 es. por tanto, una combinación 
lineal de funciones exponenciales que contienen estas dos raíces. Exis- 
ten tres combinaciones posibles de Aj y Ai que deben ser consideradas. 
Sin embargo, antes de estudiarlas, definiremos primero el coeficiente de 
amortiguamiento crítico c c como el valor de c que vuelve al radical pre- 
sente en las ecuaciones 22-28 igual a cero; es decir. 



o bien 



(22-29) 


Aquí el valor de w„ es la frecuencia natural íi>„ = VJt/m, ecuación 22-2. 


Sis te- nía sol:c>?ani©rtig¡. ¡ado. Cuando c > c r . ambas raíces A, y A2 son 

reales. La solución general de la ecuación 22-27 puede escribirse como 


x = Ae kJ + Be ki ' (22-30) 

El movimiento correspondiente a esta solución no es vibratorio. El efecto 
del amortiguamiento es tan fuerte que cuando el bloque es desplazado y 
liberado, simplemente regresa a su posición original sin oscilar. Él sistema 
se llama sobreamortiguado. 


Sistema amortiguado críticamente. Si c = c c , entonces A 1 -á 2 ^ 
-c c jlm — -üí„. Esta situación se conoce como amortiguamiento critico, 
ya que representa una condición donde c tiene el mínimo valor necesario 
para que el sistema no vibre. Usando ios métodos de las ecuaciones dife- 
renciales, se puede mostrar que la solución de la ecuación 22-27 para el 
amortiguamiento crítico es 


629 


x = (A + Bt)e~ ü>J 


(22-31) 
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Sistema siAvsrm>»ticíuadc Muy a menudo c < en cuyo caso ai sis- 
tema se le llama subamortiguado. En esta circunstancia. las raíces A! y A 7 son 
números compiejos, y se puede mostrar que la solución general de la ecua- 
ción 22-27 puede escribirse como 


je = sen(^r + é)] 


(22-32) 


donde D y son constantes generalmente determinadas a partir de las 
condiciones iniciales del problema. La constante w (í se llama frecuencia 
natura! amortiguada del sistema. Esta constante tiene un valor de 



(22-33) 


donde la razón c/c c se llama factor de amortiguamiento. 

La gráfica de la ecuación 22-32 se muestra en !a figura 22-17. El límite 
inicial de movimiento. D. disminuye con cada ciclo de vibración, ya que 
el movimiento está confinado dentro de los límites de la curva exponen- 
cial. Usando la frecuencia natural amortiguada w d , el periodo de vibración 
amortiguada puede escribirse como 



(22-34) 


Como (ú ( ¡ < ít)„, ecuación 22-33. e! periodo de vibración amortiguada, 
será mayor que el de la vibración libre, t = 2wfw„. 


X 



Fíe. 22-17 
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*22.5 Vibración forzada con amortiguamiento viscoso 


El caso más general de movimiento vibratorio de un solo grado de liber- 
tad ocurre cuando el sistema incluye los efectos de movimiento forzado 
y amortiguamiento inducido. El análisis de este tipo particular de vibra- 
ción es de valor práctico cuando se aplica a sistemas con características 
importantes de amortiguamiento. 

Si un amortiguador es unido al bloque y ai resorte mostrados en la 
figura 22-llfl. la ecuación diferencial que describe el movimiento se con- 
vierte en 


mx + ex + kx - F (¡ sen wí 


(22-35) 


Una ecuación similar puede ser escrita para un bloque y un resorte que 
tienen desplazamiento periódico en un soporte, figura 22-14«. la cual in- 
cluye los efectos de amortiguamiento. Sin embargo, en ese caso F a es reem- 
plazada por kS(¡. Como la ecuación 22-35 es no homogénea, la solución 
general es la suma de una solución complementaria, a,., y una solución par- 
ticular. x p . La solución complementaria es determinada haciendo el lado 
derecho de la ecuación 22-35 igual a cero y resolviendo la ecuación ho- 
mogénea. que es equivalente a la ecuación 22-27. La solución está, por 
tanto, dada por las ecuaciones 22-30. 22-31 o 22-32. dependiendo de los 
valares de A] Ai. Sin embargo, como todos los sistemas contienen fricción, 
esta solución desaparecerá con el tiempo. Sólo permanecerá la solución 
particular, la cual describe la vibración de estado estable del sistema. 
Como la función aplicada de forzamiento es armónica, el movimiento de 
estado estable será también armónico. En consecuencia, la solución par- 
ticular tendrá la forma 


x p = A' sen ojí -+■ B' eos a>t (22-36) 

Las constantes A' y B' son determinadas tomando las derivadas con res- 
pecto al tiempo necesarias y sustituyéndolas en la ecuación 22-35, que 
después de simplificar toma la forma 

(— A'nua 2 — cB’io + kA') sen tot + 

(-B'miú 2 + cA'üí + kB') eos wf = F^sen wt 


Como esta ecuación es válida en todo momento, los coeficientes cons- 
tantes de sen u>t y eos <ui pueden ser igualados; esto es. 

-/lW - cB'u) + kA' - F 0 
—B'rnuT + cA'w + kB' — 0 


63 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


632 CAPÍTULO 22 Vibraciones 


Despejando A' y B\ observando que cu,, 2 = k/m, resulta 



(fu,," — 4 - [cíolm ) 2 

~ F ti (c(oím 2 } 


(22-37) 


(¿o ,, 2 — íi > 2 ) 3 -I- (rw/m ) 2 


También es posible expresar la ecuación 22-36 en una forma similar a la 
de la ecuación 22-9, 


x p — C' sen(wr - é‘) 
en cuyo caso tas constantes C y tf>‘ son 


(22-38) 




V(l - {<tí/w rt ) 2 f + [2(c/Cc)(Wítí fl )] 2 


(22-39) 



El ángulo <t>' representa la diferencia de fase entre la fuerza aplicada y 
la vibración resultante de estado estable del sistema amortiguado. 

El factor de amplificación FA fue definido en la sección 22.3 como la 
razón de la amplitud de la deflexión causada por la vibración forzada a 
la deflexión causada por una fuerza estática F () . A partir de Ja ecuación 
22-38, la vibración forzada tiene una amplitud de O; entonces,. 



El FA está graflcado en la figura 22-18 contra la razón de frecuencia 


varios valores del factor de amortiguamiento c/c c . En esta 


puede ver que la amplificación de la amplitud aumenta coa- 


ctar de amortiguamiento disminuye. La resonancia ocurre na- 


í sólo cuando ei factor de amortiguamiento es cero y la razón 
cia es igual a 1. 



ü 


li H . 22- IK 
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Sección 22.5 Vibración forzada con amortiguamiento viscoso 633 



El motor eléctrico de 30 kg mostrado en la figura 22*19 está soportado 
mediante cuatro resortes y cada resorte tiene rigidez de 2Ü0 N /m. Si 
el rotor R está desbalanceado de manera que su efecto es equivalente 
a una masa de 4 kg ubicada a 60 mm del eje de rotación, determine 
la amplitud de vibración cuando el rotor está girando a o> = 10 rad/s. 
El factor de amortiguamiento es c¡c K - 0.15. 



Solución 

La fuerza periódica responsable de que el motor vibre es la fuerza 
centrífuga debida al rotor desbalanceado. Esta fuerza tiene magnitud 
constante de 

F 0 = ma„ — mrtü 2 = 4 kg(0.0ó m)(10 rad/s) 2 = 24 N 
Como F = Fq sen oj t, donde tu = 10 rad/s, entonces 


F — 24 sen lüí 


La rigidez de todo el sistema de cuatro resortes es k — 4(200 N/m) 
- 800 N/m. Por tanto, la frecuencia natural de vibración es 



Como el factor de amortiguamiento es conocido, la ampiilud de es- 
tado estable puede ser determinada con la primera de las ecuaciones 
22-39, esto es. 


F^k 


Vfl ~ + [2(c/c c }(w/ü>,,)] 2 


24/800 


\/[l - (10/5.16) 2 ] 2 + [2(0.15)(10/5.16)J 2 
- 0.0107 m - 10.7 mm 


Resp. 
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*22.6 Analogías con e! circuito eléctrico 






m 



Las características de un sistema mecánico en vibración pueden ser re- 
presentadas mediante un circuito eléctrico. Considere el circuito mostrado 
en la figura 22-2 0« que consta de un inductor L, un resistor R y un capa- 
citor C. Cuando un voltaje E{t) es aplicado, se genera una corriente de 
magnitud i que fluye por el circuito. Cuando la corriente fluye por el 
inductor, ía caída de voltaje es L(di/di), cuando fluye por el resistor la 
caída es Ri. y cuando llega al capacitor la caída es (1 /C)J i dt. Como 
la corriente no puede fluir por el capacitor, sólo es posible medir la carga 
9 t¡ue actúa sobre el capacitor. Sin embargo, la carga puede ser relacio- 
nada a la corriente por medio de la ecuación i - dq/dt. Así. las caídas 
de voltaje que ocurren a través del inductor, del resistor y del capacitor, 
pueden escribirse como L d~qídt, R dq ¡dt, v q/C. respectivamente. De 
acuerdo con la ley de voltaje de Kirchhoff, el voltaje aplicado equilibra 
la suma de las caídas de voltaje alrededor del circuito. Por tanto. 


F(¡¡ 



dq l 


(22-41) 


Considere ahora el modelo de un sistema mecánico de un solo grado 
de libertad, figura 22-206, que está sometido a una función general for- 
zadora F(f) y amortiguamiento. La ecuación de movimiento para este 
sistema fue establecida en la sección previa y puede escribirse como 




+ kx = F(t) 


(22-42) 


Por comparación, se observa que las ecuaciones 22-41 y 22-42 tienen la 
misma forma, y por tanto, matemáticamente el problema de analizar un 
circuito eléctrico es el mismo que ei de analizar un sistema mecánico en 
vibración. Las analogías entre las dos ecuaciones se dan en la Tabla 22-1. 

Esta analogía tiene importantes aplicaciones en el trabajo experimental 
ya que es mucho más fácil simular la vibración de un sistema mecánico 
complejo usando un circuito eléctrico, el cual puede ser construido en una 
computadora analógica, que construir un modelo mecánico equivalente 
de resorte y amortiguador. 


TABLA 22-1 * Analogías electro-mecánicas 


Eléctrica 

Mecánica 



Carga eléctrica 

9 

Desplazamiento 

X 

Corriente eléctrica 

r 

Velocidad 

dx/dt 

VolLaje 

¿(r) 

Fuerza aplicada 

FU) 

Inducíanos 

L 

Masa 

m 

Resistencia 

Recíproco de la 

R 

Coeficiente de amortiguamiento 
viscoso 

c 

capacitancia 

i/c 

Rigidez de resorte 

k 
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PROBLEMAS 

El bloque mostrado en la figura 22-16 tiene masa 
de 20 kg y el resorte tiene rigidez k — 600 N /ni, Cuando 
el bloque es desplazado y liberado, se miden dos ampli- 
tudes sucesivas: x T = 150 mm y x 2 - 87 mm, Determine 
el coeficiente de amortiguamiento viscoso, c . 

El bloque de 2U Ib está unido a un resorte que 
tiene rigidez de 20 Ib/pie. Una fuerza F - (6 eos 2/) f don- 
de t está en segundos, es aplicada al bloque. Determine 
la rapidez máxima del bloque después que las fuerzas de 
fricción que causan las vibraciones libres desaparecen. 



Pf.jh, 22-12 


Un bloque de 4 kg está suspendido de un resorte 
que tiene rigidez k — 600 N m. El bloque es jalado hacia 
abajo 50 mm desde la posición de equilibrio y liberada 
del reposo cuando r = 0. Si c] soporte se mueve con un 
desplazamiento impreso de 6 - (10 sen 4r) mm, donde / 
está en segundos, determine la ecuación que describe el 
movimiento vertical del bloque. Suponga que los despla- 
zamientos hacia abajo son positivos. 

Sí el bloque está sometido a la fuerza impresa 
F - Eli eos cu/, demuestre que la ecuación diferencial del 
movimiento es y + [kím)y = (F^m) eos tot, donde y se 
mide desde la posición de equilibrio del bloque, ¿Cuál es 
la solución general de esta ecuación? 



Prnli. 22-44 


La barra clástica ligera soporta una esfera de 4 k ¡ 
Cuando se aplica una fuerza vertical de 18 N a la esfera, I 
büTra se deílexiona 14 mm. Si la pared oscila con frecuei 
da armónica de 2 Hz y tiene amplitud de 15 mm, determ 
ne la amplitud de vibración para la esfera. 



fmíh 22-45 


Un bloque tiene masa de 0.8 kg y está suspendió 
de un resorte con rigidez de 120 N/ m. Si un amortiguade 
proporciona una fuerza de amortiguamiento de 2.5 
cuando la rapidez del bloque es de 0,2 m/s. determine i 
periodo de vibración libre, 

Un bloque de 5 kg está suspendido de un resuP 
que tiene rigidez de 300 N/m. Si sobre el bloque acti 
una fuerza vertical F = (7 sen 8 1 ) N, donde i está en seguí 
dos. determine la ecuación que describe el movimienl 
del bloque cuando es jalado hacia abajo 100 mm dest 
su posición de equilibrio y liberado del reposo en t = 
Suponga que los desplazamientos hacia abajo son p< 
si t¡ vos. 



Príiti. 22-47 
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22-lS. E! motor eléctrico tiene masa de 50 kg y está 
soportado mediante cuatro resortes, cada uno cor) rigidez 
de 100 N./m. Sí el motor hace girar un disco D que está 
montado excéntricamente a 20 mm del centro del disco, 
determine la rotación angular u> a la que ocurre la reso- 
nancia. Suponga que el motor sólo vibra en la dirección 
vertical 



Prwh. :i-tít 


El instrumento está centrado uniformemente 
sobre una plataforma P que a su vez se encuentra so- 
portada por cuatro resortes, cada resorte tiene rigidez 
k - 130 N/m. Sí el piso está sometido a una vibración 
ui - 1 1-íz con amplitud de desplazamiento vertical 5,-, - 
0.17 pies, determine la amplitud del desplazamiento ver- 
tical de la plataforma y el instrumento. El instrumento y 
la plataforma tienen un peso total de 18 Ib. 



El ventilador tiene masa de 25 kg y está lijo ai ex- 
tremo de una viga horizontal de masa insignificante. Las 
aspas del ventilador están montadas excéntricamente sobre 
la flecha de manera que esto es equivalente a una masa 
desbal anteada de 3.5 kg que se encuentra a 100 mm del 
eje de rotación. Si la deflexión estática es de 50 mm como 
resultado del peso dd ventilador, determine la amplitud 
de la vibración de estado estable del ventilador cuando 
la velocidad angular de éste es de 10 rad/s. Sugerencia: 
Vea la primera parte del ejemplo 22.8. 

¿Cuál es la amplitud de ta vibración de estado 
estable del ventilador tratado en el problema 22-50 si 
la velocidad angular del ventilador es de 18 rad/s? Su- 
gerencia: Vea la primera parle dd ejemplo 22.8. 



Prrita. 2Z-5ÍÍ/5 1 


El motor eléctrico hace girar un volante excén- 
trico que es equivalente a un peso des balanceado de 0.25 
Ib situado a 10 pulg del eje de rotación. Si la deflexión 
estática de la viga es de 1 pulg debido al peso dd motor, 
determine la velocidad angular del volante a la que se 
presentará la resonancia. El motor pesa 150 Ib, Despre- 
cie la masa de la viga. 

¿Cuál será la amplitud de la vibración de estado 
estable del motor analizado en el problema 22-52 si la 
velocidad angular del volante es de 20 rad/s? 

Determine la velocidad angular del volante men- 
cionado en el problema 22-52 que producirá una ampli- 
tud de vibración de Ü.25 pulg. 



Prnh, 22-49 


Probs* 22-5 2/53/54 
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La máquina está montada sobre un bloque de ci- 
mentación soportado mediante resortes. Describa la vi- 
bración de estado estable del sistema si el bloque y la 
máquina tienen un peso total de 150U Ib y la máquina, al 
estar funcionando, crea una fuerza impresa F - (50 sen 
2/). donde 1 está en segundos. Suponga que e! sistema vi- 
bra sólo en la dirección vertical, con el desplazamiento 
positivo medido hacia abajo, y que la rigidez total de los 
resortes puede ser representada como k = 2000 Ib / pie. 

Determine la rapidez rotatoria w del motor tra- 
tado en el problema 22-55 que causará resonancia. 



Pruhs. 22-55/56 



f'rob. 22-57 


Un bloque de 7 Ib está suspendido de un re so 
le que tiene rigidez k = 75 Ib pie. £1 soporte al cual 1 
resorte está unido recibe un movimiento armónico simp] 
que puede ser expresado como 5 = (0.15 sen 2 1) pies, dor 
de / está en segundos. Si e! factor de amortiguamiento t 
i' Je. ~ 0*8, determine el ángulo de fase é de la vibració 
forzada. 

Determine el factor de amplificación de la comb 
nación bloque, resorte y amortiguador del problema 22-5! 

■ El bloque de 3Ú Ib está unido a dos resorte 
cada uno con rigidez de 10 lb/pie. Una fuerza F = (8 cc 
3/) ib. donde r esta en segundos, es aplicada a! hloqui 
Determine la rapidez máxima dd bloque despitó s que lt 
fuerzas de fricción causan que las vibraciones libres de 
«aparezcan. 


22 - 57 . El bloque con peso de 1.5 Ib está inmerso en un 
líquido tal que la fuerza de amortiguamiento que actúa 
sobre el bloque tiene una magnitud de F - (0.8|r' } Ib. 
donde a está en pies/s. Si se tira dd bloque hacia abajo 
0.8 pies y se le libera del reposo, determine su posición 
como función del tiempo. El resorte tiene rigidez k = 40 
lb/pie. Suponga que los desplazamientos hacia abajo son 
positivos. 



l'rub, 22—61» 
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Un bloque con masa de 7 kg está suspendido de 
un resorte que tiene rigidez k = 600 N/m. Si al bloque se 
le imprime una velocidad hacia arriba de 0.6 m /s desde su 
posición de equilibrio en t ~ 0. determine su posición 
como fundón del tiempo. Suponga que el desplazamiento 
del bloque hada abajo es positivo y que el movimiento tie- 
ne Jugaren un medio que proporciona una fuerza de amor- 
tiguamiento F = (50 1 v | ) N, donde V está en ni /s. 

El factor de amortiguamiento, c/c n puede ser de- 
terminado experimen taímen te midiendo las amplitudes 
sucesivas del movimiento vibratorio del sistema. Sí dos 
de esos desplazamientos máximos pueden ser aproxima- 
dos por y ¡% como se muestra en la fig ura 22-17, de- 
muestreque la razón htx t /x 2 = 2ir(c/c í: )/Vl-(c/^) 2 La 
cantidad In x^/Xj ^ llama decrcmento logarítmico. 

Dibuje el circuito eléctrico que es equivalente al 
sistema mecánico mostrado. Determine la ecuación dife- 
rencial que describe la carga q en el circuito. 



Determine la ecuación diferencial de movimien- 
to para el sistema vibratorio amortiguado que se mues- 
tra. ¿Qué tipo de movimiento ocurre? Considere k = 100 
N /m. c — 200 N * s/m. m — 25 kg. 



a : ** -‘ V 

• ■, .* 

* v ■: 

■ 

— 

i « . 

■ ' / - 

* ' - .i “ 

f. 

- ?» 




Eli WEB 


Prob. 22 * 4*5 


El sistema de bloque, resorte y amortiguador, de 
10 kg. es amortiguado continuamente. Si el bloque es des- 
plazado a x - 50 mm y liberado del reposa determine él 
tiempo requerido para que regrese a la posición x - 2 mm. 


Frtth. 22-63 


E! bloque de 2Ü kg está sometido a la acción de 
la fuerza armónica F = (90 eos 6r) N. donde ¡ está en se- 
gundos. Escriba la ecuación que describe el movimiento 
de estado estable. 


k = 6CJ N/m 


1 


c - 80 N - s/m 

i|i 


Vmh t 22-6 6 
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Repaso del capítulo 639 


RE 


SO 


CAPITULO 


Un cuerpo tiene vibración libre si las fuerzas restauradoras gravitato- 
rias o elásticas son Ja causa del movimiento. Este movimiento no es amortiguado cuando las fuerzas de 
fricción son despreciadas. El movimiento periódico de un cuerpo vibrando libremente, sin amortiguamiento, 
puede ser estudiado desplazando el cuerpo desde la posición de equilibrio y aplicando luego la ecuación 
de movimiento a lo largo de la trayectoria. Para un sistema con un grado de libertad, la ecuación diferencial 
resultante puede ser escrita en la lorma x + tu^x = 0. Aquí es la frecuencia circular o natural: si es 
conocida esta frecuencia, c¡ periodo es 7 — 2tt /&>„. Además, la frecuencia, o número de ciclos dot unidad 
de tiempo, es 


/ - 


Si las fuerzas restauradoras que actúan sobre el cuerpo son gravitatorias y elásticas, 
entonces la conservación de la energía también puede ser usada en determinar su movimiento armónico 
simple. Para hacer esto, el cuerpo es desplazado una pequeña distancia desde su posición de equilibrio, y 
se escribe una expresión para su energía cinética y potencial. La derivada con respecto al tiempo de esta 
ecuación puede ser reordenada en la forma estándar x + u)„^x = 0. Si se conoce es posible obtener 
las otras propiedades del movimiento. 


Cuando la ecuación de movimiento es aplicada a un cuerpo so- 
metido a una fuerza periódica o a un desplazamiento periódico de soporte con frecuencia tu. entonces el 
desplazamiento consta de una solución complementaria más una solución particular. La solución com- 
plementaria es causada por la vibración libre y puede ser despreciada. La solución particular se debe a 
la vibración forzada. La resonancia ocurrirá si el periodo natural de vibración. <u n . es igual a la frecuen- 
cia forzada, tu. Esto debe evitarse, ya que el movimiento resulta no acotado. 


Una fuerza de amortiguamiento viscoso es causada por 
la resistencia de un fluido sobre el sistema cuando éste vibra. Si el movimiento es lento, esta fuerza re- 
sistente es entonces proporcional a la velocidad, esto es F = ex. Aquí c es el coeficiente de amortigua- 
miento viscoso. Comparando su valor con el coeficiente de amortiguamiento crítico c c - 2 m«„. podemos 
especificar el tipo de vibración que ocurre. Si c > e ( , se trata de un sistema sobreamortiguado: si c - c c . 
tenemos un sistema críticamente amortiguado: si c < c t ., el sistema es subamortiguado. 


El tipo más general de vibración para un sistema de 
un grado de libertad ocurre cuando el sistema es amortiguado y está sometido a un movimiento periódi- 
co forzado. La solución nos proporciona información acerca de cómo el factor de amortiguamiento, c/c n 
y la razón de frecuencia. tu/(a„, afectan a la vibración. La resonancia se evita si c/c r * 0 y w/tü„ ^ 1 , 

El movimiento vibratorio de un sistema complejo puede ser estu- 
diado modelándolo como un circuito eléctrico. Esto es posible ya que las ecuaciones diferenciales que ri- 
gen el comportamiento de cada sistema son las mismas. 
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APÉNDICE 

A 


Expresiones matemáticas 


Fórmula cuadrática 

_ 2 -b ± \/b 2 - 4 ac 

Si ax" + bx + c = 0. entonces x — — 

2a 

Funciones hiperbólicas 

u e* ~ e~' e* + é~* , , senh „v 

senh x = , cosh .r = . tanh x = 

2 2 cosh x 


Derivadas 

b , n— i bu 

— — [ u ) - mí ' — — 

dx dx 


d , do du 

— (hv) = u— + v— 
dx dx dx 


Identidades trigonométricas 

A C 

sen 6 = — , esc 6 = — 

C A 

B C 

eos 8 = — , sec 0 = — 

C B 


A n B 
tan O = — , cot 9 = — 
B A 



sen 2 9 + eos 2 6 - 1 

sen(0 ± 4>) — sen 0 eos é ± eos 0 sen é 
sen 28 = 2 sen 0 eos 8 
cos(0 ± <f>) = eos fí eos é + sen 8 sen é 
eos 28 = eos 2 8 — sen 2 8 


A /l + eos 28 fí — eos 28 

eos 8 = ±./ -j sen 8 = ±. 

\ 2 V 2 

sen 0 


tan 8 — 

eos 0 

l + tan 2 0 = sec 2 0 


1 + cor 0 = csc ¿ 0 


Desarrollos en series de potencias 


sen x = x — yj- + 
, ¿r 

COS .V = 1 - — 7 + 
2 ! 

640 


senh x — x + — > + 
3! 


cosh x = 1 + — + 


du d v 

tí— « — 

fl.V 


d íu\ _ dx 
¡x\v) ~ 


d . . , dw 

— ( cot u ) = — CSC-t/— 
dx dx 


d du 

— i sec u ) _ tan u sec «— 
dx dx 


d . . du 

— ( esc ií ) = -csc a cot u — 
dx dx 


d . du 

—(sen íí) - eos u — 
dx dx 

d íiit 

— eos») = — sen u— 
dx dx 


-y- ( tan u } = sec hi 
dx dx 


“ 7 " (senh h) _ cosh u^y- 
dx dx 


~ (cosh tí) = senh it 
dx dx 
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Apéndice A Expresiones matemáticas - 641 


Integrales 


x" (¡X = 




4 C. n # — 1 


dx 2 Va 4 bx 


n 4 1 

j — -— t ■ — — ln(« + 6x) 4 C 
J a 4 fcx b 


Va 4 bx 


1 

Iy577- vm * c 


d.X 


ln 


a 4 xV—tib 
a 4 bx 1 2V-6c '*1.0 - xV-ab. 

x dx 1 , . 

7 2 = zrln(/j.v*- 4 a) + C. 

J a + fu 2 2b 


4 C, ab < 0 


í/x 


V ÍJ + />x 4- c.v 2 

4 .vVr 4 


— — ln Va + bx 4 c.v 


x 2 dx x a xVab „ 

, . n =■ t ” TTrtM 1 + C. a6 > 0 

a + bJT b bvab a 


a 4 x 
a - x 


i /-» 2 v. 2 

+ C\ a > x* 


15¿r 


X 2 Vtf 4 />.Y í/.V = 


2(8ír - 12a¿x + 15fcV)y (« + tój* 


105/j 3 


4 C. a > 0 


í 

| dx 1 

2a 

| Va + bx dx = T^\/l ú + k*) 3 + C 

f -2 (2a - 3/>x)\/{a + bx) 2 

xVa 4 Sí dx = — + c 

í 

| \/ a 2 - x 2 dx ~ x\f a 2 - x 2 + a 2 sea -3 ^ 

[ á* = -fvV - * 2 ) 3 + » 

= -^yV - -V 2 ) 3 

4 ^-^rya 2 — x 2 4 tr sen -1 ^ 4 C. a > 0 
J \/x 2 ± a 2 í/x = ^ x\/x 2 ± tr 4 ¿r ln{x 4 y? ± a 2 ) 
j x\/x 2 ± a 2 dx = ~\/ (x 2 ± a 2 ) 3 4 C 

r 2 

x 2 \/x* ± a 2 dx = ^\/(.y 2 ± a 2 ) 3 4 ^-x\/x 2 ± a 2 
J ' 4 8 


2Vc, 


4 C, c > 0 


:sen 


/ — 2cx - b 


y OC1I I 

V -c Wft 2 - 4ac 


" ~ " V r, 

f 2 — 4 í3l 


c > O 


sen x dx = —eos x 4 C 


eos x dx = sen x + C 


x cos(íí.v) rfx - -4 eos fax) 4 -sen (a*) 4 C 


2x 


x : cos(ox) dx - Veos fax) 
tt 


aV-2 , , „ 

4 ^ sen(ax) 4 C 

¿r 


<?“* rfx = 4 C 

a 


xe aX dx = —r-tax — i ) + C 
<r 


senil x í/x = cosh x 4 C 


eosh x dx = senh x 4 C 


- in(x + x/x 2 ± a 2 ) 4 C 

O 
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apéndice Análisis numérico 

y por computadora 



Ocasionalmente la aplicación de las leyes de la mecánica conducirá a 
un sistema de ecuaciones para las cuales una solución en forma cerra- 
da es difícil o imposible de obtener. Confrontados con esta situación, 
los ingenieros usan a menudo un método numérico que en la mayoría 
de los casos puede ser programado en una microcomputadora o en una 
calculadora de bolsillo " programa ble”. Aquí presentaremos brevemen- 
te un programa de computadora para resolver un conjunto de ecuacio- 
nes lineales algebraicas y tres métodos numéricos que se pueden usar 
para resolver una ecuación algebraica o trascendental, evaluar una in- 
tegral definida, y resolver una ecuación diferencial ordinaria. La apli- 
cación de cada método será explicada por medio de un ejemplo, y es 
proporcionado un programa de computadora asociado escrito en Mi- 
crosoft BASIC, que está diseñado para correr en la mayoría de las com- 
putadoras personales.* Un texto sobre análisis numérico debería ser 
consultado para una discusión adicional relativa a la revisión de la exac- 
titud de cada método y los errores inherentes que se pueden generar 
en cada método. 


B.1 Ecuaciones algebraicas lineales 


La aplicación de las ecuaciones de equilibrio estático o las ecuaciones de 
movimiento requieren a veces la resolución de un conjunto de ecuacio- 
nes algebraicas lineales. El programa de computadora dado en la figura 
B-l se puede usar con este fin. Este programa se basa en el método de 


* Tipos similares de programas pueden ser escritos o comprados para calculadoras de 
bolsillo prner;imab]es. 
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1 PRINT''llnear systen of equa t lons" ; PRINT 

2 DIM 1(10,11) 

3 INPUT"Input r.unber of equetlons : ",N 

4 PRINT 

5 PRINT”A coefficients" 

S POR I = 1 TO H 

7 FOR J * 1 TO N 
B PRINT 

9 INPtlT" ) = " , A í I , J) 

10 NEXT J 

11 NEXT I 

12 PRINT 

13 PSINT"B coef ficients 1 * 

14 FOR I = 1 TO í 

15 PBINT " 8 ( " ; I ; 

16 INPUT")*”,A( í , N» 1 > 

17 NEXT I 
10 GOSUB 25 
19 PRINT 


20 PE I Ní " UEknowna ,T 

21 FOR I = 1 TO N 

22 PRINT *I("; I ; " ; A ( I ,N+1 ) 

23 NEXT I 

24 END 

25 REM Subroutjne Guassian 

26 FOR M-l TO K 

27 NP S H 

28 BG-ABSÍ A(H,M) ) 

29 FOR I = M TO N 

30 1F ABSfAÍ 1,HJ)<=BG TREN 33 

31 BG-ABS f A{ I ,M) ) 

32 NP = I 

33 NEXT I 

34 IF NP=M TREN 40 

35 FOR I = H TO N* 1 

36 TE=A(M, I) 

37 A(M, Í}=A(NP, I ) 

38 A(NP, I ) =TE 


n s . n-i 


39 NEXT I 

40 FOR I = M+l TO N 

41 FC-Atl.Hl/AtM.H) 

42 FOR J = M+l TO N+l 

43 a; i . j) = a : i , ji-fcía :K, j ) 

44 NEXT J 

45 NEXT I 

46 NEXT M 

47 A(N,Nt1)=A(N.N+1) /AÍN.N) 

4 B FOR I - N-l TO 1 STEP -1 

49 SM=0 

50 FOR 3=1*1 TO N 

51 SM=SM*A(I,J)*A;J,N*1 ) 

53 NEXT í 

53 Aa i N*l) = ÍA(I,N+l)-SH)/A(I,l) 

54 NEXT I 

55 RETLRN 


eliminación de Gauss y puede resolver un máximo de 10 ecuaciones con 
10 incógnitas. Para usarlo, las ecuaciones deben primero escribirse en el 
siguiente formato general: 


A n x¡ T Ay^l 
A21X1 + AsgXi + 


Ay n X„ B± 
+ — B 2 


AniXi + A fjl . r 2 + 


A nn x n B 


H 


Los coeficientes “A” y “B" son "pedidos ' al correr el programa. La sa- 
lida presenta las incógnitas x, x„. 
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B.2 Regla de Simpson 

La regla de Simpson es un método numérico que puede usarse para 
determinar el área bajo una curva dada como una gráfica o como una 
lunción explícita y — f(x). También puede usarse para calcular el valor 
de una integral definida que implica la fundón y ~ f(x). Para usarla, 
el área debe ser subdividida en un número par de franjas o intervalos 
con un ancho h. La curva entre tres ordenadas consecutivas es aproxi- 
mada por una parábola, y el área entera o integral definida es enton- 
ces determinada con la fórmula 


I " h 

| f(x)dx — Lvb + 4{yj + y, + + y n J ) 

+ 2(ft + >’+ + ■ • • + y n - 2 ) + y„] (B— 1) 


El programa de computadora para esta ecuación está dado en la figura 
B-2. Para su uso, debemos primero especificar la función (línea ó del 
programa). Los límites superior e inferior de la integral y el número 
de intervalos son pedidos cuando el programa es ejecutado. El valor de 
la integral es entonces dado como salida. 


1 PRINT" 5 ispeen 1 ■ rule": PRIJÍT 

2 PRINT* To execute this program : : PRTNT 

3 FRINT” 1- Kodify right^hand side of the equatíor givgn bélow, 

4 FRIHT* tben presa REHIRA key* 

5 PRINT" 2- Type RUN 6" : PRIKT ; ED IT 6 
S DEF FNF{X)=L0G{X) 

7 PRINT: INPUT* Enter Lower Linit = 

3 l NPTJT" En t e r Upper Lí»it = ”.fl 

9 rNPUT" Enter tiumber (even) of Intervalo = " t |f% 

10 H= f B-A ; AH- FNF ( A ) : X- A+R 

11 FOR J* = 2 TQ Kit 

12 St = 2*í2-J*+2*1NT(.7V2) ) 

12 AR = AR + K*FNF ( X ) 

14 5Í- X+H r NEXT J% 

15 AR=H*ÍAR+FNFÍ flj )/3 

IB FRINT" Integral = ",AR 
17 EPÍD 


Fíj*» B-2 
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hmnhI 

Evalúe la integral definida 


P 

m x dx 


Solución 

El intervalo .v ü = 2 a Xf, = 5 será dividido en seis partes iguales (n 
6). cada una con ancho h - (5 - 2)/6 =■ 0.5. Luego calculamos v 
f(x) — In x en cada punto de la subdivisión. 


n 

X n 

y* 

0 

2 

0.693 

1 

2.5 

0.916 

2 

3 

1.099 

3 

3.5 

1.253 

4 

4 

1.386 

5 

4.5 

1.504 

6 

5 

1.609 


La ecuación B-L toma La forma 


0.5, 


In * dx w -^[0.693 + 4(0.916 + 1.253 + 1.504) 
+ 2(1.099 + 1.386) + 1.609) 


« 3.66 


Esta respuesta es equivalente a la respuesta exacta con tres cifras sig- 
nificativas. Obviamente, una mayor exactitud con un mayor número 
de cifras significativas puede obtenerse seleccionando un intervalo h 
menor (o mayor »). 

Usando el programa de computadora, primero especificamos la fun- 
ción In .r, línea 6 en la figura B-2. Durante la ejecución, la entrada del 
programa requiere los límites superior e inferior 2 y 5 y el número de 
intervalos n — 6. La salida aparece como 

integral = 3,66082 
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B.3 El método de la secante 

El método de la secante se usa para encontrar las raíces reales de una ecua- 
ción algebraica o trasceden tal f(x) = 0. El método deriva su nombre del 
hecho de que la fórmula usada es establecida de la pendiente de la lí- 
nea secante a la gráfica y = f(x). Esta pendiente es [f(x„) — /(x„_])]/(x„ 
— x„_,),y la fórmula de la secante es 


X n + 1 - v '¡ f{ x n) 


x„ - X, 


ll-l 


J(x n ) x). 


(B-2) 


Para su aplicación es necesario proporcionar dos conjeturas iniciales x n 
>' vi y con ellas evaluar x 7 con la ecuación B-2 (n = i). Luego se procede 
a reaplicar la ecuación B-2 con y el valor calculado de x 7 y se obtiene 
,*3 (n — 2), etc., hasta el valor x ((+ i x n . Puede verse que esto ocurrirá 
si x„ se aproxima a la raíz de la función f{x) = 0. ya que el término co- 
rrectivo a la derecha de la ecuación B-2 tenderá a cero. En particular, en- 
tre más grande la pendiente, menor será la corrección a x„ y más rápido 
se hallará la raí 2 . Por otra parte, si la pendiente es muy pequeña en la 
vecindad de la raíz, el método conduce a grandes correcciones para x„ 
y la convergencia a la raíz es lenta y puede aún fallar en encontrarla. 
En tales casos deben usarse otros procedimientos numéricos para hallar 
la solución. 

Un programa de computadora basado en la ecuación B-2 está dado en 
la figura B-3. Primero debemos especificar la función en la línea 7 del 
programa. Cuando el programa es ejecutado, deben Introducirse dos con- 
jeturas iniciales, x (1 y x } , para aproximar la solución. La salida da el valor 
de la raíz. Si éste no puede ser determinado, el programa lo indica. 


1 PBINT-Secant aethod" : PRINT 

2 PRINT" To executf tbís protfrfin PRINT 

3 PRINT" I) Hodify rifht ftarnj side of tfee tq ua t ion ¿ 1 v e- n below, H 

4 PRINT" then presa RETURK key.*’ 

5 PRINT* 2) Type RUN 7" 

5 PRINT: ED IT 7 

7 DEF FNF(X)*.S*Sr»fI)-2tCOS(JI) + 1.3 
S INPDT “Ester poiat #1 =*,X 
$ INPUT^Enter point #2 = ",X1 

10 IF X = Jíl TREN 14 

11 EP=.0000!:TL=2E-20 

12 FP=( W(X1 J-FNFCX) J/Ul-X) 

13 IF ABS f FP) >TL TREN 15 

14 PRINT^Roo t csb not be Found . " : ENÜ 

15 DK-FNF£XI)/FP 

16 IF AB5 [ DX ) >EP THEN 19 

17 PRINT ”Root = ";Xl; w Funetion evaluated at this root = f ';FNF(Xl) 

IB END 

19 X~Xl : Xl=Xl-DX 

20 GOTO 12 


Fff. B-3 
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EJEMPLO B.3 


Determine la raíz de la ecuación 


/(je) = 0.5 sen x - 2 eos jc + 1.30 = 0 

Solución 

Las conjeturas para las raíces iniciales serán x yi = 45° y .v t - 30 Q . Apli- 
cando la ecuación B-2, 


(30° - 45°) 

, 2 = 30- - (—0.1821) _ 0.2393) “ 36 ' 48 " 


Usando este valor en la ecuación B-2, junto con = 30 o » tenemos 


48" — 3D g 

* - 36.48’ - (-°.0108) ( _ ftnlM + ftl821) = 36.89' 


Repitiendo el proceso con este valor y as = 36.48°. obtenemos 


.r 4 = 36.89° - (0.0005) 


36.89° - 36.48° 


(0.0005 + 0.0108) 


= 36.87° 


Así entonces, x = 36.9°, con tres cifras significativas. 

Si el problema es resuelto usando el programa de computadora, 
primero especificamos la función, línea 7 en la figura B-3. Durante 
la ejecución. la primera y segunda conjetura deben introducirse en 
radianes. Escogiendo éstas como 0.8 rad y 0.5 rad. el resultado apa- 
rece como 


Raíz = 0.6435022 

Función evaluada en esta raíz = 1.66893E-06 


Este resultado convertido de radianes a grados es 

.v = 36.9° 


Resp, 
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B.4 Método de Runge-Kutta 

H1 método de Runge-Kutta se utiliza para resolver una ecuación dife- 
rencial ordinaria. Consiste en la aplicación de una serie de fórmulas que 
se emplean para encontrar los valores específicos de y para los valores 
crecientes correspondientes de h en x. Las fórmulas proporcionadas de 
manera general son las siguientes: 

Ecuación de primer orden Para integrar .ir = f(t,x) paso a paso 

utilice 


*r+i ~ x ¡ + 7(^1 2k ? _ 4* 2k 3 + At 4 ) 


(B-3) 


en donde 


k \ ~ hf{t b x¡) 

h = v(a + 1. + f) 

*3 = + y, JC¡ + y j 

¿4 = hf(t¡ + h, x¡ + * 3 ) 


(B-4) 


Ecuación do segundo orden Para integrar x = f(t, x, x), utilice 


- x¡ + h 


+ *2 + * 3 ) 


if-s = X¡ + -(*1 + lk 2 + 2Jt_, + * 4 ) 


(B“5) 


donde 


k \ = hf{t¡,x h x¡) 

k 2 - hf(^i + y, x¡ + *¡ + 

*3 = hf{t, + * + *i, + i, + &) (B-6) 

*4 = A/(í( + A, X¡ - M, + i,' 4- A. 

Para aplicar estas ecuaciones, se comienza con los valores iniciales t, = f n . 
x¡ — A'o y — ¿o (para las ecnaciones de segundo orden). Al seleccionar 
un incremento de h para tO, se calculan las cuatro constantes de k, y estos 
resultados se sustituyen en la ecuación B-3 o B-5 para poder calcular 
* 7+1 = X\, ¿y +1 = Xy, que corresponde a í i+1 = t } = f 0 + h. Cuando se 
repite este proceso utilizando / r , ,v L , *3 y fn se calculan entonces los va- 
lores de .r 2 . x 2 y ti = A + h, etcétera. 
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Los programas de cómputo que resuelven tas ecuaciones diferenciales 
de primero y segundo órdenes por este medio se enlistan en las figuras 
B-4 y B-5 respectivamente. Para poder emplear estos programas, el 
operador especifica La función .i: - /(/, x) o x - /(t, x> x) (línea 7), tos 
valores iniciales de (q, jco, .V(j (para la ecuación de segundo orden), el 
tiempo finai de r„. y el tamaño del paso de h. El resultado proporciona 
los valores de r.x, y x para cada vez de incremento hasta que se alcanza i„ 


1 FR I NT"Rinige^Xut t e Kethod for 1-at order D ifTerent ial Equatíon" ■ PRINT 

2 PRINT 1 11 To execute this progran : * : PRINT 

3 PRINT" 1) Modify right hond sida of the equatioa given below," 

4 PRINT" tben Press RETÜRN key " 

5 PRINT* 1 2) Type RUN 7 ** 

6 PH INT : EDI T 7 

7 DEF FNF ( T , X) =5tT+X 

B CLS : PRINT* laitial Condit ions PRINT 

9 IHFUT"Ijiput t - ",7 

10 INPUT" x = H \K 

11 INPtl'rFlnal t = " p Ti 

12 INPST*»tep aize * " * H t PRINT 

13 PBÍ NT" t x" 

14 IF T J = T ] +H THEN 23 

15 PRINT US I NG ”###### . ■ T ; X 

16 K1=H*FNF(T,XJ 

17 K2 = H*FNF(T+.5*lí,X**5*Kl) 

IR K3 =H*FNF{ T+ * 5*H t X+ . 5*K2 í 

19 K4-H*FNFÍ T+H p X+K3 ) 

20 T=T+H 

21 X = X+ ( Rl +K2+K2+K3+K3+K4 ) /$ 

22 GOTO 14 

23 ENB 


Fíg. II — 4 


1 PRINT" Rünge-K ut t a Hethod for 2-pd or der Dif ferept i el Equat i t>n " : PRINT 

2 PRINT" To executí this progr&H :"í PRINT 

3 FHlNT n IJ Modify ríght herid side of the equation given belaw," 

4 PRINT" th#n Press RETURN key" 

5 PRINT" 2) Type RUN 7 M 
E PRINT : ED IT 7 

7 DEF FNF ( T * X * XJ> ) = 

B INPUT" Input t = ",T 

9 INPUT” x = m t X 

10 INPUT" dx/dt ^ * * JíD 

11 INPUT" Final t - MI 

12 I NPUT"st ep size = * , B : PRINT 

13 PRINT 1 ’ t x dx/dt" 

14 IF T>=T1 + H TREN 24 

15 PRINT US ING” ###**# . ###♦#* ; T ; X ¿ X D 

16 £I=H*F HFÍT.lUXD) 

17 H2=H*FNFrr+*5*H,X + . 5 *H * XD t XD+ , 5 + K 1 ) 

18 K3-H*FNF(T4,5*R i X+( 5*K1) ,XD+.5*K2) 

19 R4=fl*FNFfT+H t X+H*XD+ t 5*H*K2,XD + R3} 

20 T = T-hR 

21 X-X+H*XD + H*ÍKl + KS + 0)/6 

22 XB=XD+(II + it2+K2+E34K3+íU)/6 

23 GOTO 14 

24 END 


Mjl, ti -5 
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Resuelva las ecuaciones diferenciales .ir = 5r + *. Obtenga los resul- 
tados para dos pasos utilizando los incrementos de h = 0.02s. en f (J = 0, 
*0 “ 0 . 


Solución 

Ésta es una ecuación de primer orden de manera que aplican las ecua- 
ciones B-3 y B-4. Por lo tanto. para f 0 - 0, jr„ - 0, h = 0.02, tenemos 

*i - 0.02(0 + 0) - 0 

k 2 *= 0.02(5(0.01) + 0] = 0.001 
k 3 = 0.02(5(0.01) + 0.0005] = 0.00101 
* 4 - 0.02(5(0.02) + 0.00101] - 0.00202 
*1 - 0 + ¿(0 + 2(0.001) + 2(0.00101) + 0.00202] = 0.00101 


Por medio de los valores r, = 0 + 0.02 = 0.02 y x, = 0.00101 con 
h = 0.02 el valor de x 2 se calcula a partir de las ecuaciones B-3 y B-4. 


A'i - 0.02(5(0.02) + 0.00101] = 0.00202 
k 2 « 0.02(5(0.03) + 0.00202] - Ü.OO304 
k 3 = 0.02(5(0,03) + 0.00253] = 0.00305 
A 4 = 0.02(5(0.04) + 0.00406] = 0.00408 

x 2 = 0.00101 + |(0.00202 + 2(0.00304) + 2(0.00305) + 0.00408] 
= 0.00405 


Para resolver este problema utilizando el programa de cómputo que 
se muestra en la figura B-4, la función debe introducirse antes en la 
línea 7, después se especifican los datos de r 0 = 0, x Q = 0, t„ = 004 y 
h = 0.02. Los resultados aparecen como 


x 


0.00000 0.00000 
0.02000 0.00101 
0.04000 0.00405 


Resp. 
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C 


Análisis de vectores 


La siguiente presentación ofrece una breve revisión de i análisis de vec- 
tores, lo que se trata con mayor detalle en el libro de Mecánica para In- 
genieros: Estática. 

Un vector A es una cantidad que tiene magnitud y dirección 
y que se añade en conformidad con la ley del paralelogramo. Como se 
muestra en la figura C-l, A = B + C, en donde A es el vector resultan- 
te y 11 y C son vectores componentes. 

Un vector de unidad o unitario u^, tiene la mag- 
nitud de una unidad “sin dimensión'' y actúa en la misma dirección que 
A. Se determina al dividir A entre su magnitud A , por ejemplo. 



(C-l) 
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Fia. C-2 


z 



• Las direcciones de los ejes positi- 

vos jk, v, z se definen por los vectores unitarios cartesianos I, j, k . respec- 
tivamente. 

Como se muestra en la figura C-2, el vector A se formula a partir de 
la adición de sus componentes .y, y, i como 


A = A r i + A v j + A,k 


(C-2) 


La magnitud de A se determina de 


A = \J'a\ + A\ + A\ 


(C-3) 


La dirección de A se dcllne en términos dé los ángulos de dirección 
coordinada, de a , 0 „ y , medidos a partir de la cola de A hacia los ejes 
x, y f z positivos, como se muestra en la figura C-3* Estos ángulos se deter- 
minan a partir de los cosenos de dirección que representan los compo- 
nentes i, j, k del vector unitario que se encuentran en las ecuaciones 
C-I y C-2. 



de manera que los cosenos son 


Ajf -A y 

eos a — eos 0 = — - 

A A 


eos y = 


Az 


ÍC-4) 


(C-3) 


Por lo tanto, — eos a i + eos (3j + eos yk. y utilizando la ecuación 
C-3 se observa que 


c 

i L 



eos 2 a + eos 2 ¡3 + eos 2 y=l 


(C-6) 


El producto cruzado de dos vectores A y B. que 
resulta en un vector C se escribe de la siguiente manera 

C = A X B (C-7) 


Y se lee C es igual a A "cruzado con” B: la magnitud de C es 


C = A B sen 9 


(C-8) 


en donde 0 es el ángulo de las colas de A y B (0' < B < 180 c ). La di- 
rección de C se dete rmin a por la regla de la mano derecha, en donde 
los dedos de la mano derecha van de A a B y el pulgar apunta hacia 
la dirección de C, como se muestra en la figura C-4. Este vector es per- 
pendicular al plano que contiene los vectores A y B. 

El producto del vector cruzado no es conmutativo, por ejemplo 
AxB^BxA en lugar de. 


(C-9) 


Fiy. C-l 


A X B = B X A 
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Es válida la ley distributiva, por ejemplo 

A X (B + D) = A X B + A X D (C- 10) 

Y el producto cruzado se puede multiplicar por m escalar en cualquier 
forma, por ejemplo 

m(A X B) = (mA) X B = A X (mB) = (A X B )m (C-ll) 

La ecuación C-7 puede emplearse para encontrar el producto cruza- 
do en cualquier par de vectores unitarios cartesianos. Por ejemplo para 
encontrar i X j, la magnitud es (/')(/) sen 90° = (1)(1)(1) = 1, y su di- 
rección +k se determina con la regla de la mano derecha aplicada a 
i X j, como se muestra en la figura C-2. Se muestra un esquema sencillo 
en la figura C-5 y puede ser de utilidad para obtener éste y otros resul- 
tados cuando es necesario hacerlo. Si se construye el círculo de la ma- 
nera como se ilustra , y después sé cruzan ambos vectores en el sentido 
contrario a las manecillas del reloj se obtiene un tercer vector positivo, 
por ejemplo k X I — j. Al mover en el sencido de las manecillas del re- 
loj , se obtiene un vector negativo, por ejemplo i X k = -j. 

Si A y B se expresan en forma de componentes cartesianos, entonces 
el producto cruzado, ecuación C-7. puede evaluarse al expandir la deter- 
minante 


+ 



que resulta en 


C =» A x B = 



j 

Ay 

B, 


k 


(C-12) 


C = {A,B Z - A.flji - (A t B : - A,5 t )j + {A x B y - A y B x ) k 

Recuerde que el producto cruzado se utiliza en estática para definir 
el momentum de una fuerza F acerca del punto O, en cuyo caso 

Mü = rxF (C-13) 

donde r es un vector de posición dirigido desde el punto O a cualquier 
punto en la línea de acción de F 

Producto Punto El producto punto de dos vectores A y B, que re- 
sulta en escalar se define por 

A * B = AB eos tí (C-14) 

y se lee A “punto” B. El ángulo S se forma a partir de las colas de A v 
B {0= ^ 6 <= 180°). 

El producto punto es conmutativo, por ejemplo 


A ■ B = B A 


Aplica la ley distributiva 


(G— 15) 


A ■ (B + D) — A ■ B + A * D 


(C-Lfj) 
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Se lleva a cabo de cualquier manera una multiplicación escalar 

m(A • B) - (/nA) • B = A • (mB) = (A ■ B)m (C-17) 

Por medio de la ecuación C-14. el producto pumo entre ambos vecto- 
res cartesianos puede determinarse. Por ejemplo i ■ i = ( 1 ) (1 ) eos 0 G = 1 
y i j = (1 )( 1 ) eos SEP = 0. 

Si A y B se expresan en forma componente, el producto punto, ecua- 
ción C-14, puede determinarse a partir de 


A-B = A X B X + AyBy + A,B . (C— 18) 


El producto punto puede emplearse para determinar el ángulo 0 que 
se forma entre los dos vectores. De la ecuación C- 14 


6 = 



(C — 19) 



También es posible encontrar el componente tiel vector en cualquier di- 
rección por medio del producto punto. Por ejemplo, la magnitud de un 
componente (o proyección) del vector A en dirección de B. como se 
muestra en la figura C-6, se define por A eos 6. De la ecuación C-14. esta 
magnitud es 

B 

A eos $ = A ■ — = A*Ufl (C-2G) 

B 


iip representa un vector unitario que actúa en la dirección de B, como 
se ilustra en la figura C-6. 


Diferenciación e integración de las funciones vectoriales. Las 

reglas de diferenciación e integración de las sumas y productos de las fun- 
ciones escalares también aplican a las funciones vectoriales. Considere 
por ejemplo, las dos funciones vectoriales A(.v) y B(j>). En caso de que 
estas funciones sean continuas para todas las s, entonces 


d . . d A i/B 

SÍ (A * B,= rf7 + rf7 


A ds + 


B ds 


| {A + B) ds - 

Para el producto cruzado. 

d . . / dA n \ ( k dB\ 

-(A xB ) = (- xB ) + ( A x-j 

De manera semejante para el producto punto. 


( C— 2 1 ) 
(C— 22) 


(C-23) 


d dA 

-(A- B ) = — - B +A-- 


(C-24) 


